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4
O SISTEMA CONTINUO ROTOR-MANCAL

4.1
Introducao

Na secao 3.5 as equacoes de movimento foram determinadas
considerando-se parametros concentrados. Entretanto, rotores reais sao mais
complexos, constituidos de varios discos e a secao do eixo nao € cons-
tante, fazendo-se necessaria uma analise com auxilio de um modelo com
parametros distribuidos no qual a massa, a rigidez e o amortecimento sao
distribuidos. Este modelo é, também, chamado de rotor continuo. A analise
de um rotor continuo ¢é baseada na teoria da vibragao transversal da viga.
A teoria mais fundamental é a teoria da viga Bernoulli-Euler, que assume
que a secao permanece plana e perpendicular a linha de centro. Se o eixo for
delgado, essas equacoes representam bem o movimento do rotor. Quando a
viga vibra segundo modos mais altos, o efeito da inércia de rotagao da secao
transversal e das deformacoes de cisalhamento aparecem, nao mais podendo
ser desprezadas. Este modelo é conhecido como viga de Timoshenko, o qual
nao sera considerado neste estudo. Este modelo acrescenta outras equagoes
especificas da rotacao da secao transversal.

Quando o diametro do disco é muito maior em relagao a sua largura,
aparece a agao giroscopica, que sera considerada neste estudo.

Existem diversos métodos aproximados para andlise de rotores

continuos. Sera empregado aqui o Método dos Elementos Finitos.

4.2
Equacoes de Movimento

A figura 4.1 ilustra o modelo de um rotor continuo elastico cujo centro

coincide com o eixo Z. As deflexdes nas diregoes X e Y sao denotadas por
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x(z,t) e y(z,t), respectivamente. A inclinagdo em torno das diregoes X e Y

sao representadas por a(z,t) e (3(z,t), respectivamente, e sao dadas por

_835

a=-325  B=

(4-1)

Figura 4.1: Oscilagao do rotor com 4 graus de liberdade

Para se chegar as equacoes de movimento, consideramos um elemento

infinitesimal do eixo de espessura dz, mostrado na figura 4.2/ nas duas

direcoes.
VA © Y
Mx + 0 Mx dz
dJpQa oz
Vy Mix
dJoQB
My +.9 My dz
oz
X 7 o

Figura 4.2: Condicao de equilibrio de um elemento infinitesimal
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A condicao de equilibrio dinamico nas direcoes X e Y nos da

2
—Vx-I—(V +avd)—pAa—dz—c@dz f=0

0 ot? 0
(4-2)
=V, + (V;, + %dz) - pAgtgdz - cg—dz fy=0
onde,
V, eV, - esforco cortante nas diregoes X e Y, respectivamente
fz e f, - forcas externas nas diregoes X e Y, respectivamente
A - area da secao transversal do eixo
p - densidade do material
¢ - coeficiente de amortecimento por unidade de comprimento
Simplificando, temos
2 2
a@z A?}? + cg—j + fo; 60_1: A% + ca + fy (4-3)

Da condicao de equilibrio do momento, obtém-se, desprezando as

forcas oriundas da aceleracao angular

M
—M, + (My+ 0 ydz) + Vydz — dJ, Qa =0

0z
(4-4)
M, .
M, — (]\/[x%—a . dz) —Vydz+dJ, QB =0
onde d.J, Qav e dJ, Q3 sdo os momentos giroscopicos
Lembrando que
0%y 0%x
M, = FEI—; M,=FEl—
0722 Y 072
(4-5)
- Py 5 0*x
020t "’ 020t

onde
I - momento de inércia de area.

dJ, = pAdzR?/4 é o momento de inércia polar de massa do elemento
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Substituindo 4-5/ em 4-4, obtém-se

0y 0%y
Vo= _E]c?z -7 Q&z@t 0
(4-6)
Pr - 0%z
Vo= =g T =0

onde Jp = pAR?/4 é o momento de inércia por unidade de comprimento
Substituindo 4-6/ em 4-3, obtém-se

o*x 0*x 9y ox
R A Q C— — g
(94+ BT +J, 828t+08 fe=0
(4-7)
84y Py - Ox oy

gt + PG ~ I g~ =0
Considerando somente a direcao X, uma vez que o procedimento para
a solugao em Y ¢ o mesmo, multiplicaremos 4-7 pela fungao do modo ¢; e
integraremos de 0 a [. Tal fungdo é uma aproximacao da autofuncao exata
que, na maioria dos casos nao ¢é possivel ser determinada analiticamente pelo
método da separacao das variaveis. Essas fungoes sao conhecidas, também,
como funcoes teste e sao escolhidas de forma que, pelo menos, satisfacam as

condigoes de contorno geométricas e sejam diferenciaveis duas vezes. Assim,

Loty L 93y [t ox
EI gb]dz—i-pA/ang]dz—I—JQ/mgbjdz—i- c gbjdz
!
:/f@-dz
0
(4-8)

Integrando por partes ([udv = uwv — [vdu) o primeiro termo de 4-8,

Lot 3z OB
Agg@wz@@g—/ 02y

Integrando por partes novamente,
!

o
0

temos

o 0%z

82
A d - - //
0 623 J : 322

62

dz
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A equacao 4-8 fica, entao

! L o2y

0% 3Bz a%
+pA ; @

(4-9)
3 ! a3y lax l
+ JPQ/O mQ@ dZ +c . Equ dZ = /0 f¢] dZ

As condicoes de contorno sao incorporadas na equacao através dos
termos em destaque.

Para gerar um modelo de equacoes diferenciais aproximadas com
N graus de liberdade por direcao, os deslocamentos do sistema continuo
serao expandidos como uma combinacao linear de N funcoes de modo ¢

linearmente independentes. Asim, tem-se

N

x(z,1) = Zai(t)¢i<z>; y(z,t) = Zbi(t)¢z‘(z) (4-10)

i=1
onde a; e b; sao as coordenadas generalizadas dendentes do tempo, a serem
determinados.

O que esta se dizendo aqui é que cada modo contribuird para a resposta
global e o tamanho desta contribuicao sera controlado por cada a; e b;.

Substituindo 4-10/ em 14-9, obtém-se, nas direcoes X e Y,

a;(t)pA fo $i(2)p;(2)dz + az(t)cf0 bi(2)0;(2)dz + b; (1) J, Qfo o (2)p;dz
+ az(t)EAfo QSH QSH( )dz = fo z,1)¢;(2)dz

b (t)pA fo ¢i(2)¢;(2)dz + b; (t)cfo ¢i(2)¢;(2)d= al(t)*] Qfo i (2)¢;dz

+ bi(t)EA [ cb” (2)0)(2)dz = [y f(z,1)¢;(2)dz
(4-11)

[M,]i6:(t) + [Culijas(t) + [Galijbi(t) + [K.]ijai(t) = Fu(¢;)
(4-12)
[My];; bi(t) + [Cylisbi(t) — [Gylisai(t) + [K,)ibi(t) = Fy(6;)
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onde

ML), = pA / b5(2)6i(2)dz . (M) = pA / 0,(2)6i(2)dz

K, = BA / §'(2)6!(2)dz | [K,); = EA / 81(2)¢(2)dz
(4-13)

l l
), = ¢ / 0 ()u)dz . [Cly=c / 0,(2)6u(2)dz

G,y = 1,0 / S ()on(2)dz . [Gyliy = — T / 8" (2)u(2)dz

[Fa],, = / F(2)65(2)dz  [Fylj = / [ b ()d: (414)

Os dois conjuntos de equacoes matriciais 4-12 podem ser agrupados

numa Unica equacao matricial, como segue.

Mg(t) + (C+ G)a(t) + Kq(t) = Q(t)

onde
M.
M = v 0 ; C = e 0
0 M, 0 C,
0 G, K, 0
G = K = (4-15)
G, 0 0 K,
R a)

sendo M, C, G e K de dimensao 2N e Q e ¢(t), 2N x 1.

4.3
O Método dos Elementos Finitos

O método dos elementos finitos é uma poderosa técnica que usa
métodos variacionais e de interpolacao para modelar e resolver problemas

de condigoes de contorno em sistemas continuos.
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O método consiste da discretizacao da estrutura, ou seja, divisao em
pequenos subdominios, chamados elementos finitos. Cada elemento possui
possui extremidades chamadas nods, que conectam-se ao elemento seguinte.
O elemento pode conter nds em seu interior, a depender da funcao de aproxi-
macao escolhida. A equacao de movimento para cada elemento é entao deter-
minada e resolvida. As solugoes das equacoes dos elementos sao aproximacao
por uma combinagao linear de polinomios de baixa ordem. Cada uma das
solugoes polinomiais individuais sao compatibilizadas com a solucao adja-
cente, chamada condicao de continuidade, nos nés comuns a dois elementos.
Estas solugoes sao, entao, reunidas através de um procedimento, resultando
em matrizes globais de massa , rigidez, amortecimento e giroscopica, que
descrevem a estrutura como um todo. O vetor de deslocamentos associados
com a solucao global do modelo de elementos finitos descreve o movimento.

As coordenadas usadas no modelo de elementos finitos, ilustrado na
figura /4.3 sao as duas coordenadas lineares x;(t) e x3(t) e duas coordenadas
angulares xo(t) = 1 e x4(t) = [a, necessarias para descrever o movimento
de cada nd, ou seja, cada noé possui dois graus de liberdade. O deslocamento

estatico transversal deve satisfazer

0? 0?x(z,t)

L B.

Y \ 4
X, %

Figura 4.3: Elemento finito simples em flexao

Para valores constantes de E'1,4-16 torna-se % = 0, que, integrando,

leva a

w(z,t) = c1(t)2° + ca(t)2? + c3(t)z + ca(t) (4-17)

onde ¢;(t) sao as constantes de integracao. A equacao 4-17/ é usada para
interpolar os deslocamentos dentro do elemento.
Os deslocamentos desconhecidos x;(t) devem satisfazer as condigdes

de contorno

(4-18)
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Estas relacoes sao substituidas em 4-17 e resolvidas para as constantes

de integragao c¢;, levando a

ci(t) = 113[2(351 — x3) + (22 + 14)]

ca(t) = 112[2(.133 — 1) — (229 + x4)] (4-19)

Cg(t) = $2<t) C4(t> =T (t)
Substituindo 4-19 em [4-17, e rearranjando os termos como coeficientes

de deslocamentos nodais desconhecidos, leva ao resultado aproximado do

deslocamento x(z,t) para o elemento, expresso por

2’2 2’3 z 22 2’3
Z‘(Z,t) = <1 - Sl—2 + 2l_3> a:l(t) +l <7 — 2l_2 + l_3> Zg(t)

22 23 2?2 28
+ (31—2 — 2[—3) Z3(t) +l (_Z_Q + l—d) Z4(t)

Os polinomios entre parénteses sao as fungoes aproximadas ¢; dos

(4-20)

modos de vibrar que serao usadas para o calculo das matrizes de massa,

rigidez e amortecimento da equacao 4-14. Entao,

22 23 2z 22 28

22 23 22 28
¢3=(3l—2—2l—3>; ¢4:l(—l—2+l—3>

Assim, substituindo [4-21] em [4-13, temos

(4-21)

J2 undz [ dadudz [ b301dz [ $agdz |
_ pA fzzf P1Padz fzzf Papadz fzzf P3padz fzzf Qapadz
L2 ongsdz [ dagadz [ dadadz [ daadz

J2 1¢adz [ adadz [ dspadz [ Gatadz |

M, (4-22)

Sz iz [ dhordz [ dondz [ oligde
S22 ez [ ehdhdz [ ohedz [ nde
I sz [ dhondz [ ssde [ ol
I iz [ Sz [ divide [7 dididz

K, = EI (4-23)
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S22 Slondz [ dhondz [2 hordz [ Siondz

1

f;f P Ppadz f;f Py padz f;f P padz f;f 1 D2dz

G$ = QJ 29 29 22 29 (4_24)
ST dadz [ ddadz [ @dadz [ ¢dadz
S22 Sloudz [ oondz [ @houdz [ $loudz
Fazendo a integragao das fungoes de interpolacao, obtém-se
156 221 54 —13I
_ pAl | 221 412 131 —3I? (4-25)
420 | 54 131 156 —220
—131 =31 —221 41*
12 6L —12 61
EI | 61 41> —61 2I?
l —12 -6l 12 —6l
6 212 —61 41°
156 221 54 —13i
c 221 41> 131 —3I?
Cr=— 4-27
4200 | 54 131 156 —22I ( )
—131 —31% —221 4I?
36 31 =36 3l
~QJ, | -3l —41% 31 I? (4-28)
©3012 | =36 —31 361 —3l

=3l I* 31 —4P

No caso de um rotor, deverao ser consideradas as direcoes X e Y

simultaneamente. Assim, as matrizes M, K, C' e G ficam

156
0 156 sim
0 221 472
_ p_Al 220 0 0 42 (4-20)
420 | 54 0 0 131 156
0 54 —131 0 0 156
0 —131 =312 0 0 —221 417
_—13l 0 0 —-32-221 0 0 412_
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C -
0 12 sim
0 —6l 47
K:g 6/ 0 0 42
B |1-12 0 0 —61 12
0 —126/ 0 0 6l
0 —612> 0 0 61 42
| 60 0 0 2% =61 0 0 4%
[ 156 |
0 156 sim
0 220 412

e | 2200 0 42
S 4200 | 54 0 0 131 156

_ Q9
3002

0 54 13l O 0 156
0 131 =31> 0 0 221 477
—131 0 0 —=31> =220 0 0 47
0 -
36 0 anti sim
=3l 0 0
0 =304 0
0 36 =3l 0 O
—-36 0 0 =336l 0
-3 0 0 2 3 0 0
0 =3l—-1> 0 0 3l 4° O_

com o correspondente vetor dos deslocamentos

¢ =

1 % B a1 Ta Y2 Po o

78

(4-30)

(4-31)

(4-32)

(4-33)

O passo seguinte é a montagem das matrizes globais de massa, rigidez,

amortecimento e giroscopica, que consiste em agregar apropriadamente os

coeficientes das matrizes. Qualquer elemento k;; da matriz global pode

ser obtido adicionando-se os correspondentes coeficientes associados com

aquelas coordenadas do né. Assim, se por exemplo, considerarmos dois

elementos finitos (figura [4.4), para obtermos o coeficiente de rigidez k55 da

matriz global, é necessario adicionar os coeficientes de rigidez dos elementos
/7 . ~ . 1
e | 2| correspondentes ao né 2. Estes coeficientes sao designados por kg

e k%, respectivamente, onde o superescrito identifica o elemento da viga
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e o indice inferior localiza o coeficiente apropriado na matriz do elemento
correspondente. A equacao 4-34/ ilustra o processo descrito, onde pode-se
verificar que, onde houver superposicao, as contribuicoes a matriz global

[K] de dimensao 12 x 12 sdo somadas.

X |

[]
[

Figura 4.4: Viga com dois elementos finitos

ri2 o0 0 6l —12 0 0 61 0o 0 0 0 7
0 12 —6L 0 0 —12 —61 0 0o 0 o0 o0
0 —61 41> o0 0 61 212 0 0 0 0 0
66 0 0 42 —6l 0 0 212 0o 0 0 o0
EI —12 0 0 —61 12412 0 0 —6l+61 —12 0 0 6l
K = == 0 —12 6 0 0 12412 61 — 6l 0 0 —-12 —6l 0 (4_34)
I3 0o -6l 202 0 0 61 — 61 412 4+ 412 0 o 6 2% 0
66 0 0 2% —6l—6l 0 0 42 +412 -6l 0 o0 22
0 0 0 o0 —12 0 0 —61 12 0 0 -6l
0 0 0 o 0 —12 61 0 0o 12 6l 412
0 0 0 o0 0 —61 212 0 0o 6 41> o0
L o o o0 o 61 0 0 212 -6/ 0 0 41 ]

O mesmo procedimento é adotado para as demais matrizes.

43.1
Condicoes de contorno e carregamento

Como ja foi abordado na se¢ao 4-12, as condicoes de contorno estao
incorporadas na equacao 4-9 através dos termos em destaque. Asssim, se
considerarmos uuma viga engastada em uma extemidade e livre na outra,
estes termos sao nulos, uma vez que ¢(0) = ¢'(0) = ¢"(1) = ¢"'(I) = 0. isto
equivale a eliminar a primeira e segunda linhas e colunas das matrizes M,
K, C e G, uma vez que x7 = x5 = 0.

Se considerarmos que a viga possui a extremidade apoiada em um

elemento flexivel com amortecimento, teremos

»Px(0) Kk . Px(l)  k
023 ﬁx(O) ’ 023 Ex(l)
(4-35)
Px(0) ¢ 0x(0)  Pa(l) ¢ 9x(])
92> EI ot ' 9z*  EI 0Ot

Assim, a matriz global K sao adicionados os efeitos das propriedades

concentradas nos nés das extremidades:
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E0O0O

0000
Ky =

0000

00kO

Da mesma forma fazemos com a matriz de amortecimento

c000
~|oooo0
"“loooo

00cO

As condicoes de contorno para o rotor apoiado em mancais

hidrodinamicos, incluindo rigidez e amortecimento cruzados, serao

an(O) _ 1 8$(0) 0y(0)
83.73([) 1 ox(l) dy(l)
(4-36)
Py(0) 1 dy(0) 9z(0)
55 = EI {""wym) F haa(0) + e =g + ey~ }
Pyl) 1 dy(l) 9z (1)

onde os coeficientes de rigidez k e amortecimento ¢, principais e cruzados,
foram definidos na secao 3.4.2
Assim, as matrizes de rigidez e amortecimento correspondentes ao

primeiro e ultimo elementos sao adicionadas as matrizes

[ Fige kiey 00 0 0 00 ]
kyo Ky 00 0 0 00
0 0000 000
000 000
00 kyp iy 00
00 kyp kyy 00
000 000
000 000]

(4-37)

| —

o O O O O
o O O O O
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[ a0 €y 00 0 0 00]
Che Cyy 00 0 0 00
0 0000 0O0O
110 0000 O0O0O
Cy= - (4-38)
210 0 00 cpcpy00
0 0 00cy cy00
0 0000 O0O0O
0 0000 0O0O

Os carregamentos sao considerados no vetor de forcas externas F.

Assim, se uma forca vertical wf(t) for aplicada no né 2 (figura [4.4) com

deslocamento x3, o vetor F' ficard

[FT=[0 0 0 0 0 wf(t) 0 0]

(4-39)

Se for aplicado um carregamento distribuido w f(t), onde w é a carga

unitaria, o vetor F' é encontrado aplicando-se a equacao 4-14. Assim,

.

0=

22

=+

3 3\
22— dz

13

Loy, L2 53 l
/OZ(T—QZ—Z—FZ—B)dZ l2/2
=pf(t)

F=pf() B3

(4-40)

AlG

22

I3

3

Z)dz

B

l 2 3 -
z z
J, (5 -5 )

1*/4

Assim, montadas as matrizes globais, teremos a equagao diferencial

Mi+(C+G)g+ Kq=@Q (4-41)

onde M, C, G e K sao matrizes de dimensaon =8p—4e @), n x 1, sendo p
o numero de elementos finitos em que foi dividido o rotor. Para p = 1, n=8.

A escolha de p depende do grau de precisao requerido para o problema.

4.4
Solucao da Equacao de Movimento

Conforme o que foi visto na se¢ao 4.3, as direcoes X e Y sao acopladas
pelas matrizes de rigidez e amortecimento através das condigoes de contorno,

bem como pela matriz giroscopica. Além disso, estas matrizes assimetrizam
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a matriz global. Portanto, o problema nao pode ser resolvido pela analise
modal classica .

Faz-se necessario, entao, analisar o sistema homogéneo em seu espaco
de estado [14]

a(t) = Au(t) + BQ(t) (4-42)

onde

é um vetor de estado de dimensao 2n x 1 e

0 | I
~MK|[-MNC +G)

A:

onde A é a matriz nao simétrica de dimensao 2n e B, 2n X n.

A solucao da parte homogénea de 4-42 tem a forma
u(t) = eMu (4-44)

onde M\ é uma constante escalar e v um vetor constante de dimensao 2n.

Substituindo 4-44] em [4-42, obtemos o problema de autovalor generalizado
Au = du (4-45)

A equacao 4-45 admite solugoes na forma de autovalores \; e corres-

pondentes autovetores u; (i = 1,2, ...,2n) que satisfazem as equagoes

Au; = Nug,  j=1,2,...,2n (4-46)

Para que esta base de autovetores sirva para diagonalizar a matriz A,
é necessario que eles sejam ortogonais entre si e em relacao a A. Entretanto,
como A nao é simétrica, nao existe esta relagao de ortogonalidade.

Lembrando que det (AT) = det (A), podemos concluir que
det(A — NI)T = det(AT — \I)

donde concluimos que A e AT possuem os mesmos autovalores. Assim,

podemos escrever o problema de autovalor associado com A7 na forma

ATy =\ (4-47)
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O problema de autovalor para AT admite solucoes na forma de

autovalores \; e autovetores v; que satisfazem as equagoes

ATv, = Ny j=1,2,...,2n (4-48)

Transpondo 4-47, obtém-se

vl A=\ (4-49)

Em funcao da posi¢ao em relagao a matriz A, os autovetores v; sao
conhecidos como autovetores a esquerda de A e os autovetores u; sao
conhecidos como autovetores a direita de A.

Em seguida, premultiplicamos a equacao 4-46 por va, posmultipli-
camos a equacao 4-49 por u; e subtraimos o segundo resultado do primeiro

para obter

(A = Ao u; =0 (4-50)

Entretanto, como todos autovalores sao distintos, temos

U;-Fui == O, )\Z 7é )\j (4—51)

A equacao 4-51/ diz que os autovetores a esquerda e os autovetores
a direita de uma matriz real nao simétrica de diferentes autovalores sao
ortogonais. Diz-se que os dois conjuntos de autovetores sao biortogonais.

Em seguida, pré multiplicamos a equacao 4-46/ por v;fp e substituimos
4-51), obtendo

de modo que os autovetores a direita e a esquerda sao biortogonais em

relacdo a matriz A. Esses pares de autovetores podem ser normalizados

T

fazendo-se vj u; = 1, satisfazendo as relagoes de biortonormalidade

’UJT’UHL' = (5@' (4—53)

0 sei=7
Ondedij:{l sei # j

Além disso, premultiplicando 4-46| por v!

; e substituindo 4-53, obtemos

ol Aug = Nbij, 4,5 =1,2,...,2n (4-54)
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Este desenvolvimento pode ser expresso em uma forma matricial

compacta. Para este fim, introduziremos a matriz espectral

A = diag(\;) (4-55)

bem como as matrizes dos autovetores a esquerda e a direita

V= [1)1 Uy ... Ugn] y U= [1’1 I ... l’gn] (4—56)

Assim, as relacoes de biortogonalidade 4-53 e 4-54 podem ser escritas

VIU=1 (a) VTAU=A (b) (4-57)

vi=u""! (4-58)

Substituindo 4-58 em [4-57 b, obtém-se

U AU = A (4-59)

Assim, assumindo que todos os autovalores sao distintos, a matriz A
pode ser diagonalizada por meio desta relacao de semelhanca.
Valendo-se desta transformacao, consideraremos a solucao da equacao

4-42| a partir da seguinte transformacao

q(t) = UC(1) (4-60)

onde ((t) é o vetor das coordenadas modais
Substituindo 4-60/ em [4-42, premultiplicando por V¥ = U~! e con-

siderando as relagoes de biortogonalidade 4-57, obtém-se

C(t) = AC(t) + Z(t) (4-61)

onde Z(t) = VI BQ(t) é o vetor forga modal
A equacao 4-62 representa um conjunto de 2n equagoes independentes

da forma

G(t) = NGi(t) + Zi(t) (4-62)

e a solucao é dada por

Gi(t) = MG (0) + / t M Z,(7)dr (4-63)
0
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onde, premultiplicando 4-60/ por V7 e fazendo t = 0, encontramos as

coordenadas modais das condigoes iniciais. Assim,

Gi(0) = V7q(0) (4-64)

Substituindo 14-63! e [4-64/ em 4-60, encontra-se a solugao nas coorde-

nadas fisicas

q(t) = UeNVTE(0) + / UMDV TBQ(r)dr (4-65)

0
Apesar de aparecerem unidades complexas em 4-65, somente a parte
real é considerada, como demonstrado em seguida.
De 14-62 conclui-se que, para autovalores complexos conjugados apare-

cem pares de equacoes complexas conjugadas na forma

Cz(t) - )\iCi(t) = Zi(t)
C_z(t) - j\igi(t) = Zi(t)

onde a barra refere-se ao conjugado do vetor.

(4-66)

As solucoes nas coordenadas modais dadas por 4-63| para autovalores
complexos conjugados sao complexas conjugadas entre si. Se considerarmos
somente a contribuicao do par modal dos complexos conjugados dada por

4-65 na transformagcao para as coordenadas fisicas, tem-se

q(t) = v"¢(t) +07C(t) (4-67)

podendo-se observar que a contribuicao imaginéria de v7'(; é cancelada pela
contribuicao imagindria de v7(; e que a parte real é igual. Assim, a equacao

4-67 pode ser substituida por

a(t) = 2Re(v" (1)) (4-68)

onde Re significa a parte real do imaginario

4.5
Analise Rotodinamica

A andlise rotodinamica de uma turboméaquina é composta de trés
partes: analise de velocidade critica nao amortecida, andlise de resposta
amortecida ao desbalanceamento e andlise de estabilidade [1]. Estas andli-
ses serao conduzidas para o rotor objeto de estudo deste trabalho conforme

critérios das normas de turbomdaquinas do American Petroleum Institute
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(API)[1]. A geometria do rotor sera detalhada no capitulo seguinte, onde
serao apresentados os dados experimentais.

Todos os diagramas das figuras 4.5, 4.6, 4.8, 14.10, 4.11}, 4.12/ e 4.13| sao
obtidos pelo programa ROMAC da University of Virginia. O programa faz
a modelagem do rotor pelo Método dos Elementos Finitos, considerando os
efeitos da inércia de rotacao, cisalhamento e a acao giroscépica. A deter-
minacao das propriedades do mancal é feita através da solugdo numérica
completa da Equacao de Reynolds, considerando a variacao da viscosidade

no filme lubrificante.

451
Analise de Velocidade Critica nao Amortecida

Como nao leva em conta o amortecimento, bem como forcas de
desbalanceamento, a andlise de velocidade critica nao amortecida serve como
estimativa preliminar das velocidades criticas e caracteristicas dos modos de
vibrar.

As velocidades criticas, bem como seus modos associados sao extrema-
mente influenciados pela magnitude da rigidez do mancal, posicao do man-
cal e da massa e rigidez do rotor. A andlise de velocidade critica é feita
variando-se a rigidez principal do mancal para o modelo do rotor. A rigidez
cruzada nao é considerada na mapa de criticas. As velocidades criticas sao,
entao, calculados para cada valor de rigidez. Deste modo, chega-se a curvas
que representam o lugar geométrico das frequéncias naturais do rotor.

O resultado bésico desta andlise é o mapa de criticas, ilustrado na
figura 4.5/ que plota as quatro primeiras criticas como funcao da rigidez do
mancal.

Uma importante relagao que governa as caracteristicas gerais do mapa
de critica é a relacao entre a rigidez do eixo e a rigidez do mancal. Quando a
rigidez do mancal é baixa em relagao a rigidez do eixo, a rigidez do mancal
governa a frequéncia natural e o eixo se movera com pequena deflexao.
Ao contrario, quando os mancais sao muito mais rigidos que o eixo, as
frequéncias naturais mais baixas serao governada pela rigidez do eixo. Sob
esta condi¢ao, os mancais tornam-se um né e uma alta deflexao do eixo
ocorre em seu modo de vibrar.

O mapa de criticas resume estas relagoes. Se observarmos a primeira
critica, pode-se notar que existe uma regiao onde a inclinagao da curva é
praticamente constante. Esta regiao ¢ chamada de secao rotor rigido do

mapa de criticas porque a rigidez do eixo é maior que a rigidez do mancal.
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Figura 4.5: Mapa de criticas com dados da figura 4.6

No lado direito do mapa, a partir de 200 l1bf/in (35.316 N/m) de rigidez, a
curva comeca a tornar-se assintotica a uma velocidade de aproximadamente
2.400 rpm, o que significa que, a partir deste ponto, aumentar a rigidez do
mancal nao alterard a velocidade critica. Esta regiao é chamada de secao
mancal rigido porque a rigidez do eixo domina a dinamica do sistema.

Com o mapa de critica definido, o passo final é definir as caracteristicas
reais de rigidez do mancal k,, e k,,, mostrada na 4.6, como funcao da
velocidade. A partir deste gréafico, pode-se notar que este mancal possui
uma estreita margem de variagdo de 1.800 1bf/in (313920 N/m) a 2.200
Ibf/in (385.533 N/m) e é aproximadamente isotropico. Estes valores sdo
plotados no mapa de criticas. As velocidades onde as curvas de rigidez do
mancal interceptam o mapa de critica, sao potenciais velocidades criticas do
sistema. Neste caso, a primeira velocidade critica esta em torno de 2400 rpm.

A partir das curvas de rigidez no mapa de criticas, pode-se inferir a
caracteristica geral da resposta amortecida ao desbalanceamento. Se a curva
de rigidez interceptar a secao rotor rigido, entao o fator de amplificacao
AF serd baixo (menor que 8), e a resposta ao desbalanceamento sera bem
amortecida. No nosso caso ocorrera o contrario, pois a intersegao ocorre na
secao mancal rigido do mapa.

A relacao entre o mapa de criticas e o resultado da andlise de resposta
ao desbalanceamento pode ser melhor entendida se os modos de vibrar nao

amortecidos forem examinados para os casos de mancal rigido e mancal
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flexivel conforme a figura [4.7. No caso dos mancais flexiveis, a deflexao do

eixo ¢ menor que a deflexao dos mancais. O amortecimento dos mancais

sera usado para atenuar as vibragoes do rotor. Por outro lado, quando os

mancais sao mais rigidos que o eixo, mesmo se o amortecimento for alto,

as forcas de mortecimento serao pequenas porque o movimento do eixo no

mancal é pequeno.

Os modos de vibrar nao amortecidos sao uteis pelas seguintes razoes:

1. Sao planos ou bidimensionais, diferentemente das deflexdes complexas

tridimensionais que ocorrem no rotor devido a presenca do amorteci-

mento.

2. Dao uma indicagao aproximada dos deslocamentos relativos do eixo

quando o rotor opera na vizinhanca da velocidade critica associada.

3. Dao uma indicacao da distribuicao do desbalanceamento que sera

necessario para excitar a velocidade critica associada. Esta informacao

¢é vital para determinar a localizacao do desbalanceamento na analise

de resposta ao desbalanceamento. No nosso caso, pode-se concluir que

a estagdo 8(metade do disco) nao é adequada para excitar o segundo

modo, pois este ponto é um no.
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rigidez mancal < < rigidez eixo rigidez mancal > > rigidez eixo

1° modo
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-~
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3°modo

Figura 4.7: Modos de vibrar para mancal flexivel e rigido

Os modos de vibrar do nosso rotor sao mostrados na figura 4.8. Pode-se

verificar que os modos 2, 3 e 4 sao essencialmente giroscopicos.

4.5.2
Anadlise de Resposta Amortecida ao Desbalanceamento

A andlise de resposta amortecida nos da a amplitude de vibracao
esperada. Seu objetivo é informar se a maquina atendera aos requisitos
de margem de separacao e limites de vibragao.

As normas do American Petroleum Institute (API) para tur-
bomaquinas prescrevem a magnitude do desbalanceamento a ser aplicado
na simulacao, bem como sua localizacao. A deflexdo maxima do eixo nao
deve exceder 75% da folga neste ponto.

O limite de vibragao pico a pico em pm lido pelos sensores é dado pela
relagao

L, =25,/ ou L,=250, o que for menor (4-69)

onde N é a méxima velocidade de operacao continua em rpm.
Este limite nao devera ser excedido, mesmo se o desbalanceamento

aplicado for quatro vezes o residual u, dado pela relacao

6350w
= 4-70
u=— (4-70)

onde w é a carga estatica total sustentada pelos mancais do rotor em Kg.
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Figura 4.8: Modos de vibrar nao amortecidos

O produto principal da anélise de resposta ao desbalanceamento é
o Diagrama de Bode contendo o fator de amplificagao AF e a margem
de separagao SM. A margem de separacao mede o quanto a velocidade
de operacao dista da velocidade critica e é dada como um percentual
da velocidade minima de operagao se a critica estiver abaixo dela, ou
da velocidade méaxima, se acima. O fator de amplificacao é uma medida
indireta da quantidade do amortecimento disponivel para atenuar o ntivel
de vibragao. Estes parametros estao ilustrados na figura 4.9 retirada da
norma API para turbomdquinas [1].

O limite estabelecido para a margem de separacao ¢ dado pela ex-
pressao

SM =17 (1 — ﬁ_w) ou SM =16, o que for menor (4-71)

Fazendo a simulacao, considerando a faixa de operacao de 5.000 rpm
a 7.000 rpm e aplicando v = 7,0 g.mm, temos o diagrama de Bode na
figura 4.10, onde podemos ver que AF = 13,7 e SM = 52%, maior que

a requerida SMr = 15% . O alto AF encontrado confirma a andlise de
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Figura 4.9: Fator de amplificacao e margem de separacao
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velocidade critica feita na secao 4.5.1, onde vimos que a curva de rigidez

do mancal intercepta o mapa de critica na se¢ao mancal rigido.

Se compararmos o pico de vibragao de 0,8 mils (20 pum) zero a pico e

compararmos com o limite L, = 1,31(32um) pico a pico estabelecido por

4-69, concluimos que o limite de vibragao foi ultrapassado.

Os modos de vibrar tridimensionais sao mostrados nas figuras [4.11,

4.12 e 4.13mostram a resposta ao desbalanceamento. Pode-se observar

nestas figuras que a linha eldstica do rotor nao estd contida num plano,

o que ilustra o significado dos autovetores complexos de uma matriz nao

simétrica.

4.5.3

Analise de estabilidade

O anexo |Al contém a analise de estabilidade, onde podemos ver que

a 4.800rpm o primeiro autovalor possui a parte real ¢ = 0, 1765, positiva ,

correspondente ao fator exponencial. O respectivo decremento logaritmico

é —0,01, o que indica que a esta rotagao o rotor esta sujeito a instabilidade.
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Figura 4.10: Diagrama de Bode
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Figura 4.11: 1° modo e vibrar
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Figura 4.12: 2° modo de vibrar
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Figura 4.13: 3° modo de vibrar
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