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CONCEITOS BASICOS DE ROTODINAMICA

2.1

Introducao

O estudo da rotodinamica tem os seguintes objetivos:

. Determinar as velocidades criticas. Velocidades nas quais a vibracao

¢ maxima e que podem ser calculadas para evitar que alguma fique

proxima da velocidade de operagao.

Determinar a resposta ao desbalanceamento. As turbomdaquinas pos-
suem componentes que possuem movimento relativo cujas folgas de
operacao sao da ordem de décimos de milimetro. A amplitude das

vibragoes ao longo do rotor deverao ser menores que estas folgas.

Determinar a velocidade limite de estabilidade. Forgas desestabilizado-
ras nos mancais e discos tendem a aparecer em altas velocidades. Mo-
dificagoes no projeto devem ser implementadas a fim de evitar esta

condicao.

O modelo mais simples para analise da vibracao de um rotor é o

sistema massa-mola. Se o rotor for relativamente rigido comparado com os

mancais, a massa efetiva m é a massa total do rotor e a rigidez efetiva

k::

2k, é a rigidez dos mancais. Se o rotor for relativamente flexivel

comparado com a rigidez dos mancais, a rigidez efetiva serda determinada

pela rigidez a flexao do eixo k = 48 F1/13(figura 2.1). Se considerarmos que

a deflexao ocorrera em duas direcoes ortogonais X e Y, o sistema tera dois

graus de liberdade. Quando se leva em conta a influéncia da acao giroscopica,

mais dois graus de liberdade devem ser considerados.
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Figura 2.1: Rotor rigido e rotor flexivel

2.2
O Rotor de Jeffcott

O rotor de Jeffcott é muito 1util para se estabelecer conceitos e
defini¢coes importantes. E um modelo simplificado que guarda muitas das
caracteristicas de um sistema mais complexo. Consiste de um eixo flexivel
sem massa com um disco central suportado por mancais idénticos. O eixo Z
do sistema de coordenadas XY Z coincide com a linha de centro dos mancais.
Devido a um desbalanceamento u, conhecido como excentricidade, o centro
de massa G nao coincide com o centro geométrico C' do disco. Quando o rotor
estd em repouso, o ponto C' coincide com o centro elastico O, pertencente
a linha de centro dos mancais(figura 2.2).

Quando o rotor é acionado a uma velocidade () constante, a forca
devida ao desbalanceamento deslocard o ponto C' de r em relagao a linha
de centro dos mancais.

Observando a figura 2.3/ e aplicando as Leis de Newton, obtém-se

5. = ks
m? T (2.1)
mpy = —kr,

Substituindo as relagoes 2-2

Pz =Ty +ucos (22)

py = Ty + usenflt
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em 2-1, obtém-se

mi, + kry, = mu$)? cos Ot

mi, + kr, = muQ? senQt

0 3
o S

Figura 2.3: Rotor de Jeffcott em coordenadas cartesianas

As equacoes 2-3] mostram que os movimentos nas direcoes X e Y

sao desacopladas.Introduzindo a variavel complexa r = r, + ir, e fazendo
w = +/k/m, obtém-se
P wir = uQ? (2-4)
Uma solucao particular de resposta em regime permanente, é dada,
para € # w, por
r=u——eée (2-5)

Fazendo n = —, temos
w

1 )
r=u—r: e (2-6)
1 —n?

A figura 2.4 ilustra o gréfico da resposta em funcao da razao de

frequéncia. Para velocidades €2 menores que w o deslocamento r esta em fase
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com a excentricidade u e, para velocidades maiores que w, o deslocamento
esta 180° fora de fase. Na velocidade de ressonancia €2 = w o deslocamento
torna-se infinito quando se desconsidera o amortecimento, enquanto que
para frequéncias elevadas, a amplificagdo dinamica r/u tende a 1. A figura

2.5 ilustra estas condigoes.

45
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Figura 2.4: Resposta em funcao da razao de frequéncias
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Figura 2.5: Posicao relativa de C' e G
Se ) = w, a solucao particular da equacao 2-4 é

p— T i(Qt—r/2) (2-7)

em que pode-se observar que a amplitude cresce linearmente com a veloci-
dade w.

A terceira equacao de movimento do sistema é obtida aplicando-se
a Lei de Euler, expressa pela equacao 2-8 e determinara o torque M,

necessario para manter constante a velocidade €.

d(H
M. = JC% +mu X ag (2-8)

onde
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H = J.w - momento angular do disco em relagao ao ponto C' e J. é o tensor
de inércia.
a. - aceleracao do ponto C'

Esta equacao devera ser escrita em um sistema movel solidario ao
disco, de forma que o momento de inércia J seja constante. Os sistemas de

referéncia SR estao definidos conforme figura 2.6.

Y X,

G}

O
X

Figura 2.6: Sistemas de referéncia

Sistema inercial SR (XY Z) com origem em O

Sistema mével SR F(X1Y1Z;) com origem em O acompanhando o movi-
mento de C'

Sistema SR Q(X32Y2Z5) com origem em C', solidério ao disco

A primeira rotacao ocorre no SR I em torno do eixo Z = [ 2 F

cosf@ —senf 0
ITF — | cosf®  senf 0 |; %QF = fQF =4 0 (2-9)
0 0 1 )

onde
I0F - velocidade angular do SR F'
A segunda rotacao ocorre no SR F em torno do eixo
7, (coincidente com Z) = F —-
cosy —seny 0
FTQ= | cosy seny 0 |; Mo =530q=4¢ 0 (2-10)
0 0 1 o

A velocidade angular do sistema () é composta por duas rotacoes

consecutivas: 1Qp e ?QQ Representada no sistema @), sera:
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A aceleracao angular do SR F sera

PO = =< 0 (2-11)
A aceleracao do ponto C' no SR F' é

Fae =FOp x FQp x Fr+T0p x Fr+ 2705 x Fyviaq + Fapa  (2-12)

onde,
r T T
F..__ . F _ . F _
r= 0 ) Vrel = 0 3 Arel = 0
0 0 0

se

—r 6? 0 0 7
Fa, = 0 +<rf p+ 20 p+< 0 (2-13)
0 0 0 0
P —r6?
Fac =< 76+ 2rf (2-14)
0
F

Para escrever Ya. no SR (), onde sera aplicada a lei de Euler, basta

multiplicar pela matriz de transformacao de coordenadas @TF 2-10. Assim,

cosy seny 0 i —r6?
Qa, = ¥ Fa, = | seny cosy 0 rf 4 274 (2-15)
0 0 1 0

(# — 7 62) cosy + (rf + 2i) senry
Qa, = { (rf + 2r0) cosy — (i — r6?) senry (2-16)
0

A equacao de Euler em relacao ao ponto C escrita no SR @), tendo
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em vista que Q@J. = cte, é dada por

Q
M., = QL% +m Qu x 2, (2-17)

onde ®w é a velocidade angular do disco, que coincide com a velocidade
angular do SR (). Entao,

Qu=<0p; Qu=1<0 (2-18)
¢
Substituindo 2-16/ e 2-18 em 2-17, obtém-se

M, = J,¢ + mu[(rf + 270) cosy — (¥ — r6%) sen ] (2-19)

onde, J, ¢ o momento de inércia polar, vy = ¢ — 0 ¢ gzﬁ =0e ¢ =t uma
vez que o disco gira com velocidade constante.

Entao,

M, = mul[(rf + 2/0) cos(Qt — 0) — (i — r6?) sen(Qt — 6)] (2-20)

2.2.1
A influéncia do Amortecimento e dos Mancais Flexiveis

Se considerarmos a existéncia de amortecimento externo fazendo ¢, =
¢, = c (figura 2.7), as equacoes 2-3 de movimento do centro de massa G

para o caso de rotagao ) constante tornam-se

mrx + 07:} + kr, = mu? cos Ot (2.21)
mry, + cry + kyry, = muf)? senQt

onde ¢ é o coeficiente de amortecimento externo.

Estas equacoes sao desacopladas, podendo, portanto, ser resolvidas
separadamente.

Introduzindo a varidvel complexa r = r, + ir, e fazendo n = " a

solugao em regime permanente sera

2
r= il ¢ (2-22)

V= 12)2 + (26n)?

onde & = ¢/(2mw) ¢é a razao de amortecimento.

A figura 2.8 ilustra a resposta em funcao da razao de frequéncia n para

diferentes razoes de amortecimento.
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Kox

Figura 2.7: Rotor de Jeffcott em mancais flexiveis
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Figura 2.8: resposta em funcao da razao de frequéncias

Quando os mancais sao flexiveis, a rigidez equivalente de cada mancal

é k, combinacao em série da rigidez k. do eixo e k; do mancal. Assim,

1 1 N 1
ko k. 2k
_ 2kpke
2%k + K,

Quando o rotor estd montado em mancais cujas rigidezes sao iguais
nas diregoes X e Y, o sistema é chamado de isotrépico. Em geral, as rigidezes
equivalentes (k, e k,) ndo sdo as mesmos devido as propriedades assimétricas

dos mancais, embora o rotor seja axissimétrico. Tal sistema é chamado de
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anisotropico. As equacoes de movimento sao

Miy + CoTy + kyre = muf)? cos Ot
§ : ) (2-23)
Mty + cyty + kyry = mufd® senQlt

Estas equacoes sao desacopladas, podendo, portanto, ser resolvidas
separadamente.

A solucao em regime permanente é

B un; Q
Ty = \/<1 =2+ ) cos(2 — B;)
) (2-24)
Ty = il sen(Qt — 6,)
VA=) + (2m,)?
onde
0B, = arctan (f%:%) : B, = arctan <%) (2-25)

A partir destas equacoes, observa-se que aparecem duas frequéncias

naturais referentes as diregoes X e Y conforme ilustrado na figura 2.9.

14 T ; 5.5
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@

Figura 2.9: a) Resposta sem amortecimento; b) Resposta amortecida

A solucao particular de 2-23 pode ser escrita, também, na forma

ry = A, cos Qt + B, sen{t

(2-26)
ry = A, cos Qt + By sent
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onde as constantes A,, B,, A, e B, sao obtidas substituindo-se 2-26/ em
2-23

4 — mu§?(k, —mQ?) B — Qe (mu?)
T (b —mO2)2 4+ (QC,)2 T (b — m2)2 + (Qc,)?
muf)? muQ?(k, — mQ?)
A, = (-9 . B, = v
(T A IR i R (e

(2-27)
Referindo-se a figura 2.3, r, e r, sao as coordenadas do ponto C' que
executard um movimento eliptico, chamado de precessao (“whirling”), cujo

angulo ¢ dado por

f = arctan (Q) (2-28)

Ty
Em regime permanente, a velocidade de precessao é igual a velocidade
de rotacao do disco. Se o sentido de rotacao for o mesmo, diz-se que a
precessao é direta. Caso contrario, a precessao é retrégrada.
Derivando 14-11/ em relacao ao tempo, obtém-se a velocidade de pre-

€essaon

PO S Y
1+ (Ty/rx)Q Ty
QA,B, — AyB,)

0 = 2-9
r2 4+ rg (2-29)

De 2-29 conclui-se que o sinal de 6 depende unicamente do termo

s=A,B,— A,B, (2-30)

pois os demais sao quadraticos.
Substituindo 2-27 em 2-30, obtém-se

5= (w?— 92)(w§ — Q%) + (40%,€ wawy) (2-31)

Se
s > 0, a precessao ¢ direta
s < 0, a precessao ¢ retrograda
s = 0, a precessao ¢ um segmento pois 6 = 0 linha
De 4-17, conclui-se que a precessao € direta quando a velocidade €2

estiver abaixo da primeira ressonancia w, ou acima da segunda ressonancia
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wy. Entre as duas ressonancias, a precessao poderd ser direta ou retrégrada,
a depender da magnitude do amortecimento.

Pode-se plotar as duas precessoes no plano XY, como ilustrado na
figura 2.10

Se o amortecimento £ for zero, a solugao 2-26/ devera acrescentada a
solucao transiente, que sera harmonica, porém de frequéncia w, # (). Logo,

a Orbita nao sera uma elipse.

Y Y
G
c
R
o r
0 5 6
X X
6>0 6<0

Figura 2.10: precessoes direta e retrograda

2.2.2
A Influéncia da Acao Giroscépica

Se o disco da figura 2.2 é colocado no centro, entre os apoios, ele
precessionara em seu proprio plano se nao existir uma excitacao que induza
outro movimento, como um desbalanceamento dinamico. Se, ao contrario,
for deslocado do centro e, especialmente, se estiver em balanco, a oscilagao
nao dar-se-a em seu plano e induzird momentos giroscopicos que alteram a
velocidade critica do rotor.

As equacgoes de movimento do disco serao descritas com auxilio de
sistemas moveis de referéncia SR conforme ilustrado na figura 2.11.
Sistema inercial SR (XY Z)

Sistema movel SR F(X1Y171)
Sistema mével SR Q(X2Y225)
Sistema mével SR S(X3Y373)
A primeira rotagdo ocorre no sistema inercial I em torno do eixo

X = I -2 F ¢ amatriz de transformacao de coordenadas serd
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B

Figura 2.11: Sistemas de referéncia para um disco em balanco

1 0 0
ITF = | 0 cosa —sena | ; 10 =7Qr=¢ 0
0 sen« COS & 0

A segunda rotagao ocorre no sistema moével F' em torno do eixo

B . ~ ‘
Y, = F — @ e a matriz de transformagao de coordenadas sera

cosf 0 senpf 0
FIQ=| 0 1 0 |; Eq=920q=4 5
—senf3 0 cospf 0

A terceira rotacao ocorre no sistema movel () em torno do eixo Y, =

g . ~ ,
@ — S e a matriz de transformagao de coordenadas sera

cosy —seny 0 0
FTQ = | seny  cosy 0 |; 895 = SQQS =q 0
0 01 0
A velocidade angular absoluta do SR () seré
0 cos@ 0 —senf & @ cos 3
P =+ Q=< 4 p+| 01 0[40 =5 7
0 senf3 0 cosf 0 asen 3

(2-32)
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A velocidade angular do disco sera, entao

& cos 3 0 & cos 3
Qw:?QQ—l—gQS:Qw: 3 +4 0 7= 3
asen 3 0 Y+ asen 3
(2-33)
A aceleracao angular do disco serd
d(}Q2
o _ 1CD) 0y x %W
dt
¢ cos 8 — afsen 3
QY = 6 + <4 —d&icosf
5 + dsenf + & cos 3 0
dcos B — afsen + %
Qo = G — acos 3 (2-34)

5+ asenf + &3 cos 8

Lembrando que os angulos « e (# sao muito pequenos, 2-33 e 2-34

podem ser simplificadas na forma das equacoes 2-35.

é & — Baf + 5
QU = 3 : W = B — a5 (2-35)
Y+ B N+ ap+af

Aplicando a Lei de Euler

M, =J.w + 2Qq x (J. w) (2-36)

obtém-se

M, = J(é+ 3y = Baf) + (J, = DB + Bé)

M, = J(B-ay)—(J~1 )a(y + Ba) (2-37)
M, = L+ ap+ap)

onde J e J, sao os momentos de inércia transversal e polar, respectivamente.

Considerando 4 = 0, fazendo ¥ = () e desprezando os termos de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412760/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0412760/CA

Dinamica de Maquinas Rotativas em Mancais Hidrodinamicos 33

segunda ordem com a linearizacao, temos

M, = Ja+J,0p8
M, = JB—JQd (2-38)
M, = 0

Se o centro do disco tiver deflexdes em X e Y, temos

iy + kyry — ke =0
mi'y + kyry — kyoa = 0
JB — JpQ00 + kgpB — kpara =0
Jé 4+ JpQ8 + kaat + kayry = 0

(2-39)

Considerando o eixo isotrépico, tem-se os coeficientes de influéncia

Faw = kyy = Frrs Koo = kog = kyy (2-40)
kop = koo = kay = Kya = Firy

Para um disco em balanco, tem-se da Mecanica dos Solidos que
k. = 12E1/13, kyy = AEI/, k. = 6EI/1? (2-41)

one I é o momento de inércia de area.

Introduzindo as varidveis complexas r = 7, +1ir, e Y = a + 13, as

e e lte)-{s)

equacoes 4-42 tornam-se

S e

Assumindo a solucao do tipo r = r,e™? e 1) = ,e™! e substituindo

em 2-42, chega-se a equacao caracteristica para o célculo das frequéncias
mJwp —mJ,Qw) — (Mkyy+ Tk Jwp + kpp JpQwp + (Kpokpy — k) = 0 (2-43)

da qual conclui-se que a frequéncia natural depende da velocidade €2 do
rotor. A figura 2.12 mostra as curvas das frequéncias naturais.

Se tracarmos duas retas 2 = w e () = —w, elas interceptarao estas
curvas em pontos que sao conhecidos como velocidades criticas do rotor.
Este grafico é conhecido como Diagrama de Campbell. A intersecao da
linha €2 = w define uma velocidade critica precessional direta, enquanto que
a intersecao com a linha ) = —w, duas velocidades criticas precessionais

retrogradas.
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Figura 2.12: Frequéncias naturais em funcao da velocidade €2
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