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A 
Área coberta por um feixe através de um pixel 

A Equação (11) da Seção 4.1 requer o cálculo da área w’ de uma superfície 

plana que é coberta por feixes de raios que atravessam um único pixel da imagem 

ou texel do mapa de sombras. Na Equação (12), utilizamos a seguinte relação 

aproximada, onde w é a largura do feixe no ponto de contato e θ é o ângulo de 

incidência: 

 

 (56) 

 

Queremos verificar a validade dessa aproximação. Inicialmente, 

consideramos a Figura 34 para o caso de uma fonte de luz direcional ou uma 

câmera com projeção ortogonal. A largura do feixe é constante e igual a w em 

qualquer ponto. O ângulo de incidência θ, por sua vez, é o mesmo para qualquer 

raio do feixe, já que são todos paralelos. Assim, vemos que a Equação (56) é exata 

para esta situação. 

 

Figura 34 – Área de uma superfície vista por um feixe de raios paralelos 
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Para o caso de uma câmera perspectiva ou de fontes de luz spot, 

consideremos a Figura 35. A câmera ou fonte localiza-se no ponto C, à distância n 

do plano de projeção (imagem ou mapa de sombras) e à distância s do ponto P de 

contato do feixe com a superfície. O ângulo de abertura do feixe é φ e o pixel ou 

texel tem tamanho d no espaço do mundo. Aplicando a lei dos senos aos 

triângulos APC e PBC da Figura 35a e manipulando a expressão resultante, 

temos: 

 

 (57) 

 

 

 (a) (b) 

Figura 35 – Área exata de uma superfície vista por um feixe de raios convergentes 

(a) modelagem do problema; (b) construção auxiliar para relacionar w’ com d e w. 

 

Como podemos ver, a aproximação (56) piora conforme θ se aproxima de 

(π-φ)/2. Nessa situação, a área w’ cresce sem limite, o que segundo a 

Equação (56) só aconteceria quando θ → π/2. 

Observando o triângulo CD’E’ da Figura 35b, podemos alterar a Equação 

(57) para relacionar w’ com a distância n do plano de projeção e a largura d do 

pixel: 
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Agora, restringindo θ a valores razoavelmente menores que (π-φ)/2 e 

lembrando que d é muito pequeno, podemos assumir [d sen(θ)]² << [2n cos(θ)]². 

Chegamos assim à forma aproximada desejada: 

 

 (59) 

 

Na Equação (59), a última igualdade decorre da semelhança de triângulos 

entre CDE e CD’E’ da Figura 35b. 

 

 

Figura 36 – Área de uma superfície vista por um feixe periférico da imagem ou do mapa 

de sombras 

 

Até agora, consideramos que o feixe de raios incide sempre 

perpendicularmente ao plano de projeção. No entanto, isso só é verdade para 

pixels ou texels no centro desse plano. Vamos investigar agora a influência da 

posição de cada pixel na imagem ou texel no mapa de sombras. A Figura 36 

ilustra o caso para um pixel ou texel periférico, atravessado por um feixe com 

ângulo de incidência β. v é a direção da câmera ou da luz. Aplicando (57) para 

calcular d, temos: 

 

 (60) 

 

Resolvendo (60) para φ e sustituindo de volta em (57), mas dessa vez para 

calcular w’, chegamos à equação final, omitida aqui devido a sua complexidade. 

Seu gráfico como função de β tem a forma geral ilustrada na Figura 37. Como se 
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pode perceber, os feixes mais centrais (β ≈ 0) cobrem áreas maiores de superfícies 

da cena. 

 

 

Figura 37 – Área da superfície vista por um feixe através de um pixel ou texel. 

 

Relembremos a Equação (11) do erro de serrilhamento, aqui renumerada: 

 

  (61) 

 

Associando cada w’ dessa equação ao gráfico da Figura 37, podemos 

concluir que o efeito de serrilhamento é mais intenso em regiões no centro do 

volume de visão da fonte de luz (maior wl’) e na periferia do campo de visão da 

câmera (menor wc’). Na análise do problema de serrilhamento apresentada no 

Capítulo 4, esse fato não foi levado em conta, o que pode ser considerado mais 

uma aproximação. A simplificação é válida porque, ao aplicarmos uma técnica de 

reparametrização ou particionamento ao mapeamento de sombras, obtemos uma 

melhora do aproveitamento da resolução ao longo de todo o plano. A única 

ressalva é que, mesmo que nossa análise indique a obtenção de m = 1 em alguma 

situação, ainda pode persistir um pequeno serrilhamento em algumas regiões. 

 

B 
Verificação do processo iterativo para o particionamento em z 

Na Seção 4.3.2, apresentamos o seguinte método iterativo para o cálculo das 

subdivisões em um esquema adaptativo de particionamento em profundidade: 
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Queremos mostrar que, para λ = 1, esse processo é equivalente à aplicação 

direta da Equação (50), aqui renumerada para (63): 

 

 (63) 

 

As provas para fk e n1 decorrem diretamente da Equação (63) com os 

respectivos índices. Para os demais valores de ni e fi, primeiramente fazemos 

λ = 1 na Equação (62): 

 

 (64) 

 

O valor de fi na Equação (64) depende da iteração anterior: 

 

 (65) 

 

Aplicando novamente (64), temos então: 

 

 (66) 

 

Repetindo esse processo j vezes: 

 

 (67) 

 

Chegando à última partição, usaremos fk = f na Equação (67), de modo que 

i + j = k. Assim: 

 

 (68) 

 

Como as Equações (68) e (63)Como as Equações (68) e (63) são idênticas, a 

prova está completa. 
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