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4
Cadigos de Huffman

4.1
Arvores de codigo

Numa arvore qualquer, os nés que nao tém filhos sao chamados de folhas
e os demais nés sao chamados de nés internos.

Se um n6 de uma arvore ¢é filho de outro, entao ha um arco ligando os
dois nés. Um caminho P ligando dois nds da arvore ¢ dado por uma seqiiéncia
de arcos conexos. O tamanho de P é calculado pelo nimero de arcos do seu
caminho.

O nivel de um né em uma arvore é igual ao tamanho do caminho que
conecta a raiz da arvore a esse no.

A altura de uma arvore é dada pelo nivel do n6 de maior nivel da arvore.
Assim, as arvores da figura 4.1 tém alturas iguais a 2, 3 e 4, respectivamente.

Arvore bindria é aquela cujos noés tém, no maximo, dois filhos. Se além
disso, a ordem dos filhos de cada né também é levada em conta, entao temos
uma arvore binaria ordenada.

Os cédigos de prefixo sao usualmente representados por arvores binarias
ordenadas. As arvores da figura 4.1 sao arvores binarias ordenadas.

Existe uma relagao de um para um entre codigo de prefixo com n palavras
de cédigo e arvores binarias ordenadas com n folhas. Todo cédigo de prefixo C'
pode ser representado por uma arvore binaria ordenada e esta arvore é unica
para esse codigo. Cada folha da arvore esta associada a uma palavra de coédigo
¢; de C'. Esta palavra de codigo é determinada pelo caminho na arvore que a
conecta a raiz da mesma. A regra geral para formar os bits de uma palavra de
codigo é, partindo da raiz, percorrer o caminho até a folha correspondente, de
tal modo que, cada arco percorrido para a direita equivale, por exemplo, a um
bit "1’ na palavra de codigo e cada arco percorrido para a esquerda equivale a
um bit 0.

A figura 4.1 mostra as arvores bindrias que representam os codigos de
prefixo 1, 4 e 5 da tabela 2.2. Os codigos 2 e 3 nao tém representacoes em

arvores bindrias com palavras de cédigo nas folhas.
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Figura 4.1: Representacao de cédigos bindrios por arvores bindrias.

Uma arvore é estritamente binaria quando todos os seus noés internos tem
exatamente dois filhos. As drvores representativas dos cédigos 1 e 4 da figura
4.1 sao estritamente bindrias enquanto que aquela que representa o coédigo 5
nao.

Toda &arvore estritamente binaria com n nés internos tem n + 1 folhas.
Um cddigo livre de prefixo associado a uma arvore estritamente binaria é dito
um cédigo minimal ou completo. Todo cédigo 6timo é minimal.

Seja um texto T' = ty.ts...tm , obtido de uma fonte independente e
codificado por C' = ¢;.cs....c,,, . Supondo que cada palavra de cédigo ¢; seja
suficiente para carregar a quantidade de informacao contida no seu simbolo
correspondente em 7', a entropia fornece um limite inferior para o comprimento
médio das palavras de um cédigo utilizado para a codificacao de T'. Pode-se
entender esse limite inferior do comprimento médio como o nimero esperado

de bits por simbolo em um codigo C'.

4.2
Cédigos de Huffman

Uma das melhores técnicas de compressao conhecidas é devida a Huffman
(7). Para uma dada distribuicao de probabilidades gera um c6digo 6timo, livre
de prefixo e de redundancia minima, além de produzir uma sequéncia de bits
aleatorios. Utiliza codigos de tamanho variavel para representar os simbolos do
texto, que podem ser caracteres ou cadeias de caracteres (digramas, trigramas,
n-gramas ou palavras). A idéia basica do algoritmo é atribuir cédigos de bits
menores para os simbolos mais freqiientes no texto, e cédigos mais longos para
0S mais raros.

O algoritmo de Huffman original baseia-se no método guloso e constroéi
um c6digo 6timo com esforgo computacional O(n.logn). Existem novas versoes

que constroem o cédigo de Huffman com esfor¢o computacional O(n), mas
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Tabela 4.1: Frequéncias por simbolo.

’ Simbolo | Frequéncia ‘
0 0,20
0,25
0,15
0,08
0,07
0,06
0,05
0,05
0,05
0,04

OO N O WIN|+-

0,04 0,05/|0,05||0,06//0,07|/0,08(|0,15(( 0,20/ (0,25
9 7 8 5 4 3 2 0 1

Figura 4.2: (a) Passo 1 - Inicio da construgao da arvore de Huffman.

¢ necessario que as frequéncias ja estejam ordenadas. Como o problema de
ordenacao tem cota inferior Q(n.logn), isto é, nao existe um algoritmo que
consiga ordenar as frequéncias com esfor¢co computacional menor, o esforgo

computacional para construir o cédigo de Huffman é ©(n.logn).

4.2.1
Construcao da arvore de Huffman

O algoritmo constréi uma arvore binaria completa com n nés externos e
n — 1 nés internos, onde os nds externos sao rotulados com as frequéncias.

Como exemplo do funcionamento do algoritmo de Huffman utilizaremos
os dados fornecidos na tabela 4.1.

Inicialmente, existe um conjunto de arvores sem filhos, uma para cada
frequéncia na lista, ordenadas pela frequéncia, conforme a figura 4.2.

A seguir, as duas menores freqiiéncias sao colocadas em uma nova arvore
cuja frequéncia é a soma destas duas e cuja raiz tem dois filhos que sao as duas
menores freqiiéncias. A nova arvore é inserida na lista e as duas frequéncias
das quais foi criada sao retiradas, conforme a figura 4.3.

Na sequéncia, novamente as duas menores freqiiéncias sao retiradas e é
criada uma nova arvore e inserida na lista, conforme a figura 4.4.

E o processo se repete como na figura 4.5, até que a arvore final de

Huffman é gerada, conforme pode ser visualizado na figura 4.6.
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Figura 4.3: (b) Passo 2.

0,07||0,08
4 3
0,04
9

Figura 4.4: (c¢) Passo 3.

0,08 0,15 0,25
3 2 1
AN
0,04 0,05 0,07
9 8 4

Figura 4.5: (d) Passo 4.

0,06

5

0,05
7

0,05 0,07
8 4

Figura 4.6: () Passo 5 - Arvore de Huffman final.

40
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Figura 4.7: Navegacao na arvore de Huffman.

Tabela 4.2: Cédigos de Huffman por simbolo.

’ Simbolo ‘ Cédigo de Hufffman ‘

0 00
10
110
1110
0111
0110

11111
0100
0101

11110

O O N OO WIN| -~

Para achar o codigo de cada simbolo, basta navegar na arvore de Huffman
da raiz até a folha, concatenando os valores encontrados para cada né da arvore:
bit 0 (zero) ao navegar na subdrvore da esquerda, e bit 1 (um) ao navegar na
subarvore da direita, conforme a figura 4.7. A tabela 4.2 lista os codigos de
Huffman resultantes da concatenacao dos bits pela navegacao na arvore.

Observando a tabela 4.2 notamos que os cdédigos mais curtos, 00 e 10,
sao atribuidos aos simbolos mais frequentes, enquanto os cédigos mais longos
sao atribuidos aos simbolos relativamente mais raros.

Dependendo do processo de construcao da arvore de Huffman e da
atribuicao dos bits 0 e 1, podemos obter cédigos diferentes dos listados na
tabela 4.2. Entretanto, isto nao afeta a entropia do cédigo.

O algoritmo de Huffman produz um cédigo de comprimento médio
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minimo. Consequentemente, este algoritmo resolve o problema da minimizacao
do comprimento médio do codigo.
Seja l; o comprimento do caminho da raiz da arvore até a folha onde se
encontra o i-ésimo caracter. Logo, [; é o tamanho do cédigo do simbolo .
Calculando-se o comprimento médio do cdédigo para o exemplo

desenvolvido temos

I1=>" fili=3,04

Desta forma, temos uma média de 3,04 bits por simbolo, isto é, para
um texto contendo 1000 simbolos sao necessarios 3040 bits para codifica-lo,
enquanto que sao necessarios 8000 bits ao se utilizar cédigos de tamanho fixo
(EBCDIC, ASCII, etc.).

Como o cédigo produzido pelo algoritmo de Huffman corresponde a folhas
da arvore, fica claro que esse codigo é isento de prefixo, isto é, nenhum cédigo
é prefixo de algum outro. Consequentemente, nenhum texto é decodificado de
modo ambiguo.

A decodificacdo implica em examinar cada bit recebido e verificar se
forma um cédigo valido. Caso contrario, examina-se o bit seguinte e verifica-se
se a sequéncia ¢ um codigo valido, e assim sucessivamente.

Por exemplo, para a mensagem 01100011010, temos a seguinte decodi-
ficacao: os primeiros 4 bits (0110) sdo o simbolo 5; os dois bits seguintes (00)
sao o simbolo 0; os proximos trés bits (110) sao o simbolo 2; e os dltimos 2 bits
(10) sdo o simbolo 1. Desta forma, o texto 01100011010 é decodificado para
5021.

Na construcao da arvore de Huffman nao especificamos como proceder
com os empates. Na verdade, qualquer que seja a escolha levara a construcao
de uma arvore de Huffman 6tima. Entretanto, se em todo empate envolvendo
uma folha e um no interno, a folha ¢é escolhida para participar da combinacao,
entao a arvore de Huffman tem altura minima. Em contrapartida, se sempre
um né interno for escolhido, a arvore de Huffman tem altura maxima.

Os cédigos de Huffman que utilizam caracteres como simbolos do alfabeto
sao chamados de Huffman de caracteres ou Huffman simples. Para melhores
taxas de compressao, utiliza-se o Huffman de palavras, onde cada simbolo
¢ uma cadeia de caracteres delimitada por separadores (virgula, ponto, ponto-
e-virgula, etc.). Existe ainda o Huffman de n-gramas, onde os simbolos sao

n-uplas de caracteres.
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4.3
Cédigos de Huffman candnicos

Existe uma representacao ligeiramente diferente do codigo de Huffman
que é muito eficiente para a decodificagdo, mesmo que os modelos sejam
extremamente grandes, o que pode acontecer em sistemas de recuperacgao de
informacao com grande volume de texto. Esta representacao é chamada de
cédigo de Huffman canénico. Resulta nos mesmos tamanhos do cédigo de
Huffman, mas necessita de uma representagao particular para os codigos.

Um codigo canonico é estruturado para permitir uma decodificacao
extremamente rapida, necessitando apenas de alguns bits por simbolo do
alfabeto. O codigo é chamado de candnico porque muito do nao determinismo
dos cédigos de Huffman convencionais é evitado. Por exemplo, na construcao
normal da arvore de Huffman, foi assumida a convencao de usar o bit 0 para
indicar o ramo esquerdo e o bit 1 para indicar o direito (codificacao 0-left), mas

uma escolha diferente conduz a diferentes codigos, mas igualmente validos.

43.1
Construcao de cédigos de Huffman candnicos

Os codigos de Huffman canonicos sao gerados através de um algoritmo
que leva em consideracao apenas o tamanho do cédigo de Huffman para o
simbolo, ou seja, a altura do simbolo na arvore.

Na tabela 4.3, temos os cédigos de Huffman Canonico para a codificacao
de Huffman original da tabela 4.2.

A construcao da arvore de Huffman canonica é detalhada por Moffat et
al. (22).

Visualmente, a arvore canonica é a mesma arvore de Huffman, onde todos
os n6s estao deslocados para a esquerda (ou direita) dentro de cada nivel da
arvore. A figura 4.8 representa a arvore canodnica correspondente aos cédigos
de Huffman Canodnicos da tabela 4.3 .

Para construir a arvore, basta conhecer o tamanho do cédigo de Huffman
para cada simbolo, e a partir dai posicionam-se as folhas nos niveis adequa-
dos, da esquerda para a direita, ordenados ascendentemente pela freqiiéncia.
Depois, completa-se a arvore criando os nds internos. O algoritmo de Huffman
tradicional pode ser utilizado para determinar os tamanhos dos cédigos. O pro-
cesso de construcao dos cédigos de Huffman Canonicos é rapido e economico.
Nao é necessaria a construgao de uma arvore realmente, o algoritmo utiliza
apenas o comprimento do cédigo de Huffman para derivar o cédigo Canonico,

e a grande vantagem é um ganho substancial no processo de decodificacao.
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Tabela 4.3: Cédigos de Huffman canonico.

Simbolo ‘ Huffman ‘ Tamanho do cédigo ‘ Huffman candnico

0 00 2 10

1 10 2 11

2 110 3 011

3 1110 4 0101
4 0111 4 0100
5 0110 4 0011
6 11111 5 00001
7 0100 4 0001
8 1101 4 0010
9 11110 5 00000

|D,20‘
0

‘0,25‘
1

Figura 4.8: Arvore de Huffman canoénica.
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