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Formulacédo das Equacdes

2.1.
Introducéo

Antes da discretizagdo do dominio da estrutura em pequenos subdominios, é
necessaria uma analise eletromagnética da mesma. Como observado em [11], o
primeiro passo para a andlise da estrutura ¢ a formulacdo eletromagnética do
problema, com objetivo de prepara-lo para aplicagdo do método dos elementos
finitos.

Ao longo deste capitulo serd descrita a aplicagdao das equacdes de Maxwell
ao problema eletromagnético proposto, apresentando as equagdes e as suposicoes
necessarias para a utilizacdo do MEF. Serdo apresentados também, os campos
modais conforme mostrado em [15] e a relagdo necessaria entre os raios interno ¢
externo da estrutura coaxial estudada, de forma que se propague somente o modo

fundamental TEM na entrada e saida da mesma.

2.2.
Formulagéo Eletromagnética

A estrutura a ser considerada é composta por um guia de onda coaxial com
simetria circular, estando seu eixo longitudinal coincidindo com o eixo z do
sistema de coordenadas cilindricas, conforme ilustrado na Figura 2.1. As
caracteristicas do meio no interior do cilindro sdo descritas pela permissividade e
permeabilidade relativas dos meios, &r(p,z) € pUr(p,z), respectivamente, fungdes
azimutalmente independentes para manter a simetria circular da estrutura.

O guia coaxial ¢ excitado apenas pelo modo TEM na porta I'y, estando suas
portas de entrada I'; e saida I, afastadas das descontinuidades. A Regido II
contém as descontinuidades a serem analisadas, onde os modos superiores sdo
excitados. Nas regides I e III, os guias coaxiais uniformes sdo dimensionados para

a propagacao exclusiva do modo fundamental TEM nas duas diregdes e suas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410284/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410284/CA

18

extensoes determinadas para que os modos superiores evanescentes, presentes na
Regiao II, sejam atenuados

O modo fundamental TEM utilizado para excitar a estrutura ndo apresenta
dependéncia azimutal, sendo Hy e E; as inicas componentes ndo nulas. Como
observado em [11], devido as caracteristicas da excitacdo do guia coaxial,
independente de ¢, os modos superiores excitados devido as ndo homogeneidades

sdo os modos TM, que ndo apresentam componente longitudinal de campo

magnético, com uma unica componente de campo magnético H (Hy ) ndo nula:
H:H¢(p,Z)I¢ (2.1)
Por sua vez o campo elétrico apresenta componente azimutal nula:

E=E, (p.2)i,+E, (p,2)i, (2.2)

<

Q Apz)

REGIAOI %

REGIAO II |

X REGIAQ III

Figura 2.1 - Guia coaxial de simetria cilindrica.

As equagdes de Maxwell permitem estabelecer a relagdo entre os campos

E,H e as fontes harménicas (),

VxH = jocsE+J (2.3)
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VxE =-jouH -M (2.4)
VD=p (2.5)
V.B=p, (2.6)

com duas equagdes que expressam a continuidade das cargas,

v.J =iwp (2.7)

VM =iwp, (2.8)

e dois pardmetros constitutivos de meios lineares e isotropicos.

e=¢gex(p.7)= (2.9)

(2.10)

I|lw m|o

1= potte (p,2) =

Onde:

€ - permissividade do meio.

u - permeabilidade do meio.

p - densidade volumétrica de carga elétrica.

Pm - densidade volumétrica de carga magnética.

J - densidade superficial de corrente elétrica.

M - densidade superficial de corrente magnética.
€r - permissividade relativa do meio.

ug — permeabilidade relativa do meio.
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No interior da guia coaxial ndo existem fontes de corrente (j =M :0)

permitindo que as equagdes (2.3) e (2.4) possam ser re-expressas como:
VxH = josE

VxE =—jouH

Estas equagdes podem ser combinadas para obter a equacdo de onda:

onde ky ¢ a constante de propagacao no espaco livre dada por:

Ky = /& 144

2.3.
Campos Sobre o Contorno da Regiéo

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Como mencionado anteriormente, as regides I e III serdo suficientemente

longas para que seja possivel considerar que nas portas 1 e 2 existam somente os

campos do modo TEM. Na porta 1 existirdo os modos TEM incidente e refletido

pelas descontinuidades na Regido II, se propagando na direcdo z-positivo e z-

negativo, respectivamente, como ilustrado na Figura 2.2. Na porta 2 existird

somente 0 modo TEM transmitido se propagando na dire¢do z-positivo. O campo

magnético H'y representa o campo incidente sobre a porta de entrada, o campo

magnético H'y representa o campo magnético refletido e H'; representa o campo

transmitido.
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Hi —

HeY =

Figura 2.2 — Analise dos campos nas portas de entrada e de saida.

Como mostrado na Figura 2.2, o campo magnético total sobre as portas I'; e

I'; serd dado por:

H,l. =H[ +H;] (2.15)

t
r, ¢

(2.16)

¢ r,

Considerando os campos do modo fundamental TEM, pode-se representar o

campo magnético incidente, refletido e transmitido da seguinte forma:

Hi(p.2)=Hi(p)e ™ = e @17)
Yo,

H3 (p.2)=H; (p)e =g (2.18)
P
t

H (p.2)=H}(p)e e = Pgie (2.19)
0

Nas paredes do guia de onda coaxial I'p, a componente tangencial do campo
elétrico ¢ nula, para satisfazer a condi¢cdo de contorno sobre o metal condutor.
Sobre as portas I'; e I'; pode-se estabelecer uma relagdo entre o campo elétrico e o

campo magnético utilizando a equagao (2.11).
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~ 3 oH, . o(pH, ).
g-Y>xA_ 1 ( of 1 (p “’>|] (2.20)

Considerando as expressdes (2.17) e (2.18), para os campos do modo TEM,

temos que a componente axial de campo elétrico E, € nula.

o(pH
EZ:_I [i G ¢>] =0 (2.21)
Joe| p  Op
rl’rz

A componente radial de campo elétrico pode ser obtida a partir das

equagoes:

__ _% R S o K e
Ep‘rl ) J“"g{ oz }  joe 82(H¢ H¢)rl —a)g[H¢ H¢Jrl (2.22)
B DA O T L
Sl = Ja)a{ oz } " jowe aZ(H«;)FZ wg[H;]rz (2.23)

Utilizando (2.15), podemos reescrever o campo elétrico sobre a porta I'y,

exclusivamente em termos do campo magnético incidente.

K Fopyi
o :E[2H¢—H¢] (2.24)

2.4,
Aplicacdo do Método de Galerkin

A solugdo da equagdo de onda (2.13) pelo método de Galerkin pressupde o

produto interno dos termos da equagio de onda por uma fungdo vetorial peso W .
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Aplicando o método de Galerkin e realizando a integracdo volumétrica nos dois

termos da equacao (2.13) temos:

IVX v-H -de—jkgﬂ-deV=o (2.25)
£ (p,2)
\Y

onde V define o volume da estrutura a ser analisada.
A aplicagdo da igualdade,

V.[UxV]=V.(VxU)-U.(VxV) (2.26)

permite reestruturar o primeiro termo da equagao (2.25):

J‘Vx VxH -WdeJV-|: ! (Vxﬁ)xW}dV—kI ! [VxW-VxH]dV (2.27)
£.(p,2) & (p,2) & (p,2)
v

\% \%

Aplicando o teorema de Gauss, o primeiro termo da equagdo pode ser

reescrito como:

J-Vx VA -VVdV:¢ ! |:V><|:|><V\7:|'ﬁdS+J. ! [VxVV-VxHJdV (2.28)
‘gr(pn Z) gr(p’ Z) gl’(pa Z)
v s v

onde S ¢ a superficie que define o contorno do volume V e fi ¢ um vetor

unitario normal a S.

Utilizando a expressdo (2.28), a equagdo (2.25) pode ser escrita como se

segue:

I - - 1 Lo
VxWeVxH |dV — | k;HWdV =— VxHxW [Ads 2.29
L(p,z)[ ] J-O Cﬁa(p,z)[ ] (229
v v S
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Através da equacao (2.11) o rotacional do campo magnético pode ser

substituido na equagdo anterior, resultando em:

1 Y 3 I Y] - = V] A
Ier(p,Z) [VxWeVxH Jdv —J-kozH-WdV =—(ﬁ jo ExW Jfids (2.30)
\% \% S

Utilizando a propriedade da comutagio (VV x E)-ﬁ = (ﬁ x E)-VV , a integral sobre

o contorno pode ser expressa por:

1 _ - I Sy -
VxWeVxH |dV - sz-WdV=—jqu Ax E JWds 2.31
Isr(p,z)[ ] J“’ (18] 23D
\ \% S

Nas paredes metélicas da estrutura coaxial, a componente tangencial de

campo elétrico ¢ nula (ﬁ>< E)l =0, fazendo com que a integral sobre o contorno
S

tenha somente as contribui¢des sobre as portas 1 e 2.

j (l Z)|:V><VV.V>< HJdV—IkéH-VVdVZ—jO)@(ﬁX E).st_jqu(ﬁXE)_vvds (2.32)
(P
Y v S S,

A segunda parte da equagdo (2.32) pode ser reescrita da seguinte forma:

— jod(ix E )Wds - jod (nx E)Wds = —ja)icﬁ(ﬁx E)Wds  (2.33)

S, i=l §

Substituindo as equagdes (2.20) e (2.21) na equagdo (2.33):
—jwi(]S(ﬁxE)WdS=—igSl M ) Wias (2.34)
s i s 0z

Portanto, de acordo com a equagdo (2.34), temos que a contribuicao sobre as

portas 1 e 2, podem ser reescritas conforme mostrado nas equagdes (2.35) e (2.36)
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—gS( Jst—chjS (2H; —H, )Wds (2.35)

_q%(a; j jksﬁ 5 )Wds (2.36)

De acordo com as equagdes (2.35) e (2.36), a equacao (2.32) pode ser

reescrita da seguinte forma:

(2.37)

Como mencionado nas se¢Oes anteriores, devido a simetria circular da
estrutura e da fonte de excitacdo, o campo magnético no interior do dispositivo
tera uma uUnica componente na dire¢do azimutal (H(p,z)=Hy(p,z)iy).

Consequentemente, para aplicagdo do método de Galerkin serd utilizada a
seguinte fungdo teste W (p,2)=W (p, Z)?(,) , independente da  coordenada
azimutal. Estas caracteristicas permitem introduzir simplificagdes na equacao
(2.37). Desta forma as integrais em ¢ podem ser realizadas pela multiplicacao do

fator 21 nos termos da equacao (2.37), transformando as integrais volumétricas

em superficiais e as superficiais em lineares.

g{g(pjz)[vxﬁ.ww] kzﬂer}dpdu\/Z{jHWd }z=.,+

Il

(2.38)

AL {II—Tde} P jHinp
z=—1, r
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onde Q ¢ a se¢do transversal da estrutura circularmente simétrica e I'y ¢ I'2

sdo segmentos que representam as portas de entrada e saida, respectivamente.

2.5.
Campos Modais e Frequéncia de Corte

2.5.1.
Solucéo da Equacao de Onda Para os Modos TM

Como mostrado em [13] e [14], em um guia preenchido com um meio

homogéneo e sem perdas, os campos para os modos TM podem ser escritos em
. L, . Ire a , .

termos do vetor potencial magnético A= A]l,, com uma unica componente na

dire¢do axial, condi¢do suficiente para atender as condi¢des de contorno sobre as

paredes do guia. Em termos de A, as equagdes para o campo elétrico € magnético

podem ser reescritas, como mostrado em [13].

A=lvxa (2.39)
U
-1 | -
E=——VxH=—joA- j—V(V.A) (2.40)
Jwe ous

A equacio de onda em termos de A para uma regido sem fontes pode ser

expressa por:

VA+K*A=0 (2.41)

A qual pode ser reescrita em fung¢do da componente A, utilizada para

representar os modos TM.

VA +K*A =0 (2.42)

Em coordenadas cilindricas, A,(p,$,z) € expressa por:
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2 2 2
8A21+i8AZ +L28A;+8A;+k2AZ:O (2.43)
op- pop p° 0f 0z

Onde k, ¢ a constante de propagagao:

K* = o ue =271\ ue (2.44)

O método de separacdo de variaveis pode ser utilizado para representar a

dependéncia de A, em termos das coordenadas cilindricas:

A (p.¢.7)= T(p)9(HN(2) (2.45)

Como observado em [13], a resolu¢do da equacgdo (2.43) fornece a seguinte

solugdo para os termos da equagao(2.45):

f(p) =[AIM(Zmn £)+BYM(Zg P)] (2.46)
9(¢) = [C, cos(mg)+ D, sen(mg)] (2.47)
h(z) =[Ae " +B,e"] (2:48)
Sendo:
po= i -(z ) (2.49)
onde:

Jm — fungdes de bessel de primeira espécie de ordem m.
Y, — fungdes de bessel de segunda espécie de ordem m.

m - dependéncia azimutal da onda.

¥ - constante para a dependéncia em p.

B, - constante de propagacdo da onda na diregdo axial.
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Pode ser observado que f(p) representa o comportamento estacionario da
onda na direcdo radial, g(¢) o comportamento azimutal periddico da distribuicao
do campo no interior do guia de onda coaxial e h(z) o comportamento longitudinal

da onda. Logo, a equacdo (2.45) pode ser reescrita da seguinte forma:

A (p,8,2) =[AIM(xm p)+BYm(xm p)I[C, cos(Mg) + D, sen(mg)] 2.50)
[Ae 7+ Be] '

Representando o campo elétrico e magnético em fun¢do do potencial vetor

—

A, obtém-se as seguintes equacoes:

2
_jL oA (2.51)
r wue 0p0z
2
E,=-1] L OA (2.52)
wUEP OPoL
2 2
E,=- ! 6,02\2_ K A, (2.53)
oue 07 oUE
H,= +L% (2.54)
up 09
H, = _1oA (2.55)
U op
H,=0 (2.56)

Substituindo a equacao (2.50) em (2.51), (2.52) e (2.53), temos as seguintes

expressoes para os componentes de campo dos modos TM:
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E;Mn - _Z;)n—lufz Z, (X P) {C2 cos(mg) + D, sen(m¢)} gt A2

m Tipz
EM =— P, Z..(xm P){C, cos(mg) — D, sen(mg) } e

wus
(ITM )2 |
E =2, (Zmn P) {C, cos(mg) + D, sen(mg)} e/
WUE
sendo:

Z, (2o 2)=BN, (ot £) = Ad (2o )

Z'(2mp)= BNy (zm £)= AJy (xom )

Sabendo que:
™ _ ﬂz
TTon P
Logo:
H ™ _ E;r:w
on ™
TTon
ETM
™ n
H gn '?M
HI =0

29

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

Para representar os modos TM existentes no guia coaxial ¢ necessario que as

equacdes anteriores satisfacam as condi¢des de contorno (ﬁxE =0) junto as
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paredes dos cilindros interno e externo de raios a e b, respectivamente. Isto pode

ser expresso pelas seguintes condigoes.

Ex' (p=a)=0

(2.66)

En' (p=b)=0
O que resulta em um sistema de duas equagdes lineares em termos de A e B:
Am(yMa)+BYm(y Ma)=0 (2.67)
AJm(yVb)+BYm(x'b)=0 (2.68)

Assim, resolvendo esse sistema de equagdes, temos

A IM(Zy @) _ IM(Zpy D)

B Ym(zma) Ym(zmb) 29
resultando em
IN(n YM(Z g ) = IM( DIYM( 7 @) (2.70)
0 que permite estabelecer:
A =-N,(zma) (2.71)
B =J,(xma) (2.72)

As raizes da equagio (2.70) y1V sdo conhecidas como numeros de ondas de
corte, estando associadas ao modo TM de ordem n e relacionadas com a

constante de propagac¢ao £, através da equacdo(2.49).
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2.5.1.1.
Aproximacdo Para as Raizes da Equacédo Caracteristica dos Modos
™

Para argumento grande, as fun¢des de Bessel de primeira e de segunda

espécie sdo dadas, podem ser aproximadas por:

Im(x) = icos[x—z—mj 2.73)
X 4 2
2 T mr

Ym(x) = —sen[x————j (2.74)
X 4 2

Utilizando estas aproximacoes para representar a equagao caracteristica para

o modo TM, equacdo (2.70), tem-se que:

2 wm. T Mz 2 ™. T mrx
——— 08 a————| |[——sen b————|+
Vzia (" 4 2 j 7 (" 4 2

(2.75)
—\/%cos(zmb—%—%j ﬁsen(zma—%—%j =
sabendo que:
sen(U—V) =senUcosV—cosUsenV (2.76)
tem-se, para 1=1,2,3...
SeN( Y 0~ Y @) =0 (2.77)
b-a=—2% (2.78)

Zmn
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A freqiiéncia de corte ¢ determinada para valores de freqiiéncia que tornam

B, =0, representando a transigdo entre as condigdes evanescente € propagante.
=k, =— (2.79)

™ _
Zmn -

Ay =(b-a)= (2.80)

Para que o modo se propague é necessario que k, > ", o que resulta em:

(b—a)>% (2.81)

Para exemplificar os resultados fornecidos pela equagdo(2.70), a Figura 2.3
ilustra os valores da freqiiéncia de corte obtidos para o primeiro modo (TMy;) em
fun¢do da razdo entre os raios interno ¢ o externo (a/b). Fixando o valor do raio

externo para 15 mm.

TMO1

40

35

w
S

N
a

TMO1

o

Freqiiéncia de corte (GHz)
N N

Figura 2.3 - Freqiéncia de corte para o modo TMy fixando b em 15 mm
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2.5.2.
Modo Transversal Eletromagnético (TEM)

O modo TEM tem como caracteristica possuir as componentes do campo
elétrico e magnético transversais a dire¢do da propagacdo, sendo as componentes

do campo magnético dadas por:

H=-—l VxE (2.82)
Jou
Resultando em:
H, LIPS (2.83)
np
H* =H™ =0 (2.84)
Onde:
n=.|% (2.85)
&
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