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ASPECTOS IMPORTANTES PARA A MODELAGEM
MATEMATICA

Neste capitulo serdo abordados alguns aspectos criticos sobre as
possibilidades e limitagdes envolvidas no desenvolvimento de algoritmos que
visem a aplicag@o pratica da teoria envolvendo a dindmica do replicador.

O problema da sobrevivéncia de um agente em ambientes competitivos e
sujeito as incertezas advém ndo somente da situacdo corrente e conseqliéncias
sobre a tomada de decisdo, mas principalmente das agdes e reacdes de seus
adversarios.

Entdo para soluc¢ao dos problemas pertinentes a um modelo de setor elétrico,
sdo necessarias técnicas que englobem ndo somente solu¢des analiticas, mas que
consigam modelar as regras e normas do setor. Por exemplo, a receita de um
agente ¢ dependente das normas, das portarias e regras de comercializacdo que
ndo necessariamente podem ser equacionadas e contribuem assim, para o
aparecimento de descontinuidades que elevam o nivel de complexidade dos
algoritmos de otimizacdo, podendo até mesmo tornar inviavel a procura de

solugdes para os problemas mais comuns deste setor, hoje altamente judicializado.

No diagrama da Figura 7-1 esté ilustrado um exemplo de calculo do payoff
de um agente do setor, mostrando as etapas necessarias para se obter o retorno, ou
penalidades a serem aplicadas ao agente.

A decis@o do agente influencia direta ou indiretamente os resultados dos
mecanismos de competicao. Os resultados desta competi¢dao serdo contabilizados
externamente por um 6rgao centralizado e fornecidos aos agentes que calculam
seus payoffs em funcdo das dindmicas internas de cada empresa, como impactos
nos fluxos de caixa, parcelas gerencidveis, ou ndo gerencidveis, o que for

considerado mais importante por cada agente.
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Figura 7-1 — Fluxograma para calculo dos payoffs

A técnica a ser sugerida, portanto, deve considerar a acdo de todos os
agentes no jogo, tendo a capacidade de lidar com problemas formulados de modo
discreto, por regras ou normas, ou continuo quando for modelado por fungdes.

O algoritmo deve ser capaz de por si, simular a competicdo de modo a
mostrar ao analista quais as conseqiiéncias a que cada jogador esta submetido
numa uma certa situagcdo e a um determinado conjunto de regras do jogo, ao reagir
as estratégias concorrentes de modo a obter as melhores taxas de retorno possiveis
dentro dos niveis de risco permitidos.

A acdo de um agente que pretenda otimizar sua funcao utilidade pode ser
lucrativa ou ndo dependendo das estratégias de seus concorrentes. Por exemplo,
alguém que queira maximizar seus lucros subindo o preco do produto pode
simplesmente ficar fora da concorréncia porque o seu concorrente consegue
vender a um preco mais baixo. Devemos entdo considerar as reacdes dos agentes
concorrentes durante o processo de otimizagao.

A cada passo da convergéncia objetivando o equilibrio, ocorrerdo reagdes
que desviam as Orbitas da sua dire¢do, levando-as a cada momento buscar
caminhos que resultem num equilibrio. Estamos numa situa¢do similar aquela em
que tentamos encontrar o ponto de maximo de uma superficie que muda a cada
passo do processo de convergéncia.

Como foi visto, a teoria dos jogos evolutivos nos mostra como alcangar
equilibrios em estratégias puras em um jogo através da dinamica do replicador.
Esta dinamica relativa a cada estratégia de cada jogador, contém em seu nucleo a
matriz de payoff do jogo, que representa os resultados da competicdo das possiveis
combinagdes de estratégias dos jogadores.

Por exemplo, para trés jogadores, cada qual com trés estratégias, teriamos

um cubo de perfis como visto na Figura 7-2.
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Figura 7-2 — Cubo de payoffs resultante de um jogo com 3 jogadores

Estamos lidando entdo, com um problema numa escala de grandeza do nivel
de informacdo de cerca de 3°, considerando-se os 3 jogadores, cada qual com 3
estratégias.

A dinamica do replicador, em sua versdo para estratégias discretas pode ser

escrita como:
k| ok k
X; = [ei Mw,_, —wMw,_

Onde:

x! — & a propor¢do da estratégia k na populagdo de estratégias do jogador i
M, — matriz de payoffs do jogador i

w, —>estratégia mista do jogador 1, que contém a distribuicdo das
propor¢des de cada estratégia na populagdo do jogador i, igual a
[xl.1 x} o xlm]

w,_, — parte do perfil formado pelas estratégias mistas dos outros jogadores

que ndo o jogador i.

Estendendo a dinamica do replicador para sua forma mais geral
representando um jogo com 7 jogadores e cada jogador dispondo de m estratégias,

temos:
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i = etm [} o, b2 Il
xi,k =Wl Wj € i(myxmyx---xm, ) W, Wj w; i(myxmyx-+-xm, ) xi,k

O ntmero total de dindmicas do replicador, ou a dimensdo do vetor campo
sera igual ao nimero de jogadores vezes o nimero de estratégias menos 1, ou seja

n*(m-1), desde que a propor¢cdo de uma estratégia na populacdo pode ser

m—1
representada por 1 menos a soma das demais proporgdes, isto ¢ 1— le. ‘-
k=1

Portanto a presenca da matriz de payoff no kernel da dinamica do replicador,
remete-nos, a principio, a um esfor¢o maior que n*(m-1)*m" operagdes e, que
num jogo como um leildo do setor elétrico, em que exemplificando possua
aproximadamente 200 agentes, entre geradores que competem pela venda de uma
energia que devera atender a uma demanda definida pelas distribuidoras (caso nao
haja frustracdo causada pela retirada uma parcela da oferta por parte dos
vendedores), com uma faixa de pregos de $ 60,00, discretizados em $ 0,60,
resultaria em 200%(100-1)*100°", operacdes aritméticas.

Assim maior problema que surge nesta simulagdo vem da maldi¢do da
dimensionalidade, ou seja, uma competicdo entre n agentes, cada qual com m
estratégias, gerara uma matriz de payoff de dimensdo m; x - x m,, com m"
elementos, ndo esparsa, ndo simétrica, ou que possua alguma propriedade que
permita simplifica-la.

Fica claro neste ponto que ndo ¢ viavel utilizar matrizes de payoff deste
porte em sua totalidade. Devemos manter em mente a necessidade de modelarmos
o problema com matrizes de payoffs que viabilizem a abordagem da solugdo,
mantendo a convergéncia da orbita da dinamica do replicador para o equilibrio
mais atrator. Deve-se garantir que o equilibrio mais atrator esteja presente na
matriz de payolff.

A dinamica ¢ um processo de atragao de um estado inicial qualquer por um
equilibrio assintoticamente estdvel e o numero de tais equilibrios estritos,
definidos como perfis de melhor resposta ndo podem existir em duplicidade em
uma mesma linha ou coluna da matriz de payoff, o que limita o0 nimero maximo
de equilibrios da matriz de payoff em m"™’ equilibrios e conseqilentemente o
nimero maximo possivel de equilibrios estritos sera menor que o niamero total de

elementos da matriz de payoff. Tal afirmagao estd enfatizada na Equagdo 7-1.
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e; 622 e e;n
ell (a119b11) (a12=b21) (alm’bml)

M= 612 (azlsblz) (azzsbzz) (aZm’me)
: : : E : Equagio 7-1

elm (aml’blm) (amZ’me) (amm’bmm)

Se o perfil (a;;, b;;) for um equilibrio estrito é porque a estratégia e, do
primeiro jogador ¢ melhor réplica para a estratégia e, do segundo jogador do que
qualquer outra estratégia e; para todo & # 1. Do mesmo modo e, é a melhor

réplica(resposta) para e, do que qualquer outra estratégia do segundo jogador. Por
isso tanto na linha 1 referente a primeira estratégia do primeiro jogador, como na
primeira coluna do segundo jogador ndo havera mais nenhum perfil em equilibrio
. . . . n-1

estrito e assim toda a matriz de payoff pode se resumir a m" elementos atratores e
geradores das Orbitas que representam a concorréncia.

Um modo de analisar as relagdes de dominancia e aumentar a esparsidade de
matriz de payoff manipuldveis, chama-se transformada afim e serd descrita a

seguir.

7.1 Transformada Afim

Matrizes de payoff que diferem somente por alguma transformagdao afim
positiva sdo equivalentes. Se para cada jogador i € I existir algum niimero real
positivo 4; e um ntiimero real z; tal que 7,(s) = A.7,(s) + u, paratodo s € S, entdo
todas as duas matrizes possuirdo as mesmas correspondéncias de melhor
réplica(resposta) e relagdes de dominancia entre as estratégias. Em particular o
conjunto @ de equilibrios de Nash ¢ invariante sob estas transformacdes nos
payoffs.

Os conjuntos de melhores réplicas(respostas) e ordenacdes das dominancias
também nao sdo afetadas pela adicdo de uma mesma constante a todos os payoffs
de um dado jogador i que estdo associados com qualquer perfil complementar s_;

dos outros jogadores. Para ser mais preciso, deixe i € I, 5, €x S, e v; € R.

Define-se agora 7, :S — R por z,'(s)=x, +v, se s, =5, ¢ n,(s)=7,(s) em

1
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caso contrario. Deixe ainda, u, : R” — R ser a fungdo de payoff da estratégia

mista associada a 7zl , entao,
u;(xi,y_i) _u;(zi:y_i) =u, (x,y)—u; (z,y) Equagio 7-2

para todos os perfis y € @ e estratégias x; e z; € A; do jogador i. Assim se o
jogador i compara quaisquer duas de suas estratégias puras ou mistas ele obtera a
mesma diferenga entre payoffs, independente da constante v; e das outras
estratégias dos outros jogadores. A correspondéncia de melhor réplica pura ou
mista daquele jogador, bem como a ordenagdo de suas dominancias estritas ou

fracas, ndo serdo afetadas por qualquer variagdo v; da sua fungdo de payoff de
estratégias puras 7z; . Em particular o conjunto &' de equilibrios de Nash é

invariante.

Como exemplo recorreremos ao jogo de impedimento de entrada, onde um
monopolista lida com a perspectiva de entrada de um concorrente em seu
mercado.

As matrizes de payoff deste jogo sao dadas por:

-1
\

206MT 2 0
M=l 2714 4| « -4

A subtra¢do de uma unidade de cada elemento da coluna um de M; mantém
a mesma correspondéncia de melhor réplica do primeiro jogador. Do mesmo
modo uma subtragdo de quatro unidades de cada elemento da segunda linha de M,

mantém a correspondéncia de melhor réplica do segundo jogador intacta. Estas

transformagdes resultam nas matrizes M, € M,

| o0 » 120
M, = eM, =
0 1 0 0
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Além destas transformagdes podemos dividir os elementos de M. por dois

sem afetar as melhores réplicas do segundo jogador de forma a obter a matriz

M.
™ _ 1 0
*looo
. , (0.0
A matriz de perfis resultante sera (1 O)
Observemos agora as orbitas geradas pelo par M, e M. e pelo par M, e
My

Figura 7-3 - M, e M, Figura 7-4 — M1 e M2

As Figura 7-3 e Figura 7-4 mostram que a transformada Afim nao altera as
relacdes de dominancia, mantendo as mesma bacias de atragao

Vemos entdo que com o nimero de elementos limitados pode-se gerar as
mesmas Orbitas que no jogo original.

A diferenga entre a convergéncia de uma dindmica com uma matriz de
payoff e outra dindmica com uma versdo da mesma matriz de payoff multiplicada
por um fator constante ¢ a velocidade com que a populagao se move ao longo do

espago de estados.

Assim, como uma conseqiiéncia pratica da aplicacdo transformada Afim a
uma matriz de payoff, tem-se passos maiores durante a convergéncia da Orbita
para um equilibrio mais atrator.

Este fato estd ilustrado na Figura 7-5.
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= Orbita com matriz de pay‘oﬁ M1
0.9+ T~ -

0.8] \
b4

Orbita com matriz de payoff M2
0.6

0.5
0.4r

0.3

0.1r 1

Figura 7-5 — Orbitas para payoffs M1 e M2

03 0.6 3 6
Sendo M, = 05 02 e M, =10M, = s

A aplicagdo de tal transformada, apresenta o inconveniente do grande
nimero de elementos em algumas matrizes de payoff, por isso o conceito da
transformada Afim sera utilizado aqui somente no embasamento do célculo de
passo da dindmica do replicador detalhado ainda neste capitulo.

A andlise de uma solu¢do em equilibrio, ou mesmo Otima em jogos
evolutivos pode ser obtida através das caracteristicas dos seus autovalores. No
topico a seguir sera mostrado como pode ser realizada a simplificagdo no calculo

de tais autovalores.

7.2 Emprego de autovalores

O equilibrio assintoticamente estavel foi definido como aquele associado aos
autovalores negativos. Partindo desta premissa, podemos transformar a questao do

equilibrio evolutivamente estavel no seguinte problema de otimizagao.

Min Zﬁ“j,k

Perfil
sa. A, <0

Onde /4, sdo os autovalores do jogador j utilizando a estratégia k.
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Os equilibrios evolutivos ou estados assintoticamente estaveis existentes sao
estados atratores com todos os autovalores negativos. Para se encontrar estes
autovalores, calcula-se antes a matriz Jacobiana.

No caso dos n jogadores, cada qual com m estratégias, a matriz jacobiana

sera quadrada com dimensao n(m-1) x n(m-1).

a@)  aE)  a)
ox,| ox} ox"!
S o) eGh) o aG)

o, ox;} ox"!

oy A L o)

1 2 -1
Ox, ox; ox

n

Os autovalores associados a um determinado perfil serdo dados pela solucao
da equagao caracteristica Det(J - AI) = 0.

Porém, mesmo que s6 alguns perfis do jogo sejam equilibrios atratores, ndo
basta somente suas presencas para definir as 6rbitas da dindmica do replicador. E
necessario que certas relacdes de domindncia estejam presentes na matriz de
payoff para descrevermos corretamente o jogo. Um perfil pode ser menos atrator,
ou até mesmo nem ser um equilibrio, mas sua presenc¢a na matriz de payoff pode
modificar completamente o jogo como serd mostrado através do seguinte
exemplo.

Consideremos as seguintes matrizes de payoff-

e e o e e o

v e, [10 6 2 Yy e, [10 4 2
el |4 4 147 e |6 4 3
e 12 3 12 e |2 14 12

Pelos autovalores relacionados com cada perfil, vemos que somente o perfil

1 1 4 : 4
[el ez] ¢ evolutivamente estavel.
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1 2 3
€, ) €,

el [(-6,-8) (-2,-3) (12,10)
Z(Ml):ef 6,-2) 2~ (-12,-2)|’

e (8,2) 3.DH) (-10,2)

! e &
(—6,-8) (6,-2) (8,2)
(-2,-3)  (2,-1) 3.1

1
e
M) =
1
DoL3a210) (-12,-2) (-10,2)

e

Caso sejam retirados os perfis [ef,eg] e [ef,ef] das matrizes de payoff, o
perfil [el3 , eg] passa a ser o equilibrio evolutivamente estavel mais atrator, portanto

anular um perfil sem critério ¢ distorcer o jogo.

Essas consideragdes implicam num problema com um numero gigantesco de
operacdes, ndo somente pelos imensos polindmios gerados pelas dindmicas, como
pela complexidade de calculo de uma Jacobiana, tornando o calculo dos
autovalores computacionalmente supra intensivo e exigindo melhorias que
viabilizem os célculos das oOrbitas.

Existe um detalhe que facilita enormemente a resolucao do problema. Como
os perfis em equilibrio estdvel que nos interessam sao equilibrios em estratégias
puras, ou seja, cada estratégia mista deste perfil € formada por 100% de uma unica
estratégia pura e 0% das outras, o perfil resultante do processo de convergéncia ¢
formado por propor¢des de estratégias binarias.

Por exemplo, se num jogo de dois jogadores o jogador 1 joga sua segunda

estratégia e o jogador 2 joga a sua primeira estratégia temos o seguinte perfil:

s M LR

x! — & a proporgio da estratégia pura k na populagio do jogador i.

Com esta caracteristica o efeito da multiplicagdo de uma estratégia pura por

uma matriz Mpxmxmx. xm € reduzir uma das dimensoes desta matriz de 1.
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A matriz Jacobiana do problema possui trés tipos de elementos:

ox,
. .. k
1. Elementos da diagonal, onde J(i,i) = —
Xik
. k
axi,k _ [ei Miw—i B WiMiW—i ]Xi,k
2 X,
Oox, ow
.k i
. —[eka —wMw_ |-—-Mw_x
a i i i i i i 8 i iVik
Xik Xik
ow,
mas,——=e/ —e"
OX;
1 k 1 k m-1
pois w; [xi, X; el —x; ==X, =, ]
- . k k
assim — —[e Mw. . —wMw._ |-(e —e" )M, w_x
ax i i i i i i i i i Vi k
ik
axi,k_[k_ _(k_m ]M =~
. e —w,—g —¢ )xi,k Wi Equacio 7-3
ik

Esta equacdo deve ser calculada para os vértices do poliedro de

estratégias mistas.

M1 ] .1 7] M1 ]
Vi Vi Yy
Para um dado vértice V'=<| v |---,| vF [, v temos:
m—1 m—1 m—1
_vl n _vi | _vn ]
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2. Elementos fora da diagonal para um mesmo jogador

X _ —ow, m__ _h
= Mw.x,; =(¢" —e )Mw_x,, Equacio 7-4
ox,,  Ox;,

Calculando para os vértices do poliedro de estratégias mistas temos.

Se vl.k=l—>xijk=1 ex,,=0Vg=k

- aW m h

i i

k= —om, Miw—ixik = _(eih —e" )M w_0=0
i axi,h

3. Elementos fora da diagonal e de jogadores diferentes

-k
x| . ow; % ow,
=& W IMX W | S\6 T W MK Wiy A
ax > ax »—J > =) ax
Joh Jsh J.h

Ox,
ik _ | k h m -
o (e[ - W )M,Ax,.,kw(,i,,j)(ej —e}) Equacio 7-5
J.h

Calculando para os vértices do poliedro de estratégias mistas temos.

Sevi=l->x,=lex, =0Vg+k

OxX;
ik _ [ Kk k my __ h my __
_8 —(ei —w,.)l\/fl.xi,kw(_i’_j)(ej —é] )=0-M, 1w, (e —€)=0
Xjoh
ko _ _
Sevi=0->x,=0¢x,,=1paraumg+k
ox

ik _ | Kk h myN _ [k g h my __
F (ei —W )Mixi,kw(—z‘,—j)(ej —ej)= (ez' € ) M;-0-w_,_;(e;—ef)=0
Joh
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A forma final da Jacobiana pode ser observada na Figura 7-6

Ox, Ox,

ox,, 0x, ,

OX, ,
\\\

0x, ,

\ o

\

Figura 7-6 — Matriz Jacobiana

Porém, como a finalidade ¢ o calculo dos autovalores para um determinado
perfil, poderemos pular o célculo da Jacobiana e economizar etapas.
Por indugdo, pode-se escrever a equacdo caracteristica Det(J-Al) para um

determinado perfil em estratégias puras S=[s,sa, - * -, Sa], COMO:

N,m-1

[ah s T4y _/1;,1{]

i, h:tk

Onde i € o i-ésimo jogador, k sua k-ésima estratégia e as € o payoff do
jogador i para o perfil s formado pelas estratégias [k,-s].
Desta equacdo ¢ facil deduzir que os autovalores podem ser calculados

como:
/11.’,{ =a,_,—a, V h#k

Se todos os autovalores sdo negativos significa que o payoff as do jogador i
no perfil S = [s;, s.i] sera sempre maior do que todos os outros payoffs de i caso ele
use outra estratégia pura diante do mesmo s.;.

O perfil S sera evolutivamente estavel se cada estratégia de S for a tinica melhor

réplica (resposta). Formalmente podemos escrever que

a,>a, ;eh#s Viel
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Deste modo o problema de otimizacao se reduziria a:

s.a. ays - ans>0

Onde (k,-s) e (h,-s) sdo pontos em cima de uma dimensao perpendicular a —s,
no espaco de payoffs e ax_s € 0 maior payoff nesta reta.

Aqui as condi¢des necessarias e suficientes, como as condi¢des de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) deverdo ser satisfeitas quando se tratar de um problema de
programacdo matematica ndo linear. Geralmente uma matriz de payoff nao
estabelece tais condi¢des sendo ruidosa e cheia de descontinuidades e muitas
vezes nao podendo ser equacionada.

E neste ponto que a dindmica do replicador mostra-se como uma
interessante técnica de otimizagdo em espagos ruidosos, onde as descontinuidades
sdo entraves para as técnicas mais convencionais. A idéia da dindmica do
replicador para alcancar o estado 6timo vem do fato de que um equilibrio ¢ um
estado de minimizacdo de risco em detrimento do 6timo, ou seja, o estado 6timo
do ponto de vista individual e egoista pode trazer um payoff méximo ao agente,
porém ¢ miope em relagdes as estratégias alheias. Ja o equilibrio pode ndo trazer
um payoff tdo bom, mas ¢ mais seguro, pois caso um agente concorrente saia do
equilibrio ndo lucrara nada com isto.

Os estados iniciais serdo atraidos para estados atratores do jogo, que
possuem propriedades especiais em seus autovalores, através de orbitas regidas
por dinamicas.

Formalmente podemos escrever que um equilibrio assintoticamente estavel
mais atrator e serd um 6timo esperado, caso as matrizes de payoff dos jogadores
advenham de um jogo simétrico, caso em que todos os payoffs de cada jogador em
um perfil da matriz de payoff serdo iguais.

Podemos entdo representar um jogo do ponto de vista de um jogador como
se fosse um jogo de dois jogadores, estabelecendo uma forma de encontrarmos o

otimo definido pela seguinte expressao:

{Estratégia de payoff esperado Otimo e e™ :M,=M" Viel }
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O seguinte exemplo ilustra enunciado.

€ &6 & ¢ & ¢
e 1 10 e 1 ; 0
Mlze12 55 5 eMzze22 | =M, comM,=M, =M
e |11 e; |10 5 1

Fica claro nestas matrizes que o equilibrio (ell,eg) contém o payoff maximo
igual a 10.

Vale salientar que a dinamica do replicador lida com os valores esperados
dos payoffs das estratégias dos jogadores e com os valores esperados dos payoff
de cada jogador. Deste modo ¢ muito importante que ndo confundamos 6timos
pontuais com os 6timos a que nos referimos neste trabalho, que sdo os 6timos de
valores esperados.

Por exemplo, admitamos um jogo de dois jogadores com as seguintes

matrizes de payoff.
e, € e e e ¢
v e [1 110 v ey [1 76
e 176 1|97 T |1 6 08
e |6 8 1 e; |10 1 1

Vemos que os equilibrios em estratégias puras deste jogo sdo os perfis
[ell,ej], [ef,e;] e [ef,ef], e que no perfil [ell,ej] ocorre o payoff maximo do
jogador I. Porém as estratégias de maior payoff médio para cada um dos jogadores

sdo a terceira estratégia para o jogador 1 e a segunda estratégia para o jogador 2,

como vemos na tabela de payoffs médios abaixo.

Payoffs Esperados
Jogador I Jogador II
Estratégia I | Estratégia Il | Estratégia Ill | Estratégia l | Estratégia Il | Estratégia Il
4 4,6667 5 4,6667 5 4

Tabela 7-1 — Comparacio dos payoffs esperados
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Portanto combinando-se as estratégias de valores esperados maximos
teremos um payoff de 8. Evidentemente que o maximo pontual podera ser
alcancado se o jogador estiver sozinho no mundo. Caso isto acontecesse a matriz
de payoff do exemplo anterior seria simétrica, pois o jogador sempre obteria o
mesmo payoff para uma mesma estratégia como ilustrado a seguir.

Para a estratégia 1 o payoff seria 10, para a segunda seria 6 e para a terceira

seria 1. Deste modo teriamos um vetor de payoffs,

1 2 3
e € €

V= [10 6 1] ,ou representado matricial e redundante teremos de forma

1 2 3
€ € €
1
e |10
)
e 6
3
2 1

Para este jogo a dinamica do replicador encontra um valor de payoff 6timo
igual a 10 ao jogar a estratégia um.

A dinamica do replicador, possui entdo duas fraquezas que a tornam de
dificil aplicagdo computacional. A primeira é a matriz de payoff com m"
elementos e a segunda ¢ que ela se baseia no payoff médio de cada estratégia
podendo assim alcangar equilibrio ineficientes como o do exemplo anterior. Ali o
valor de payoff alcangado foi oito, mas o melhor seria o dez.

O problema das técnicas que lidam com o 6timo esperado e ndo com 6timo
pontual ¢ que, como vimos, podem alcancar solugdes ineficientes. Sdo técnicas
que visam apontar, diante das incertezas, qual solugdo obterd os melhores
resultados, na média. Estas solu¢des deveriam ser utilizadas durante o periodo
previsto nos estudos de modo que na média obteriamos melhores resultados que
qualquer outra solucdo. Porém, se utilizarmos uma tunica solu¢do por todo um
periodo, raramente teremos resultados realmente 6timos. O 6timo esperado ndo ¢
confiavel quando nao se tem lastro para suportar os erros incorridos por ele. Por
exemplo, temos que conseguir uma solu¢do sobre a operacdo de uma usina

hidrelétrica diante das incertezas hidroldgicas. Sdo tracados apenas dois cendrios
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possiveis de estratégias de geragdo, como mostrados na tabela abaixo contendo os

ganhos a cada estagio.

Estagio 1 | Estagio 2 | Estagio 3 | Ganho Médio
Estratégia I 110 20 10 46,66
Estratégia I1 100 -10 60 50

Tabela 7-2 — Payoffs de cada estratégia em cada estagio

Como podemos observar o maior ganho médio seria o da estratégia II se
apostassemos nela para o periodo de trés estdgios, porém o maior ganho
observado para o primeiro estdgio seria o da estratégia I. Além do mais, ao apostar
na Estratégia II, teriamos um prejuizo de -10 no segundo estagio que poderia ser
impactante no caixa de uma empresa caso esta ndo tivesse capital suficiente para
cobrir esta perda imediata. Por isso as técnicas que se utilizam dos payoffs médios
otimos podem nao ser eficientes.

Entdo, temos que ter em mente o problema da dimensionalidade e o
problema da convergéncia para equilibrios ineficientes através da dindmica do
replicador. Vejamos como ela alcanga o estado esperado 6timo.

O principio de otimizagdo por dinadmicas pode ser compreendido se
imaginarmos um dominio para o qual cada ponto possui um valor que ndo pode
ser representado analiticamente por meio de fungdes suaves e, mapeando-se cada
um desses pontos em vértices de um hiperespago, criando-se assim um espago
interno onde existirdo orbitas regidas por alguma dinamica.

Na Figura 7-7 o ponto de maximo no dominio original encontra-se na
posicdo representada pelo ponto vermelho(*). Apo6s a transformacgdo deste
dominio num hiperespaco com o mapeamento dos pontos do espago original em
vértices deste hiperespaco, teremos vértices que serao atratores em maior ou
menor grau. No interior deste hiperespago, orbitas convergirdo em dire¢do ao
ponto de maximo, que serd o mais atrator e atraira qualquer orbita que se inicie

num ponto eqiiidistante a todos os atratores do hiperespago.
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Figura 7-7 — Convergéncia da dinimica para o 6timo

Podemos formalizar matematicamente nosso equilibrio como:

e+A c @EEE c @NE

+4

209

O equilibrio mais atrator e ¢ um subconjunto dos equilibrios

evolutivamente estaveis, que por sua vez ¢ um subconjunto dos equilibrios de

Nash.

Como exemplo temos o seguinte dominio e seus respectivos valores.
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-3
Tanto as matrizes 4 = B” =[ | 1} quanto a matrizes pseudo afim

0 1 M. .
A =Bl = {0 0} levam as orbitas para o ponto de maximo (X ,y ), ou seja, o

perfil que maximiza o payoff do jogador. E facil ver que, caso as matrizes de todos

os jogadores forem iguais, equilibrios e 6timos estardo num mesmo estado.

{10)

08k

08F

0.7 F

06F

0.5 ===

04k

03F

02F

0.1E

i} 1 i 1 1 | 1 1 1 I
fo) 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 08 07 0§ 0% 170)

Figura 7-9 — Convergéncia com matrizes A, e B,
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A dindmicas sdo interessantes entdo, pela possibilidade de otimizagdo
global, desde que as drbitas no intraespago nao sao impedidas de seguir para a
solucdo devido a pontos criticos como maximos e minimos locais.

E importante relembrar que para isto sera necessaria a existéncia de
equilibrios atratores que sejam equilibrios em estratégias puras. Como foi visto
nem todo jogo possui equilibrio em estratégias puras € nem todo equilibrio em
estratégias puras ¢ evolutivamente estdvel. Busca-se, portanto, através dessa
metodologia, um refinamento nos equilibrios pelo qual obtém-se equilibrios de
Nash, restritos a condi¢do de estabilidade evolutiva e maior poder de atracio.
Sendo assim, a dindmica do replicador que se inicia no ponto central do
hiperespacgo, selecionarda um Unico equilibrio, subconjunto dos equilibrios
evolutivamente estaveis.

Este ¢ o principio sugerido neste trabalho que considera como estado inicial
distribui¢des de proporg¢des de estratégias como distribui¢cdes uniformes, de forma
que o equilibrio mais atrator possa ser preponderante sobre este estado inicial,
garantindo-se a convergéncia da oOrbita para o estado em equilibrio assintotico
mais atrator.

Este processo pose ser observado na Figura 7-10.

] I Eguilibrio I, |£'::. {’_':|

Bacia de atragdo do

equilibrio I

Estado inicial
cgnidistante dos
equilibrios e 1

X Ll
Xy ¢ X,
Bacia de atragdo
do equilibrio IF
Equilibrio I, |e. €] xd

Figura 7-10 — Representacio grafica da érbita que parte de um estado central
e converge para o equilibrio mais atrator
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Se observarmos, o vetor x da Figura 7-10 nos da a dire¢do tangente a orbita
no ponto x, direcdo esta, contaminada pela agdo de outros perfis presentes. Se
filtrarmos estas influéncias, a oOrbita seguird diretamente para o equilibrio mais
atrator, enquanto se considerarmos todos os elementos da matriz de payoff, a
orbita convergird com distor¢do até alcancar o equilibrio mais atrator. Tal efeito
pode ser visualizado nas Figura 7-8 e Figura 7-9.

Para que ocorra convergéncia para o estado mais atrator, ¢ necessario que o
estado inicial esteja eqiiidistante de todos os equilibrios atratores de forma que a
for¢ca do mais atrator prepondere dentre a dos outros equilibrios, englobando o
estado inicial com sua bacia de atracdo. Podemos concluir entdo que a distribuicao
inicial pode ser uniforme igual a //m entre 1 ¢ m para o caso discreto e

1
Val,, —Val

entre Valy:, e Val,, para o caso continuo, como pode ser

min

visualizado na Figura 7-11

Distribuigao Inicial de Estratégias

m vafrmax' II"rﬂ'rm.‘.ﬂ

i B
-

1 m Valmin Valmax,

Caso Discreto Caso Continuo

Figura 7-11 — Distribuicdes de proporc¢des iniciais uniformes
Sendo g(x) = k" = 1/m, a dindmica do replicador para o estado inicial x” &;

(t+1) _ k 0 0 0 | ¢
Xik = [1 e Mik—i —k; Mik—i ]’Xi,k

l

Onde,

s M k", = E{zt ) Equagio 7-6

1

k)M k° = E{;z'i} Equacio 7-7
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O valor esperado E {ﬂ'[k }: ,u(ef,wfi) ¢ o payoff esperado da estratégia k& do
jogadorie E {ﬂi}: u(w;,w_,) € o payoff esperado do jogador i.

Poderiamos pensar em lidar ainda com a dinamica do replicador com espaco
continuo de estratégias, o que resolve o problema da dimensionalidade caso a
matriz de payoff possa ser representada por funcdes continuas e suaves. Em casos
com um grande numero de descontinuidades, a representagdo de tais funcdes
torna-se computacionalmente inviavel.

A dinamica do replicador continua esta representada pela Equagao 7-8.

1+J.' ' ,[ ’ I&p, “DIMps 3D pn)glt(pl) : gitfl H)gfﬂ(pm)' ) g:;(pn)_
& 0= [- J @M@ 3pPIEP) -2 (P)E (P 2P

Com M; sendo a fungdo continua de payoff e g/ (y) a fungéo distribuigdo de

estratégias do jogador i no tempo ¢.

Porém, neste caso a fun¢do de distribuicdo de estratégias de cada jogador
também ¢ continua ¢ a cada iteracdo da dinamica teremos uma nova fungao de
dificil representagao.

Para que possamos lidar com distribuicdes de estratégias continuas ¢
necessario que possamos representd-las de modo que de uma iteragdo para outra,
somente os pardmetros dessa fungdo sejam modificados. Caso numa iteragdo a
funcdo de distribuicao deva ser representada por uma funcao gaussiana e na outra

iteragdo por uma fun¢do cosseno levantada, necessitariamos de um portentoso
: ~1: t+1 ~ :
processamento simbolico para encontrar g;" (x). Sugestdes poderiam ser

representacdes polinomiais ou série de Fourier, onde de uma iteracdo para a
proxima as distribui¢des teriam a mesma representacdo matematica s6 mudando
os coeficientes destas representacdes. O problema é o processamento necessario
para encontrar os coeficientes destas representagdes, pois teriamos que encontrar

os coeficientes de Fourier da funcdo representada pela Equacdo 7-8.

gf 6% Equaciao 7-8
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No caso de matrizes de payoff discretas as fungdes de distribuicdo de
proporcdes das estratégias podem ser representadas por um trem de deltas de

Dirac como visto na Equacdo 7-9.

Np
g(x) = Zaié‘(x - D) Equacio 7-9
i=1

Onde:
- 0(x— p,) ¢ afuncdo delta de Dirac diferente de zero nos pontos p;
- pi € a posicao de um pico i na funcdo distribuicdo de estratégias.

- a; e o valor da distribui¢ao no ponto p;

No caso discreto, os picos a;0(x—p,) da distribuicio garantem a

representacao fiel das funcdes de distribui¢do e no caso continuo a fungdo de
distribuicdo serd uma aproximacao discretizada da fungdo de distribui¢cdo continua
original e convergira para equilibrio locais.

Espera-se por exemplo que qualquer funcdo de distribui¢do ruidosa ou nao,
possa ser representada pela Equacao 7-9 reproduzindo imperativamente todos os
individuos. Deste modo, a cada iteragdo da dindmica do replicador, serdo
necessarias somente, as atualizagcdes dos parametros a;, € p;, € 0 equacionamento
da dinamica do replicador serd sempre o mesmo em todas as iteragdes variando
apenas seus parametros

Pode-se demonstrar que durante a evolugdo ou oOrbita da dindmica do
replicador, a distribui¢do de estratégias de um jogador tenderd a um delta de
Dirac, desde que como vimos, os equilibrios finais serdo binarios com uma unica
estratégia pura de cada jogador sobrevivente em 100% da populacdo no equilibrio

evolutivo estavel. Portanto a Equacdo 7-9, a medida em que a 6rbita converge em
dire¢do ao equilibrio mais atrator, tendera para S(x— p"), onde p" é a posigdo da

estratégia com payoff 6timo.

g'(X),,., = 0(x—p*)
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Na convergéncia p = jxg(x)dx, ou seja, o ponto de 6timo sera igual ao
valor esperado desde que o valor esperado de uma varidvel aleatoria para uma
fungdo de distribuigdo S(x— p") sera igual a E{x} = Ix5(x —pdx=p

Portando o valor esperado do estado x convergird de uma média inicial até a

posi¢ao de 6timo p*.

Fed o)

=),

=)

=Y

Figura 7-12 — Transformacao da distribuicdo durante a convergéncia ao equilibrio

Uma caracteristica da Equagdo 7-9 ¢ que ela enderega somente os perfis
especificados da matriz de payoff para o calculo da distribui¢do no tempo #+1.

Podemos facilmente ver que a partir de uma propriedade do Delta de Dirac,

Iﬁ(x—k) f(x)= f(k), podemos enderegar um determinado valor da fun¢do

f(x%_k' Do mesmo modo, a funcao gi(x):Zai"g(x_pik) possui a

propriedade de enderegar elementos especificos da matriz de payoff M como

exemplificado na Figura 7-13.
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g.»
» Ay-4)
&y-2)
—
=
p-n .
n.‘ f - f) 4 5 'J’
-l — . 2.2 (2.4)
&x-5) = (5.2) (5,:4)
v
. M

T
|ax-1) + -] M |02 + 0-0)] = (2.204(5,2)+(2,4)+(5,4)

Figura 7-13 — Amostragem da matriz de payoffs pela aplicacdo dos deltas

Substituindo-se a Equacdo 7-9 na dinamica do replicador teremos:

xi’;cl = {1 +efM, Zé‘fl. (y—h)- Zé‘; (x=DOM, 25; (y— h)}xl.’,x Equagio 7-10
—i,h il —i,h
Desta equagdo, nota-se que para todas as estratégias de um jogador i, o

termo entre as chaves,

D8I (x—DM,Y 5 (y-h) =k Equacio 7-11
il

—i,h

E igual e portanto, o termo diferencial numa mesma populacio é:

efM, z oL (y—h) Equacio 7-12

—i,h

Como a area sob a fungdo distribuicdo g;(x) é sempre igual a um, a soma

dos incrementos seréle.k =0. As estratégias k com payoff médio acima do
k

payoff médio do jogador i terdo uma taxa de crescimento positiva enquanto as
estratégias com payoff médio abaixo do payoff médio do jogador decrescerdo em

propor¢ao na populagdo. Assim temos que;
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ZXHI sz‘t,k+zx;,k:
k k
e il =M, Y5 (v-h) -7 I, = () — & !, =0
k

k —i,h k

S~ R o, “X O, R =0
k

Onde «x; ¢ a Equagdo 7-11, comum a todas as estratégias do jogador i. Deste

modo, necessitamos encontrar somente os termos da Equacao 7-10, representados

pela Equagdo 7-12 igual a le’ ‘7x!, e finalizar o célculo de X/, subtraindo-se de

cada x/'x/, , K, = fo(k 'x!/, que é 0 payoff' médio do jogador i.

A dinamica do replicador pode ser simplificada, de modo a reduzir o numero
de operagdes que na sua forma padrdo processaria no minimo, para cada estratégia

n-1

k das m estratégias de cada jogador, (m" + 2(m"" + --+ + m) + 1) operagdes de

multiplicagdo, em cada iteracdo da dinamica do replicador no calculo de cada um
-t

dos x;,
Ao invés de considerar toda a matriz de payoff os trens de deltas enderecam

um numero conveniente de elementos.

X =+ef MY 5 (y—h) - 25 (x—DM, > 8", (y—h)px{, Equagio7-10

—i,h —i,h

Para ilustrar a aplicacao da reducao do trem de deltas para um unico delta,
apresentamos um exemplo de trés jogadores, cada qual com cem estratégias.

Teriamos entdo que as populagdes de cada jogador seriam representadas por:

4;,6(n—p,), com N~ '= 1 para os jogadores 1 ¢ 2, e m para o terceiro

jogador.

Deste modo, para um determinado jogador, percorreriamos apenas uma
coluna, do cubo de estratégias como mostrado na Figura 7-14 e o niimero de
operacdes para cada estratégia seria reduzido para uma operacao de multiplicagdo
relativa a Equagdo 7-12, desde que somente um elemento da matriz de payoff

estaria enderecado para cada estratégia..
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.rE_r'l‘,'lj-lr:-E_]*i;E_

=

.ra.-'ﬂ'l.l-lr:-l]* i;:.

Figura 7-14 — Cubo de perfis de estratégias de 3 jogadores. Percorre-se apenas uma
coluna para cada jogador

Obviamente que uma busca neste nivel reduzido poderia ndo ser tdo efetiva
quando uma busca em toda a matriz de payoff. Um motivo para considerarmos
este tipo de busca ¢ que mesmo usando-se toda a matriz de payoff podemos nao
atingir o equilibrio mais eficiente precisando desconsiderar as linhas e colunas
associadas ao equilibrio encontrado e partir para uma nova busca.

O exemplo a seguir consiste numa matriz de payoff construida a partir de

dois vetores aleatorios interpolados com distribuicdo uniforme.

Figura 7-15 — Superficie com ponto de maximo em (45,29)
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N de d Posicio de Convergéncia da média
Maximo
1 O (45 ’2 9) ; Convergéncia das Médias

42
Dinamica convencional

38 Dinamica modificada

8 , . . , . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 8 9 100
teragdes

1 (4 5 , 2 9) w Convergéncia das Médias

44 Dinamica modificada et
2 —ee .w«,rw'"ﬂ
40

2 Dinamica convencional |

5 10 15 20 25 30 35 40 45
lteragdes

Tabela 7-3 — Convergéncia do valor esperado

Neste exemplo, as estratégias, com os maiores payoffs esperados
coincidiram com o0s payoffs pontuais maximos, caracterizando-se a presenga de
equilibrios estritos formados por estratégias dominantes existentes no jogo onde
H(x,z) > w(y,z) V y e z e para a estratégia dominante x. Outra caracteristica que
permitiu a representacao das distribuigdes por um unico delta € que as proporgdes
das estratégias 45 do jogador I e 29 do jogador II ndo oscilaram durante a
convergéncia sendo sempre as maiores proporg¢des na populagdo deste o inicio do
processo. Este fato garantiu a permanéncia da orbita numa mesma bacia de
atracgao.

Apesar da utilizagdo da matriz completa levar a convergéncia da dindmica
do replicador convencional ao equilibrio + atrator, ndo garante a convergéncia
para o equilibrio mais eficiente. E valido entdo, pesquisarmos os equilibrios
somente em uma linha X coluna de cada vez percorrendo todos os equilibrios mais
atratores até encontrarmos o equilibrio mais eficiente e percorrendo a matriz de

payoff apenas uma vez.
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O efeito de modificarmos a funcdo de deltas na tentativa de compactar as
distribui¢des, levando alguns a; a zero ¢ a de provocar mutagdes que podem
desviar as convergéncias para outros equilibrios menos atratores.

Mesmo ao selecionarmos as estratégias com maiores propor¢des iniciais a
convergéncia para o equilibrio mais atrator ndo estard garantida. Os picos da
distribuicdo podem a primeira vista parecer fornecer a direcdo para o equilibrio
mais atrator, pois serd num destes picos que estard representada a propor¢ao da
estratégia mais apta naquele momento e que conseqiientemente possui a maior
proporgao dentro da populagao.

Porém estes maximos das fungdes distribuicdo podem mudar de uma
estratégia para outra entre iteragdes. Nas Figura 7-16 e Figura 7-17 podemos
observar esta afirmacdo onde no inicio do processo de convergéncia a estratégia 2
do jogador 2 possuia a maior propor¢do e no final da convergéncia a estratégia 1
do jogador 2 ¢ a estratégia estavel. Entdo se escolhermos no inicio do processo de
convergéncia que a estratégia 2 do jogador 2 deva ser selecionada para sobreviver
na populacdo por ser a que possui uma maior propor¢do inicial, enquanto a
proporgao da estratégias 1 do jogador 2 ¢ anulada, a orbita jamais convergira para
o equilibrio mais atrator que é o perfil (e/,e}).

Com isto a estratégia com maior propor¢do na populagdo numa iteracdo
podera ndo ser a estratégia em maior propor¢ao em outra iteragdo da dindmica. Se
partirmos deste principio, a solucdo € representar completamente as fungdes de
distribui¢do de modo que preserve seus picos e toda a informagdo que guie a
orbita fielmente em sua trajetdria, garantindo assim que a informacao da aptidao
de cada individuo na populagdo nao seja perdida e que todas as estratégia
permane¢am na populacdo com chances de crescer dependendo da posicao do
perfil misto no espago de estados.

A Figura 7-19 mostra a matriz de payoff ruidosa de um exemplo com um
maximo determinado pela dindmica do replicador convencional e uma dinamica
do replicador com fun¢des de distribuicdo da forma da Equagdo 7-9 reduzida,
onde o maximo conhecido esta na posi¢ao (87,75). O resultado obtido com a
dinamica do replicador proposta pela Equagdo 7-9, para um total de Np = 100, 50,
20, 10, 5, 2 e 1 deltas de Dirac estdo na ta Tabela 7-4.
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Figura 7-18 — Matriz de payoff e convergéncia para o perfil (el1 , e;)

o] 20 A0 50

&0 100 100

Figura 7-19 — Ponto de maximo em (87,75)
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Np

Posicao de

Figura de convergéncia

Maximo do Valor Médio
1 00 (8 7 ’ 7 5 ) Convergéncia do Valor Esperado :
o "/_—-"
. E—— i; —
5 O (8 7 5 7 5 ) Convergéncia do Valor Esperado
§ wo
EEB

20

(87,75)

Payoff Médio da Populagao

&

10

(87,75)

60
Heragdes

(64,57)

0 da Populagao

2

Dinamica com 5 Deltas:
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2 (6 7 . 5 8) Convergéncia do Valor Esperado
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L e ]
B — g
; | |
0 20 40 60 80 100 120
Iteragdes
1 (67,52)
o —
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&)
B —
|
o —
Bl
5|
52—

0 »

Tabela 7-4 — Convergéncia do valor esperado

A representacdo de uma funcao distribui¢do por um trem de deltas, provoca
mutagdes nas propor¢des da matriz de payoff e como visto anteriormente
mutagdes podem deslocar uma orbita de uma bacia de atragdo para outra. Portanto
cuidados devem ser tomados para que este efeito ndo ocorra. Se a distribuicao de
estratégias ndo converge monotonicamente para um delta de Dirac, com a
propor¢do de uma estratégia oscilando como na Figura 7-17, € porque
inicialmente a 6rbita ndo vai em dire¢do ao equilibrio mais atrator tendo que se
desviar em algum momento provocando a inversdo das proporcdes entre
estratégias.

O momento de desvio da orbita citado no paragrafo anterior ocorre
justamente nas proximidades do estado estacionario interior definido pela
Equacdo 4-19, ;. Pela posi¢do relativa entre o estado inicial da orbita e 6,
podemos deduzir se a convergéncia das proporcoes de cada estratégia de um
jogador serd monotonica ou ndo. Caso 6;; esteja situado numa posigéo posterior
ao estado inicial na oOrbita, a convergéncia das propor¢des poderda nao ser
monotdnica, porém se &;; for anterior ao estado inicial na 6rbita a convergéncia
das proporg¢des sera monotdnica.

Podemos visualizar tais afirmagdes com o seguinte exemplo.

Imaginemos um jogo formado pelas seguintes matrizes de payoff-
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10 0O 2 0
B
0 2 0 10

Na Figura 7-20 sdo apresentados as orbitas partindo do centro do espago de

estados para os equilibrios mais atratores, 0 ;" e a membrana que divide as duas

bacias de atracdo dos dois equilibrios.

0.6

Est. Inicial

I\
5 o5  (0.50.5 ]
g L
@
()
sl
S o4l Orbita para o equilibrio(el,el) i
-
©
3 N p
- 0.3 _
g N
® N\
o ,
©
o 02f \ ' b
§ e
5 Orbita para o equilibrio(e2;e2) AN
S o1 . Est 4
= Int
ob—— | | | |
0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Proporcéo da estratégia 1 do jogador 1

Figura 7-20 — Estado estacionario interior

Aa orbita iniciada no centro do espaco de estados sobre a membrana
divisoria se dirige a 62'e uma outra Orbita na bacia do equilibrio (e,e}),
proxima a membrana, segue na direcio de 6 e é desviada para (e;,e;). No
caso, 02 ¢é posterior ao estado inicial (0.5, 0.5) na Orbita para (e|,e)),
apresentando uma convergéncia ndo monotonica das propor¢des das estratégias,
quando a propor¢io x;, da estratégia pura e, cresce inicialmente para em seguida

decrescer e se anular.
O estado inicial localizado no centro do espago de estados possui além da

inconveniéncia de ser totalmente interior, estar algumas vezes situado antes de

05 na orbita em diregdo ao equilibrio mais atrator indicando a possibilidade de

nt

movimentos ndo monotonicos nas propor¢des das estratégias.
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Na Figura 7-21, as resultantes definidas pela Equagdo 4-18 se anularem

quando atingem o estado 6 .

0.4

03r

02l /Jogador |

Rj
o
T

{

|

|
|
\l

0.1+

02} /\ |

0.4 L L L
0 5 10 15 20 25 30

lterages

Figura 7-21 — Convergéncia das resultantes R; de forcas do jogador j

J& um estado inicial localizado muito préximo a um vértice que nao seja

equilibrio, possui a vantagem de poder ser aproximado por um tunico Delta de

Dirac. Por exemplo uma orbita iniciando no estado (xj;, x21) = (Lim,Lim)

X =1 x>0
seguira para o mesmo o equilibrio mais atrator, mas estara sempre antes do estado

0 est

nt 2

resultando em Orbitas com proporcdes oscilatorias. Portanto se tivermos um

jogo caracterizado pelas seguintes matrizes de payoff:

11 0 4 0

0 2 0 10

o estado final ¢ o mesmo equilibrio mais atrator que no caso em que a Orbita se
iniciasse no centro do espago de estados.

A membrana que separa as bacias de atracdo se conecta aos vértices do
espago de estratégias mistas que ndo sdo equilibrios. Assim, se um vértice que nao

¢ equilibrio se conecta a um equilibrio pode-se alcangar este equilibrio a partir do

estado (Lz'm, Limj .

Xj1—1 x>0
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0.9 1

. 1.1
08l Equilibrio (e b e2)

0.7 -

0.6
Estado Inicial Central

0.5, 0.5
0.5 ( )

x21

0.4

0.3+

0.1

0 | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

x11

Figura 7-22 — Convergéncia a partir do estado inicial (Lim, Limj

Xj1—=1 x>0

Quando substituimos o trem de deltas de Dirac da Equagdo 7-9 por um
unico delta de Dirac o que estamos fazendo ¢ jogar a oOrbita para os vértices do
espaco de estratégias mistas e com isso a convergéncia se dara imediatamente
para um equilibrio local. A vantagem ¢ que o processamento para atingir um
equilibrio local ndo ¢ computacionalmente intensivo necessitando de um niimero
reduzidos de operagdes.

Os pontos de inflexdo acontecem tanto no interior do poliedro de estratégias
mistas como em suas faces, pois como eles estdo sobre uma membrana divisoria e
estas membranas estdo presentes entre dois ou mais equilibrios, os pontos de
inflexdo existirdo em qualquer face que contenha mais de dois equilibrios.

A andlise das forgas resultantes descritas pela Equacdo 4-18, ¢ util na hora

de decidirmos quais propor¢des serao anuladas.

. . 11 0 4 0
Considerando-se ainda, A = B=
0 2 0 10

observamos que o equilibrio (ell,e;), com payoffs (11,4) ¢ o equilibrio mais
atrator do jogo. O outro equilibrio existente (ef,ej) ¢ menos atrator e possui uma

bacia de atragdo menor, portanto quando iniciarmos a convergéncia a partir de um
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estado que ndo estd em equilibrio como o estado (xj;,x21) = (1,0) teremos

resultantes que tendem para x;; =0 e xp; = 1.

Equilibrio (e} e)

o
~
T

o
o
T

o
o
T

o
'S
T

o
w
T

o
N
T

o 2 2
Equilibrio (e, e2)

Proporgao da estratégia 1 do jogador 2

o
o
T

0.1 02 03 04 05 06 07 o8
Proporgao da estratégia 1 do jogador 1

B

Figura 7-23 — 6 se encontra dentro da bacia do equilibrio (ell , eé)

Como na Figura 7-23 6, ¢é o estado resultante das forgas p, € p; com
P > pl e B esta sobre a membrana divisoria de uma bacia de atragio que

engloba @,, a propor¢do xi; da estratégia pura 1 do jogador 1, e/, ndo pode ser
anulada, tendo que ficar obrigatoriamente com propor¢des da populacdo do
jogador 1 [x;1, x12] = [1, 0] e as propor¢des do jogador 2 serdo [xz1, x22] =[1, 0].
Como as membranas das bacias de atracdo de um dado equilibrio so se
conectam aos vértices, perfis fora do equilibrio, que contenham uma das
estratégias do perfil em equilibrio, sdo necessarios mais de um passo para se
atingir o equilibrio mais atrator do poliedro caminhado-se pelos vértices.
Imaginemos um jogo com 3 jogadores, cada qual com 2 estratégias, teremos

um espago cubico de estratégias mistas.

Caso as matrizes de payoff que representam este jogo forem:
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_ o 2] 0 1
1 — 10 O R 0_, 2 — 10 O [2 0:|e
2x2x2 0 4 2x2x2 0 4
B _[o 4]
. _[10o0]]
2x2x2 0 1

Figura 7-24 — Bacias nas faces traseira e lateral esquerda do cubo

|
|
|
-k
| ~
|
|
|
|
|

Equilibrio(0,0,1)
- i -

Figura 7-25 — Bacias nas faces frontal e lateral direita do cubo
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Figura 7-26 — Bacias nas faces superior e inferior do cubo

Caso iniciemos a convergéncia no perfil [x11, x21, x31] = [0,0,0]
correspondente ao elemento da matriz M' de payoff (2,2,2), a convergéncia ird
para o equilibrio [x;1, x21, x31] = [0,0,1] correspondente ao elemento (2,2,1) da

matriz de payoff.

Figura 7-27 — Representacio da orbita que vai do estado [0,0,0] ao equilibrio [0,0,1]
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Apds a convergéncia da orbita, eliminamos a linha e a coluna referente a
este perfil, assim o vértice [0,0,1] ndo ¢ mais um equilibrio e reiniciamos a
convergéncia deste novo estado. Para qualquer estado [x;1, x21,1] a convergéncia
ird para o vértice [1,1,1] ,ou elemento (1,1,1) da matriz M.

o)

0.8

0.6

0.4

Jogador Il1

0.2

0.8
0.5 0.6

Jogador I Jogador |

Figura 7-28 — Segundo passo da convergéncia para o equilibrio [1,1,1]

Partindo-se do mesmo vértice ndo atrator formado pelo perfil de estratégias
puras (e],e;,e;) chega-se ao equilibrio mais atrator (e/,e),e;) através das orbitas

distorcidas sob a influéncia dos varios perfis do jogo.

0 <—Equilibrio (1,1,1)

h N

/o
Vértice (0,0,0)

Figura 7-29 — Convergéncia pelo interior do espaco de estratégias mistas
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Estas distor¢des podem ser atenuadas pelo mesmo principio da equagdo

n
X . ~
g, (—j usado nos casos de matrizes de payoff representadas por funcdes e
K

descrito a seguir.

No caso de um espago de payoff representado por uma funcio, teremos a
cada iteragdo da dindmica do replicador uma fungdo de distribuigdo g/ (x) que
também poderd ser aproximada pela Equacdo 7-9, porém neste caso serd
necessario encontrar as posi¢oes py do k-ésimo pico.

Para encontrar os picos da fungdo g (x) necessitamos utilizar métodos de
otimizacao global e como estamos lidando com dinamicas, nos basearemos nelas

para alcangar tais Otimos. Suponhamos a convergéncia monotonica de uma

determinada distribui¢do. A transformagdo que uma dindmica imprime a funcdo

unidimensional g;(x) de distribuigdo ao longo de uma orbita é de exaltar os

maiores valores de g;(x), e reduzir os menores, exatamente como no processo de

selecdo, onde as estratégias com maior payoff crescem em maior propor¢ao dentro
da populacdo, enquanto aquelas estratégias com payoff abaixo da média, tém suas
proporcdes reduzidas na populagdo. Esta transformagdo estd exemplificada na

Figura 7-30.

Payoff
0.045 T

0.04 - 28 iteragéo

0.035| N .
0.031 F ] .

0.025

0.02
0.015
0.01

0.005

Figura 7-30 — Efeito da dinAmica do replicador sobre uma distribuicéio de proporg¢oes
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A cada iteragéio a fungdo de distribuigdo g (x) ira se aproximando de um
Delta de Dirac A5(x—p") com p’ sendo o ponto de 6timo como visto na Figura
7-31.

Apos g!(x) ter se transformado em AS(x—p"), encontramos o ponto P

aplicando o célculo do valor esperado de x.
Efx}=[xg/"dx = [x5(x—p*)=p".

Aplicar a dindmica do replicador em fungdes continuas uni dimensionais ¢
similar a aplicar a dindmica a jogos de uma unica populacdo, onde a estratégia de
maior payoff médio ¢ a estratégia 6tima, o que implica que usarmos a dindmica do
replicador seria eficaz na busca do ponto de maximo de g/(x). Porém a
complexidade da aplicacdo destas dindmicas aumenta grandemente a cada iteracao
inviabilizando sua aplicagdo para esta finalidade

Payoff
0.45

0.4r lteragdo 48
0.351 i

0.3F
0.25¢

0.2+

0.1}

0.05} ‘ i
|
7.3 70 80 90 100

Figura 7-31 — Delta de Dirac como estado final da distribuicio de proporcées.

A desvantagem da aplicacdo da dinamica do replicador para se encontrar o
otimo ¢ o complexo equacionamento das distribui¢des a cada iteracao.
Existem outras transformacdes com efeito similar em g,(x) e que por

razdes praticas se tornam opgdes interessantes. A seguir serdo descritas duas

destas transformagdes com suas vantagens e desvantagens.
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Com este proposito, consideremos alguns teoremas sobre diferenciagdo que
nos permite determinar os pontos criticos para o esbogo de fungdes.

Suponhamos que a Figura 7-32 represente um esbogo do grafico de uma
funcdo fpara todo x num intervalo fechado [x;, x7]. Esta figura mostra que quando
um ponto se move ao longo da curva de A até B, os valores da fung¢do crescem a
medida que a abscissa cresce, € quando um ponto se move ao longo da curva, de
B até C, os valores da fun¢ao decrescem a medida que a abscissa cresce. Dizemos
entdo que f € crescente no intervalo fechado [x;, x,] e que f ¢ decrescente no
intervalo fechado [x,, x;3]. S@o0 as seguintes, as defini¢des precisas de uma fungao

crescente ou decrescente em um intervalo.

Bix 2y

.rl.é
Afx .y,

Clxgyy)

Figura 7-32 — Funcio com pontos criticos

Diz-se que uma funcdo f definida em um intervalo é crescente neste
intervalo se e somente se f(x;) < f{x,), para x; < x;

Diz-se que a funcdo f'definida em um intervalo ¢ decrescente neste intervalo
se e somente se f{x;) > f(x2) e x; <x>.

Se uma fungdo € crescente ou decrescente em um intervalo dizemos que esta
fun¢ao ¢ monodtona neste intervalo.

Observamos que quando a inclinagdo da reta tangente a curva ¢ positiva, a
funcdo ¢ crescente e quando a inclinagdo da reta tangente ¢ negativa a fungdo ¢
decrescente. Como f’(x) ¢ a inclinacdo da reta tangente a curva flx), f sera

crescente quando f’(x) > 0, e f sera decrescente quando f”(x) < 0.
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Como f’(x) ¢ a razdo de variacao dos valores da fun¢do f{x) em relagdo a x,
quando f’(x) > 0, os valores da fungao sdo crescentes a medida que x cresce; €
quando f”(x) < 0 os valores da fun¢do f(x) sdo decrescentes a medida que x cresce.
Assim temos 0s seguintes teoremas:

Teorema 7-1 - Seja uma fungdo continua no intervalo fechado [a,b] e
diferenciavel no intervalo aberto (a,b) :

(1). se f’(x) > 0 para todo x em (a,b), entdo f € crescente em [a,b]
(i1).se f’(x) < 0 para todo x em (a,b), entdo f ¢ decrescente em [a,b].
Teorema 7-2 — Seja uma fung¢do f continua para todos os pontos do

intervalo aberto (a,b) contendo ¢, e suponhamos que f” exista em todos os
pontos de (a,b) e que eventualmente ndo exista em c:

(1). Se f’(x) > 0 para todos os valores de x num intervalo aberto,
tendo como ¢ um extremo direito, e se f'(x) < 0 para todos os
valores de x num intervalo, tendo ¢ como extremo esquerdo;
entdo, f'tem um valor maximo relativo em c.

(i1).Se f’(x) < 0 para todos os valores de x num intervalo aberto,
tendo como ¢ um extremo direito, e se f’(x) > 0 para todos os
valores de x num intervalo aberto, tendo ¢ como extremo
esquerdo; entdo, f tem um valor minimo relativo em c.

Resumindo, para determinarmos os extremos de uma funcao f/ devemos:

(1).Encontrar f(x)

(2).Encontrar os numeros criticos de f, isto €, os valores de x para
os quais f’(x)= 0, ou para os quais f’(x) ndo exista.

(3).Aplicar o teste da derivada primeira.

Teorema 7-3 — Seja ¢ um numero critico de uma fun¢do f no qual f’(c) =

0 e f* existe para todos os valores de x num intervalo aberto contendo c.
Entdo se a derivada segunda de f, f’(c) existe e

(1). Se f7’(c) <0, f possui um valor méaximo relativo em c.

(i1).Se f”’(c) > 0, f possui um valor minimo relativo em c.

E complementando com as seguintes defini¢des:

1. Se a fungdo festd definida no ponto x;, entdo a derivada a
direita da fungdo f{x) em x;,, indicada por f,(x,) ¢é

definida por:
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Fy= Lim TEFAO @) e fE ()

Ax—0" Ax x—x; X=X,
2. Se a fungdo f estd definida no ponto x;, entdo a derivada a

esquerda da fungdo f{x) em x,, indicada por f (x,) ¢é

definida por:
£ )= Lim LA S )y SO0 = /()
Ax—0" Ax X=X X —X,

De posse destes teoremas e defini¢des sugere-se as seguintes diferenciacdes

em g,(x).

p(x) = —g. (Mg () +lzg. g ©f Equagio 7-13

p(x) sera diferente de zero nos extremos relativos. Se utilizarmos a derivada
segunda de g(x), podemos determinar se os extremos relativos sdo maximos ou
minimos. Deve-se levar em conta também os valores de g(x) nos pontos extremos
do intervalo considerado, g(Valyi,) € g(Valgy).

A grande dificuldade de langar mado das derivadas laterais seria como

determinar na pratica o dx para encontrar g, (x)=g (x+dx) e

g (x) = g (x—dx). Para partes muito suaves de fun¢dio, o dx poderia ser maior

que numa parte com derivadas mais acentuadas. Portanto a escolha do dx € critica
e ndo deve ser Unica para todo o dominio.

Considerando-se que estamos lidando com fungdes continuas e admitindo-
se, como conseqliéncia, que a funcao possui banda estreita, a méxima freqiiéncia
do espectro da fun¢do pode dar indicios do dx minimo e a freqiiéncia fundamental
poderé nos indicar o valor maximo a ser utilizado, como exemplificada na Figura
7-33.

Adotamos entdo, como a minima variagdo entre dois picos de ),

dx

que ¢ a menor distancia temporal para se alcancar o pico do mais alto

1
8 7?fmax

harmoénico como ilustrado pela Figura 7-34.
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Dominio do rempo

)
i -
Fi
Dominio da fregiiérnicica
FyH)| T
_-"r.u.'c.-'-. T"Ir-u'-'x"-"-' -*"r.u.lfr.l -"'r.u.lc.-'-.

Figura 7-33 — Freqiiéncia maxima como indicadora do dx

Como no caso exemplo da Figura 7-30,

f(t) = sen(%) + sen(zs—ig] + sen(zz—iz) e f (t) como a derivada de f{f)

em relacdo a ¢ igual a

27 2 27 2 27 2
——coS| — |+—cos| — |+ —cos| —
200 (200} 50 ( 50 j 25 ( 25 j

temos que:

fi@)= 27 oo ZEU—dN 27 (27 —dn)) | 27 (27 —dn))
200 200 )" 50 AT =

. 2 2 2 2 2 2
)= V4 cos[ (t+ dt)j N —”cos( (t+ dt)) N —Ecos( m(t+ a’t)j
200 200 50 25 25
Sendo f, . = %Hz o harmonico de maxima freqiiéncia de f{¢), temos uma
25

indicagdo de quando deve ser o dt fazendo tal dt = .
V4
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gt
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i I .._".T
Kk | }
— !
]
o = ==
N

Figura 7-34 — Incremento no dominio em #, df responsavel peal variacio mais rapida

de f{(?)

Substituindo-se f,(x) e f (x) por g.(x) e g (x) respectivamente na

Equagdo 7-13 obtemos o resultado da Figura 7-35.

payoff

0.018 /\\
‘ \ |

0.016 - ,
( / \

/ \
0.014 | / ‘ \ i
/ /
| ‘ \
u

e |
0.01]
0.008) | ‘ \ [
| \
\ |
0.006 -
0.004| | -

0.002- |

Figura 7-35 — Aplicacio da Equacido 7-13 sobre uma funcio distribuicio de

proporcoes
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Para encontrar as localizagcdes dos picos sugere-se o seguinte algoritmo:
PASSO 0. Inicializa-se min = MIN e max = MAX, onde MIN ¢é a
restricdo para o x minimo, ou extremo esquerdo e MAX ¢ a restricao de x

maximo, ou extremo direito. E inicia o processo iterativo com It = 0;

PASSO 1. Encontra-se E" {x} = Fax xp(x)
PASSO 2. Se max = E"{x} entio
min = E {x}= E:?X xp(x) :J.;?x xp(x)—E"

max = MAX
Senao

max = E"{x}

PASSO 3. Se foram encontrados os numeros de picos pré
especificados PARA
Senao vai para o PASSO 4

PASSO 4. Vai para a Iteragao It =1t + 1;
Volta para o PASSO 1

Outra transformacdo considerada para a fungdo distribuigdo g,(x) ¢

n
{ g, [ﬁﬂ , onde n modula a amplitude e k controla a banda.
K

O efeito de n ¢ promover a modulagdo de g,(x) por si mesma fazendo com
que sua banda no espectro dobre a cada multiplicagdo de g,(x) por si mesma,

trazendo a cada multiplicagdo harmonicos cada vez maiores. O efeito de «
compensa possiveis conseqiiéncias negativas do aumento da banda.

Essa transformacdo, apesar de ter um equacionamento bastante simples
X n
necessita de metodologias de integracdo numérica, desde que integrar { g, [—ﬂ
K

simbolicamente pode nem sempre ser simples.

Como exemplo para esta transformacao fazemos;

1 N 1.2
(20-0.1x)> +1  (80—0.1x)* +1

g:(x)=
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Utilizamos neste exemplo m igual a 10 para garantir uma diferenca
significativa entre g,(x) e [gl. (x)]’7 e Kk igual a 1. Ambas as func¢des normalizadas

podem ser visualizadas na Figura 7-36

)10 2(x)
g ) 016 T T T T T T T T T 0.0158
0.14 | 4 oo
4 oo

012 |
4 ooz

01r a(x)

4 oo

0.08 |
4 o.oos

0.05 |
4 o.oos
0.04F - 0.004
0.02- J 4 oooz
D O

0 100 200 300 400 500 0 &0O0 700 800 900 1000

n
X

Figura 7-36 — Aplicacido de { g, [—j} sobre uma funcio dist. de proporcoes
K

Na utilizagdo desta transformacao sugere-se o seguinte algoritmo.

PASSO 0. Inicializa-se os extremos de busca Lmin = MIN e Lmax =
MAX, onde MIN e MAX sio as restricoes de minimo x ou
extremo esquerdo e de maximo x ou extremo direito
respectivamente.

PASSO 1. Calcula-se numericamente

| phax phax )\
T, = .[MIN gi(x)dx ¢ Tg” _IMIN &i P dx

Normaliza-se as duas func¢des,

gi(X) S gin(x)n = gi(x)ﬂ

. \X) =
8n(X)==7 T
g g
PASSO 2. Calcula-se os valores esperados

MAX MAX 7
E(x) =, g, (dv e E,(0)=[ “xg, ()" dv
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PASSO 3. EQUANTO |E(x) - E, (x)| > TOL segue ao PASSO 4

PASSO 4. Faz-se a verificagdo
Se E(x) > E(x) — dire¢do do maximo esté a direita de E(x)
Entao Lmin = E(x) e Lmax = MAX
Sendo, caso En(x) < E(x) — direcdo do maximo estd a
esquerda de E(x)
Entao Lmin = MIN e Lmax = E(x)

PASSO 5. Calcula-se numericamente

L max

L max X 7
Ty = &0 € Ty =] g, () |

g L min L min
PASSO 6. Calcula-se os valores esperados
L max L max 7
E(x)= Lmin xg, (x)dx e E, (x) = Lmin xg,, (x)"dx

PASSO 7. Volta ao PASSO 3

Para a fun¢do da Figura 7-36, uma tolerancia TOL igual a 0.001, o extremo
esquerdo MIN igual a zero e o extremo direito igual a 1000, este algoritmo
apresentou a seguinte seqiiéncia de iteracdes até a convergéncia no ponto de

maximo igual; a 800.

Iteracao Lmin E(x) Lmax |En(x)- E (x)|
0 0 526.8637 | 1000 189.6296
1 526.8638 | 798.4700 | 1000 1.5298
2 798.4700 | 817.9983 | 1000 16.9568
3 798.4700 | 805.8474 | 817.9983 4.806
4 798.4700 | 801.9897 | 805.8474 1.0265
5 798.4700 | 800.2252 | 801.9897 0.038291
6 798.4700 | 799.3510 | 800.2252 0.029188
7 799.3510 | 799.7884 | 800.2252 0.0024113
8 799.7883 | 800.0068 | 800.2252 1.9542¢-005

Tabela 7-5 — Convergéncia para o 6timo global da distribui¢cio
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No exemplo da Figura 7-37 o perfil para o qual a dinamica do replicador
convergira sera o perfil de maior payoff médio [¢*, ¢’] onde o jogador obtém um
payoff igual a nove, porém o perfil em equilibrio de payoff maximo e portanto
mais eficiente, ¢ o perfil [¢/, €] com payoff igual a dez. Para o primeiro jogador a
estratégia 4 ¢ a que possui 0 maior payoff médio e para o segundo jogador a
estratégia 2 € a que possui o maior payoff médio. Diante de incertezas seria
aconselhavel joga-las gerando o perfil [e’, ¢’], mesmo que o equilibrio mais
eficiente ocorra quando o primeiro jogador jogue sua estratégia 1 e o segundo
jogador jogue sua estratégia 6.

Teoricamente, para se encontrar o perfil em equilibrio mais eficiente [e’, €]
basta modificarmos a dindmica do replicador convencional, substituindo-se a

parcela de payoff médio de uma estratégia pelo payoff méaximo. Assim a dindmica

do replicador seria transformada em:

X = max(zt ) - max(z, yw. Jx.,

i,—i

Equacao 7-14

4

1

1)

(4 iy

(4.4

(4,4}

(5.7}

14,4

(4.4

5.5}

14,4

(4.4

14,4

(4.4

(4.4

4.4

(4.4

Ly

14,4

1441

(4.4}

(8.8

(4.4

(4,4}

(4.4

14,4

(4,4}
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Figura 7-37 — Matriz de payoff inicial onde cada dimensao obtém o mesmo payoff
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Onde max(;rfﬁi) ¢ 0 maximo payoff obtido pela estratégia k do jogador i em
todos os perfis em que a estratégia k esteja presente € max(z; _;)w_; € a média dos

payoffs maximos de cada estratégia do jogador i.

Caso usassemos a dinamica convencional o equilibrio alcancado seria o [e’,
¢’]. Ao aplicarmos a dindmica da Equagdo 7-14 atingir-se-4 o equilibrio mais
eficiente do jogo [e’, €°]. Podemos ver na Figura 7-38 a convergéncia da média
para o perfil com payoff méximo igual a 10 e na Figura 7-39 a superficie gerada
pela matriz de payoff.

Para a Equacdo 7-14, todo o procedimento de convergéncia ¢ semelhante ao
da dinamica do replicador convencional, com diferenca no ponto inicial, pois
enquanto ¢ possivel encontrar o valor esperado de cada estratégia através de
simulagdes, o valor de payoff maximo para cada estratégia exigiria um esfor¢co em
termos de otimizacdo que ndo justifica a aplicacdo da dindmica descrita pela
Equacdo 7-14. Para se encontrar um payoff o6timo para cada estratégia seria

-1 . © o~ ;. C. ~
@D elementos ou ter a disposi¢do técnicas de otimizacio

necessario percorrer m
global que por si s6 acabaria com a necessidade de se recorrer aos jogos

evolutivos, para se encontrar o 6timo.

Convergéncia do Valor Esperado

Est. Otim j= ¢ P E——

4r 7 Dindmicas convencional e com ]
¢ um unico delta de Dirac

oy

Es.Oimj = ' T

Figura 7-38 — Comparacio entre as convergéncias das dinAmicas convencional e
modificada
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Equilibric Htimo %"

Figura 7-39 — Convergéncia para o ponto de 6timo

O ntimero de equilibrios em estratégias puras existentes num jogo ¢ menor
que o numero de perfis da matriz e vai depender do jogo. Entdo para a matriz de
payoff da Figura 7-37, com somente duas dimensdes teriamos no pior dos casos
seis equilibrios dentre os quais o equilibrio de payoff maximo [¢’, °]. Deste modo
temos dois fatores limitantes que seriam o nimero de equilibrios em estratégias
puras do jogo além do nimero de elementos da matriz de payoff que inviabilizaria
totalmente a sua aplicacdo numa extensa gama de jogos. Para jogos restritos a um
pequeno numero de jogadores, onde cada um pretende escolher uma entre poucas
opcdes de estratégias, inclusive aqueles onde em vez de estratégias se interessam
na determinacdo de melhores regras a serem adotadas, ou para alguns jogos com
estratégias numéricas (a estratégia ¢ um simples nimero como prego ou
quantidade), a técnica pode ser aplicada. Ao aplicarmos a dinamica do replicador
iterativamente, de modo a se percorrer todos os equilibrios assintoticamente
estaveis do jogo produz-se a seguinte ordem de equilibrios.

Ao retirarmos do jogo as linhas e colunas dos equilibrios [¢*, €’], [¢”, €] e

[, €'] a matriz de payoff da Figura 7-37 se reduzira a matriz da Figura 7-41.
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x=4y=2max=9
x=5y=4max=38 Atimo
x=2y=3max="7 /

T ""--.__Otimos locais percoridos

x=1y=6max=10 10y

Figura 7-40 — Algoritmo percorrendo maximos

Observamos que neste ponto, o equilibrio [e’, €] com o maior payoff, passa

a ser também o equilibrio de maior payoff médio.

é .
el | |an [Iﬂ.fml  —
e’ wa | aa ] on) e
LI [CE I TS Y i T
10 112 M
I >

Figura 7-41 — Matriz de payoff da Figura 7-37 reduzida

Em muitos algoritmos de otimizacdo a busca pelo 6timo ¢ feita em uma
vizinhanga, numa determinada direcdo, até que se encontre uma solugdo de
melhor custo que num problema de minimizacdo serd o menor custo. A busca ¢
feita até que ndo se encontre nenhuma solu¢do de melhor custo e assim temos uma

solugdo 6tima local. Porém um algoritmo que pretenda buscar o 6timo global nao
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pode buscar em sua vizinhanca a dire¢do que melhora o custo, desde que sua
vizinhanga pode ndo exprimir a vizinhanca do 6timo global, ou seja, se ndo
estivermos na vizinhanga do 6timo ndo podemos simplesmente seguir a direcao de

melhor custo.
x n
Podemos aplicar agora o principio da equacdo | g, (—j no exemplo do
K

jogo apresentado anteriormente neste capitulo e representado pelas matrizes de

payoff;

~ _Jo 2] 0 1
N L2 | P I A [ OLOL
2x2x%x2 0 4 ’ 2x2x%x2 0 4
B _[o 4]
;[0 0],
2x2x%x2 0 1

Agora, as matrizes de payoff serdo modificadas para M '= [M ]’7
privilegiando os maiores payoffs.

As orbitas distorcidas, ilustradas na Figura 7-29, que partem do vértice com
proporgdes (x11,%21,x31) = (0,0,0) e seguem para o equilibrio mais atrator com

proporgdes (x11,x21,%31) = (1,1,1) transformam-se em Orbitas retilineas.

Equilibrio (1,1,1)
(0]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Jogador lll

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
J

Jogador Il
Vértice (0,0,0) seesdey

Figura 7-42 — Aplicagio [M]" as matrizes M', M? e M*
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Este método porém, altera o tamanho dos passos nas Orbitas causando um
outro tipo de distorcdo mostrada na Figura 7-5, que pode fazer com que tais
oOrbitas sejam lancadas para fora do espago de estratégias mistas.

Por este motivo devemos utilizar este método conjuntamente com o calculo
de um passo que possui a fun¢ao de normalizar os payoffs das matrizes, mantendo
ao mesmo tempo as Orbitas no espago de estratégias mistas. .

Suponhamos agora que estamos no estado x no espaco de estratégias mistas,

e que queremos nos mover em dire¢do ao equilibrio assintoticamente estavel mais

. - . . . . . . -1 ’
atrator, na direcdo do vetor x = [x1 X e X Xy sty X, X, m]e R"™7 porém

n,l

precisamos considerar as escolhas para x de modo a nao sair do espaco de
estratégias mistas. Entdo, se estamos num estado x do poliedro de estratégias
mistas, um vetor x € R"™ ™ ¢ uma diregiio vidvel, se existe um niimero escalar 6
para o qual x + éx € Espaco de Estratégias , como ilustra a Figura 7-43.

Uma vez que estamos nos movendo para longe do estado x ao longo da
dire¢do x nds estamos tracando pontos da formax + &, onde 8 >0, e assim a
orbita se aproxima do equilibrio evolutivo estavel. E desejavel porém nos
movermos a maior distdncia possivel na direcdo x, de modo a alcancarmos o
equilibrio desejado no menor numero de passos. Cada passo nos levara ao
pontox + 6 x.

Onde,

0 = max{0 > 0| x+ 6x € Espago de Estratégias}.

rd

< X

Figura 7-43 — Possiveis direcdes para o passo da dinimica
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Como cada estratégia € uma componente X;, do vetor x, para que o espago

7 . ~ . . Sk eq eqe
de estratégias ndo seja violado podemos escrever ¢ em duas possibilidades

distintas:

1. Caso x;, 20

. - xi,k . .
0 =mznx—,‘v’keze‘v’zel Condigdo 7-1
i,k

2. Caso x;, <0

0 =min| —L || VikeieViel Condigio 7-2
Xik

Essa condi¢cao vem da necessidade de mantermos a oOrbita na regido viavel, e
para isso temos que garantir que a soma das estratégias ndo possua uma propor¢ao

de mais que 100% na populagdo. Sendo assim, temos que o maior passo possivel,

para cada componente de x, sera &% , <A;", com A" sendo a distancia entre o

estado atual e a borda do poliedro de estratégias na diregdo de x;, .
Ai,k
Portando 0<—2-VkeieViel.
Xik
Ambas as condigdes contemplam todos os x;, # 0. Para aplicagdo pratica
em algoritmos sugere-se um possivel 6/, elemento de 6, igual a o«
quando x;, =0, deste modo ele ndo influenciara o resultado das Condigdo 7-1 e
Condigéo 7-2. O caso onde x,, ¢ nula acontece exatamente na fronteira viavel
onde x,, =1loux,, =0.

Como exemplo vemos as duas possibilidades de passos ilustradas na Figura
7-44.

Enquanto na versdo com # a dinimica converge com 2 passos, com um 6
menor forcado pela normalizagdo da matriz de payoff, converge em 262 iteracdes

ou passos da dinamica do replicador.
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Figura 7-44 — Orbitas com diferentes passos convergindo para o mesmo
equilibrio

Podemos entdo aplicar a metodologia descrita a matriz de payoff ruidosa
ilustrada na Figura 7-19. Ali as distribui¢cdes aproximadas por um unico delta de
Dirac ndo convergiram para o equilibrio localizado no elemento (87,75) da matriz.
Com a aplicacdo da técnica sugerida tanto a dindmica convencional com as 100
estratégias para cada jogador quanto a dindmica com um Unico delta de Dirac

convergem para o mesmo elemento de maximo da matriz de payoff (87,75)

90

87 |-

75

70 -

Valor esperado

65 -

Dinamicas convencional e com
unico delta de Dirac iguais

60

55

506

45 ! 1 ! | | ! |
1 2 3 4 5 6 7 8 9

lteragdes

Figura 7-45 — Solucio 6tima alcan¢ada com um tnico delta de Dirac
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Com o aumento do niimero de estratégias m por jogador, o estado inicial de

e . . 1
distribuicdo uniforme igual a — tende a zero. Tal estado acontece nas
m

proximidades das faces do poliedro de estratégias, onde algumax, , — 0. Uma vez

que alguns os equilibrios atraem mais o estado inicial do que outros, as
proporgdes das estratégias aumentam ou diminuem dependendo dos seus payoff
médios. Quando algumas estratégias tém suas propor¢des reduzidas na populagao,
a orbita colide com a face do poliedro e permanece ali até a convergéncia para o

equilibrio mais atrator, similar a uma gota que escorre por uma superficie lisa até

um sorvedouro. Uma vez que a propor¢do x,, se torna nula, a estratégia

desaparece da populacdo e desde que ndo haja o aparecimento for¢ado de
estratégias naquela populacdo, a estratégia ndo mais aparecera.

Este efeito da face atratora, que se intensifica para o caso de grandes
numeros de estratégias, ajuda na elaboragdo de solugdes que agilizem a
convergéncia das dindmicas. A medida que algumas estratégias vao tendo suas
proporg¢des anuladas, elas ndo precisam mais ser representadas na matriz de payoff’
e portando, podem ser retiradas da matriz, que se reduz com a saida de uma linha
ou coluna relativa aquela estratégia. Durante a convergéncia, a matriz de payoff
sera continuamente destruida, até que sobre apenas o equilibrio mais atrator.

Este processo pode ser observado na Figura 7-46, quando um estado inicial
situado de modo eqiiidistante das faces do poliedro, colide com uma das faces

deste poliedro passando a orbitar somente naquela face, até alcangar o equilibrio.

Figura 7-46 — Orbita atingindo uma face do poliedro de estratégias mistas
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Assim, tais estratégias com proporgdo nula, ndo entram no calculo de 8/ e,

~ . . . k
no caso em que X, , =0, sdo feitos tendendo a infinito, de modo que & possa ser

formalmente definido como
k
*

0 =min i ,Vkeital quel>x,, >0
Xik ’

A aplicagdo deste calculo do passo implica em trés conseqiiéncias imediatas.
Altera a convergéncia de equilibrios mistos onde os payoffs médios das estratégias
sdo iguais. Ao invés de andar no interior do espaco de estratégias mistas, a Orbita
pode pular para um vértice que ndo seja um equilibrio assintoticamente estavel,
porém neste caso a dinamica nao converge e pode ajustar facilmente o algoritmo
de modo a seguir para um vértice que seja um equilibrio assintoticamente estavel.

Além do mais este passo altera a convergéncia direta para o equilibrio com
maior payoff médio, ja que pode jogar a dOrbita para fora da bacia de atragdo do
equilibrio mais atrator no sentido médio. Por este motivo, este passo ¢ util em
conjunto com o alisamento das Orbitas fazendo-se M = [M]", pois segue assim
direto para o equilibrio mais atrator.

Este principio, porém, trds a vantagem de gerar convergéncias mais rapidas
a um equilibrio. Tal fato estd ilustrado na Figura 7-48, onde foi testada a
convergéncia para o ponto de maximo (7,72) da Figura 7-47 onde a convergéncia

2 aplica o principio descrito e a convergéncia 1 nao.

p ?\/alpr méaximo da superficie com ruido

20_l___,...-:-'

1m0

40 &0 a0 I 25

Figura 7-47 — Convergéncia sobre superficie ruidosa
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60 70

Figura 7-48 — Convergéncia 1 normal e convergéncia 2 com passo modificado

O mesmo principio do passo pode ser utilizado para se obter convergéncias
suaves em matrizes de payoff com grandes niumeros, utilizando-se a Condig¢ao 7-1
e a Condigdo 7-2, porém eliminando-se da matriz de payoff somente as estratégias
que atingem uma propor¢ao nula na populagdo. Deste modo, a érbita segue para o
equilibrio atrator sem sair da bacia de atracdo de tal equilibrio.

Juntando-se os conceitos apresentados, uma superficie ruidosa como a da

Figura 7-49, pode ter seu maximo encontrado em (53,50).

Figura 7-49 — Convergéncia para o maximo em superficie ruidosa
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7.3 Exemplo de Aplicagio

Como parte da aplicacdo do estudo e inovagdes propostas sobre a teoria dos
jogos evolutivos, tomemos como exemplo um caso baseado na idéia da
comercializacdo de energia em um setor elétrico com despacho centralizado. Este
sistema possui um alto grau de incertezas relacionadas a hidrologia, desde que a
maior parte da matriz energética depende do regime de afluéncias, incidentes
elétricos, como falta em equipamentos e também incertezas regulatdrias, que
devido a imaturidade do setor, caracterizam-se por regras volateis, em permanente
mudanga, afetando tanto a comercializacdo da energia quanto o planejamento
eletro energético.

O planejamento e a operacdo eletro-energética sdo realizados de modo
centralizado resultando no que ¢ conhecido como despacho centralizado, onde os
geradores de diversos tipos sdo chamados a gerar por ordem de mérito, ou seja, do
mais barato ao mais caro.

Através da percepcdo do Operador Central, despacha-se as varias usinas
disponiveis, levando-se em consideragdo diversos aspectos como estabilidade
elétrica, seguranca do sistema e o continuo acompanhamento do risco de déficit.
Com este intuito o Operador leva em conta os resultados dos modelos
matematicos oficiais adotados no setor, de modo a estabelecer uma politica de
operagao baseada na minimizagao do custo presente e do custo futuro.

Em contraste com sistemas puramente termoelétricos, cuja operacdo ¢
desacoplada no tempo, a operacdo de um sistema hidroelétrico ¢ um problema
acoplado no tempo, onde uma decisdo operativa de hoje implica em
conseqiiéncias futuras refletidas no custo operativo futuro. Assim, enquanto as
usinas térmicas possuem um custo operativo direto baseado, por exemplo, no
custo do combustivel, as usinas hidro possuem um custo indireto associado a
oportunidade de economizar combustivel das térmicas, ou evitar déficits de
energia.

Caso se venha a deplecionar as reservas de energia hidro com o intuito de
economizar a geragdo mais cara das térmicas e no futuro ocorrer um cenario de
seca, podera ocorrer déficit.

De maneira simplificada, podemos definir o custo futuro como um modo de

medir a possibilidade de déficit futuro, de modo que influéncias na fungao custo
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futuro, como as taxas de afluéncia e volumes, possam indicar um maior ou menor
custo futuro.

Na Figura 7-50, vemos um grafico com uma fun¢do custo futuro
simplificada, aproximada por partes, dependente de somente uma variavel de

volume.

r

alv) 4

;r_’,v+rj\

aNEr,

_
AYtr,

Figura 7-50 — Funcéo de custo aproximada por retas

A borda da regido hachurada, formalizada pelo seguinte conjunto de
restri¢des,

azryv+tr

a27m,v+r,

27,V +r,
representa uma aproximacao linear por partes da fungdo custo futuro. No nosso
exemplo sera usada uma idéia similar, onde a fun¢do custo futuro sera substituida
por uma curva exponencial, com pardmetro a definido pelo Operador Centralizado
e representa o valor da agua, funcdo da folga entra oferta hidraulica e demanda de
energia existente no sistema durante o periodo em estudo.

A nossa funcdo representada pela Equacdo 7-15 pode ser visualizada na

Figura 7-51 onde o maximo custo Cdef corresponde ao custo de déficit.

[_a(/}f‘n, )] [ o7 )]
a = (Cdef —Cmin)*e' "*"/[1=¢' ") |4 Cmin Equacdio 7-15
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Onde o custo de déficit Cdef e o custo minimo Cmin s3o definidos baseados
na varaveis de custos da operacdo, como custo de operagdo de uma usina
termoelétrica, pelo operador centralizado e homologado pelo 6rgao regulador do

setor.

& 500

450 - Fungao Custo Futuro B
400
350
300
250
200
150

100

16.9%
Il Il Il Il Il Il
-400 -350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0 50 100

Figura 7-51 — Funcio de custo nio linear

Através desta fungdo de valor futuro a(f) dependente da folga f entre oferta
e demanda e dos custos das usinas termo elétricas, o Operador Centralizado
despacha por ordem de mérito. Caso o custo a(f) seja maior que o custo de uma
usina termoelétrica esta usina sera despachada.

A modelagem do exemplo conta ainda com um pequeno cronograma de
expansdo do parque gerador de forma que ao longo do periodo de estudo o
sistema possa contar com um adicional de gera¢do necessario para acompanhar a
demanda crescente.

Neste cronograma de expansao, esta prevista a entrada em operagcdo de um
grupo de usinas térmicas no quarto ano, com expansao no quinto e sexto ano e

previstas entradas de usinas hidrelétricas novas.

Aren Ao 2 Ao 3 Arrcr 4 Arer 5 Aro 6

Usinas Térmicas T I

Usinas Térmicas

-

Usinas Térmicas

Llsinas Hidrelétricas

Figura 7-52 — Cronograma de expansio
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Paralelamente ao despacho do Operador Central acontece a comercializacao
de energia em ambiente regulado, tinico ambiente considerado neste exemplo. O
mecanismo implementado para comercializagdo consiste, similarmente ao caso do
modelo do setor elétrico brasileiro de leildes onde a concorréncia ¢ separada
basicamente trés tipos de aproveitamentos. O primeiro consiste das usinas ja
existentes, em operagdo. Este tipo de usina firma contrato para o ano posterior ao
ano do leildo (A.;). No segundo tipo de usina, estdo as usinas novas, com prazo
médio de construgdo de trés anos até o inicio da entrega de energia (A;) e
finalmente o terceiro tipo de usina a concorrer em leildes, sdo usinas hidroelétricas
novas que necessitardo de cinco anos para serem construidas (A_s).

O leilao consiste de uma competi¢do, onde diversos geradores de um
determinado tipo ofertam uma quantidade de energia por um certo preco para
atender a um mercado declarado por um conjunto de distribuidoras. Partindo de
um prego teto especificado pelo leiloeiro, os vendedores especificam a quantidade
de energia que pretendem vender por aquele preco. O leiloeiro decrementard o
preco a cada rodada do leildo até que a oferta se reduza ao valor da demanda.

Cada leilao promove a competi¢do de um certo tipo de empreendimento, por
exemplo A_; competindo com A3 ou As competindo com A_s em determinada
data. Como no exemplo o periodo esta discretizado em anos, os montantes
resultantes de cada leildo ¢ apresentado por ano.

Portanto, cada vendedor deve ter em suas estratégias, a faixa de precos em
que ele pretende competir e que quantidade estd disposto a vender por
determinado preco.

No exemplo, os geradores hidroelétricos se utilizam da mesma funcdo de
custos que o Operador Central, ou seja através da Equagdo 7-15, que aponta um
precos mais baixos para reservatorios mais cheios, porém com uma percepgao
diferente, considerando os varios custos, como O&M, investimento, taxa de
retorno e precificacdo dos riscos. Assim o parametro a ¢ caracteristico das
estratégias de cada gerador hidroelétrico.

Na Figura 7-53 estdo ilustrados os tipos de curvas que os geradores

hidroelétricos utilizam como estratégias de precos.
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Figura 7-53 — Funcdes de custo caracteristicas de cada perfil de um
agente

Além da percep¢do dos precos da energia futuros no curto prazo e
conhecimento dos precos teto do leildo de que participardo, os jogadores possuem
um comportamento associado a quantidade que devem ofertar por um
determinado precgo, parametrizado por retas cuja inclinagdo positiva representa a
disposicao daquele vendedor em reduzir sua oferta com a queda de precos durante
o leilao.

As estratégias aqui descritas ndo precisam ser racionais. Muitas vezes por
desconhecer qual a melhor estratégia, o jogador joga intuitivamente baseado em
sua experiéncia ou crengas futuras que apesar de ser comumente tidas como
constatacdes jamais poderdo ser provadas devido as incertezas. Neste caso, ele
pode jogar qualquer estratégia, puro palpite, nada altamente racional, mas
racionalmente limitado. E o caso em que se acredita que uma energia vendida
num leildo A.; sempre serd mais cara do que a energia vendida em um leildo As.
Nada impede que no futuro custos ambientais, custos associados a longas linhas
de transmissdo, indenizagdo por areas indigenas inundadas ou mesmo algum tipo
de novo imposto criado tornem o custo de uma usina hidroelétrica comercializada
num leildo A.s maior que o de uma usina termoelétrica comercializada num leildo
As.

Deste jogo participam sete jogadores incluindo seis geradores e uma
distribuidora de energia. Todos os jogadores aqui considerados possuem um papel

dentro da comercializa¢cdo de energia e mesmo que alguns como as distribuidoras
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nao compitam na comercializagdo, tém a obrigacdo de informar o mercado alvo da
concorréncia de venda por parte dos agentes geradores.

Apesar de possuir um papel aparentemente passivo na comercializagdo, as
distribuidoras estdo sob regras que se ndo obedecidas implicam em penalidades e
exposicdo a um mercado de curto prazo ndo favoravel, como a situagdo em que
uma distribuidora que possui sobras de energia deva vender estas sobras no
mercado de curto prazo a pregos baixos num periodo de fartura hidrologica. Além
do mais as distribuidoras tém o interesse de deter o éxodo de clientes
potencialmente livres e ndo estd de acordo com este interesse permitir que o mix
de pregos dos seus contratos de compra de energia se elevem incentivando a saida
de consumidores para o mercado livre.

Contratos de longo prazo comercializados nos leildes ndo sdo eficientes na
cobertura do mercado da distribuidora que muda com a variacdo da carga e
movimento de consumidores que possam sair ou voltar para o mercado cativo.

Alteragdes repentinas nos contratos existentes de energia promovidas pelo
Governo ou Ageéncia Reguladora, como por exemplo re rateio em quotas de
energia destinadas as distribuidora podem provocar falta de contratos em anos
subseqiientes. Quando uma distribuidora prevé sua carga futura e sofre com uma
mudanga nas regras que modo a ficar exposta ao mercado de curto prazo no
proximo ano, ndo poderd resolver seu problema com num leildo A, ela devera
adquirir esta energia que lhe foi retirada num leildo A_; ou por algum outro
mecanismo disponivel. A contratagdo no A_; para o proximo ano afeta diretamente
a contratacdo no A_; para trés anos depois. Além do mais ndo existe a garantia de
que a energia necessaria declarada pela distribuidora antes do leilao seré atendida.
Poderd ocorrer frustracdo no leildo, caso em que os vendedores desistem de
vender total ou parcialmente sua energia por ndo considerarem oS precos
adequados.

O “tiro” da distribuidora regulada tenta atingir um alvo que esta sujeito a
mudanga de posicdo. Igualmente ao caso do setor elétrico brasileiro as estratégia
da distribuidora, se restringem a declaragdo das suas necessidades de compra de
modo a atender a 100% da sua carga. Neste exemplo, as estratégias da
distribuidora consistem em portfélios de compra, onde ela especifica a quantidade
de energia que pretende comprar em cada tipo de leildo, a fim de atender a sua

carga.
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Assim, a distribuidora pode optar por comprar mais de empreendimentos
existentes, teoricamente com pregos mais baixos e menos de geradores
termoelétricos com energia supostamente mais cara o que elevaria seu mix de
pregos. Outra estratégia da distribuidora pode vir da aversdo ao risco e se
caracterizar por comprar mais de usinas termoelétricas, que apesar de mais caras,
ndo se submetem aos riscos da hidrologia. Apesar do gerador assumir o risco de
uma hidrologia ruim, impactos negativos no fluxo de caixa de uma distribuidora
devem ser evitados afim de se manter o equilibrio econdmico financeiro. Usinas
termoelétricas por sua vez necessitam de uma logistica complexa para o
fornecimento de combustivel, dependem de mercados estrangeiros e sdo vilas
ambientais, estas caracteristicas ndo serdo consideradas neste exemplo. De forma
a considerar todos os outros aspectos, sdo montadas as varias estratégias da
distribuidora baseadas nos percentuais de cada produto que ela pretende adquirir.

Assim distribuidora serd mais eficiente se puder comprar energia mais
barata, vendé-la e ndo correr o risco de precisar vender no mercado de curto prazo
quando os precos estiverem mais baixos que os precos dos seus contratos
firmados em leildo. Deve-se considerar que dependendo da regido onde a
distribuidora possuir sua concessdo, a carga pode ser altamente dependente do
clima e por sua vez pode ser imprevisivel.

Neste exemplo, as receitas dos geradores sdo calculadas como o lucro que
cada um obtém com a venda de energia, sob o compromisso de ser despachado
centralizadamente e vender sua energia no mercado de curto prazo, ou firmar
contratos de venda de longo prazo nos leildes. Dentro de sua estratégia os
geradores devem também observar impactos no fluxo de caixa e comportamentos
dos contratos bilaterais que cobrem o investimento.

A seguir sdo apresentados os resultados desta competi¢do por venda de
energia, para trés casos distintos, onde podem ser vistos; o maior payoff de cada
competidor em cada ano, a estratégia de maior payoff, o menor payoff que o
jogador pode obter ao jogar a estratégia de maximo, seu payoff no equilibrio mais
atrator e seu payoff num possivel estado de cooperagdo que pode ser admitido aqui
e estabelecido nas diversas associagdes existentes no setor, como por exemplo, a

associagdo das distribuidoras ou associa¢do dos geradores de energia elétrica.
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Além dos resultados de curto prazo, por estdgios ou anos, essas grandezas
podem ser analisadas no longo prazo, sendo disponibilizados os resultado obtidos
para todo o periodo de estudo.

O primeiro caso se caracteriza por um alto nivel de afluéncias, e foi
chamado de caso umido. Neste caso em particular, devido a quantidade de agua
disponivel nos reservatorios os pregos no mercado de curto prazo estarao sempre
baixos. O esperado, portanto ¢ que contratos sejam firmados a precos mais altos
do que os precos no mercado de curto prazo.

As estratégias de precos dos geradores novos, simplesmente numéricas,

estdo expostas na Tabela 7-6

Estratégia 1 | Estratégia 2 | Estratégia 3 | Estratégia 4
Ger. Termo Novo | 70,00 100,00 160,00 210,00
Ger. Termo Novo Il | 73,00 105,00 166,00 220,00
Ger. Hidro Novo | 60,00 80,00 100,00 150,00
Ger. Hidro Novo I 65,00 82,00 110,00 155,00

Tabela 7-6 — Estratégias de precos

Os resultados de um dos estigios sdao representados a seguir, para um
gerador com estratégia comportamental e dois sem estratégia comportamental.
Observamos na Tabela 7-7 que no perfil de equilibrio, estdo presentes as

estratégias comportamentais dos geradores existentes representadas como

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0220895/CA

estratégia de numero 1.

Caso Umido - Estagio 4
Gerador Hidro Gerador Termo P
Existente | Novo | REULNS
Perfil (1,5%,%,5%5(1,2,4))  (*,%52,5%*%(2,3,4)) ((2,4),(2,4),3,(3,4),*,*,1)
Perfil de Maximo Payoff Maximo 29,776.078 4,000.000 96,546.740
Payoff Minimo 28,683.529 0.000 670.000
Perfil de Perfil (1,1,1,1,5%,1) (1,1,1,1,%5,1) (1,1,1,1,5,1)
Equilibrio Payoff 29,776.078 651.779 9,930.180
Perfil de Perfil (1,1,3,3,%, 1) (1,1,3,3,%, 1) (1,1,3,3,%, 1)
Cooperacao Payoff 29,776.078 936.628 51,558.112

Tabela 7-7 — Resultados do jogo de compra e venda de energia no quarto ano da série

umida
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Para todo o periodo de estudo os resultados podem ser visualizados abaixo.

Caso Umido - Periodo de Estudo
Gerqdor Hidro Gerador Termo Distribuidora

Existente | Novo |
Perfil (1,4,%,%,%*1) (*,%,2,%,*,%,3) (1,1,3,(3,4),(3,4),(3,4),1)
Perfil de Maximo Payoff Maximo 153,568.235 16,000.000 300,254.136
Payoff Minimo 148,241.176 0.000 3,952.000
Perfil de Perfil 1,1,1,1,1,1,1) 1,1,1,1,1,1,1) 1,1,1,1,1,1,1)
Equilibrio Payoff 152,637.776 1,955.336 50,444.096
Perfil de Perfil 11,111,111 (1,1,1,1,1,1,1) (1,1,1,1,1,1,1)
Cooperagéo Payoff 152,637.776 1,955.336 50,444.096

Tabela 7-8 — Resultados do jogo de compra e venda de energia para todo o periodo da série
umida

As estratégias comportamentais continuam fazendo parte do perfil em
equilibrio mais atrator. E as estratégias de precos mais baixos, como esperado,
formam o perfil de equilibrio em época de excesso de oferta.

Os pregos spot, a percep¢ao de pregos de cada jogador e os pregos teto em
cada leildo estdo mostrados na tabela abaixo em unidades monetaria $.

Observamos cenarios de precos baixos no mercado de curto prazo e os
geradores ofertando energia a pregos ligeiramente mais baixos que os precos teto

dos leildes para garantir seus contratos.

Pregos - Caso Umido - Periodo de Estudo
Estagio 1 Estagio2 Estagio3 Estagio4 Estagio5 Estagio 6
A-1 90.00 95.00 100.00 105.00 110.00
Precgo Teto A-3 130.00 140.00 160.00
A-4 90.00
Pspot 20.00 20.00 20.00 20.00 20.00 20.00
Ger. Hidro. Ex. | 88.23 93.13 98.04 102.94 107.84
Ger. Hidro. Ex. Il 88.23 93.13 98.04 102.94 107.84
Percepcdode  Ger Term Novo | 70.00 70.00 70.00
preco Ger Term Novo Il 73.00 73.00 73.00
Ger Hidro Novo | 60.00
Ger Hidro Novo Il 65.00
Ger. Hidro. Ex. | 88.23 93.13 98.04 102.94 103.38
Ger. Hidro. Ex. Il 88.23 93.13 98.04 102.94 103.38
Preco de Ger Term Novo | 69.70 - -
Contrato Ger Term Novo II - - -
Ger Hidro Novo | 60.00 - -
Ger Hidro Novo Il - - -

Tabela 7-9 — Precos usados na série umida
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Por outro lado a distribuidora contribui para o perfil em equilibrio dando
preferéncia a energia mais imediata vinda das usinas hidroelétricas existentes,
desde que percebe nao haver riscos de racionamento.

Os graficos dos despachos ao longo do periodo de estudo, dos niveis de
volume dos reservatorios existentes ¢ dos contratos firmados, estdo ilustrados nas

figuras abaixo.

Despacho - Série Umida

Ger Hidro Novo I
Ger. Hidro Novo |

500 -
8 Ger. Term. Novo Il
§ 400 - Ger. Term. Novo |
§ Ger. Term Exist.
300 - Ger. Hidro Exist. Il

Ger. Hidro Exist |
=0O==Demanda

Figura 7-54 — Demanda sendo atendida por ger. hidraulica em periodo imido

Volumes - Série Umida
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Figura 7-55 — Niveis dos reservatorio em elevagio em periodo com altas afluéncias
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Figura 7-56 — mostra a preferéncia por contratos de venda por precos mais altos em
periodos umidos onde os precos do mercado de curto prazo estao baixos

O segundo caso ¢ um caso caracterizado por afluéncias baixas e foi
chamado de Caso Seco.
Os resultados de um dos estigios sdao representados a seguir, para um

gerador com estratégia comportamental e dois sem estratégia comportamental.

Caso Seco - Estagio 4
Gerador Hidro Gerador Termo o
Existente | Novo | Distribuidora
Perfil (1,%5,%,4,5%.* P R B (2,2,3,1,5,%,(2,3))
Perfil de Maximo Payoff Maximo 64,240.000 11,000.000 92,980.000
Payoff Minimo 46,720.000 9,660.000 1,325.500
Perfil de Perfil (1,1,4,3,**,* (1,1,4,3,** (1,1,4,3,**,*
Equilibrio Payoff 61,320.000 9,660.000 7,035.000
Perfil de Perfil (1,1,4,3,*%,* (1,1,4,3,** (1,1,4,3,**,*
Cooperagao Payoff 61,320.000 9,400.000 7,035.000

Tabela 7-10 — Resultados do jogo de compra e venda de energia no quarto ano da série seca

Observamos que no perfil de equilibrio, estdo presentes as estratégias
comportamentais dos geradores existentes representadas como estratégia de

numero 1.
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Como existe previsdo de racionamento e de pre¢os no mercado de curto
prazo, os geradores termoelétricos novos preferem estratégias de precos mais
elevados como as estratégias 3 ou 4.

Para todo o periodo de estudo, os resultados podem ser visualizados na
proxima tabela. As estratégias comportamentais continuam fazendo parte do perfil

em equilibrio mais atrator.

Caso Seco - Periodo de Estudo

Gerador Hidro Gerador Termo Novo N
) Distribuidora
Existente | |
Perfil (1,754,777 (*,*,4,4,7%%) (2,2,3,1,1,1,(2,3))
Perfil de Maximo Payoff Maximo 316,040.000 44,000.000 299,777.000
Payoff Minimo 269,120.000 40,110.000 11,248.500

Perfil de Perfil (1,1,4,3,(3,4),(3,4),) (1,1,43,(3.4),(3.4),") (1,1,4,3,(3,4),(3,4),”)
Equilibrio Payoff 308,220.000 40,110.000 36,791.000
Perfil de Perfil (1,1,4,3,(3,4),(3,4),) (1,1,43,(3.4),(3.4),") (1,1,4,3,(3,4),(3,4).”)
Cooperagao Payoff 308,220.000 40,110.000 36,791.000

Tabela 7-11 — Resultados do jogo de compra e venda de energia em todo o periodo da série
seca.

Os pregos spot, a percep¢ao de pregos de cada jogador e os precos teto em

cada leildo estdo mostrados na tabela abaixo em unidades monetaria $.

Precgos - Caso Seco - Periodo de Estudo
Estagio Estagio Estagio Estagio Estagio Estagio

1 2 3 4 5 6
A-1 90.00 95.00 100.00 105.00 110.00
Preco Teto A-3 130.00 140.00 160.00
A-4 90.00
Pspot 160 160 160 160 160 160

Ger. Hidro. Ex. 95.74 101.06 106.38 111.70 117.02
Ger. Hidro. Ex. 95.74 101.06 106.38 111.70 117.02
Percepgao Ger Term Novo 210.00 210.00 210.00
de Precgo Ger Term Novo 166.00 166.00 166.00
Ger Hidro Novo  100.00
Ger Hidro Novo 110.00

Ger. Hidro. Ex. - - - - -
Ger. Hidro. Ex. - - - - -
Preco de Ger Term Novo - - -
Contrato Ger Term Novo - - -

Ger Hidro Novo -
Ger Hidro Novo -

Tabela 7-12 — Precos utilizados na série seca.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220895/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0220895/CA

Cap. 7 - ASPECTOS IMPORTANTES PARA A MODELAGEM MATEMATICA

264

Os graficos dos despachos ao longo do periodo de estudo, dos niveis de

volume dos reservatorios existentes € dos contratos firmados estdo ilustrados nas

figuras abaixo.

Despacho
B [6)]
o o
o o
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o
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Ger. Hidro Novo |
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Ger. Term Exist.
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Figura 7-57 — Atendimento completo 2 demanda necessitando de ger. Térmica em periodos

secos
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Figura 7-58 — Niveis de volumes decrescentes durante o periodo seco

Volumes - Série Seca
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Para a série seca, como os precos spot em todos os periodos sdo altos, os
vendedores preferem vender no mercado de curto prazo e ndo fazem contratos.

O terceiro caso € caracterizado por uma variagao das afluéncias que alguns
estdgios sdo altos e em outros baixas, fazendo com que os volumes dos
reservatdrios oscilem. Este caso foi chamado de caso intermedidrio.

Os resultados de um dos estagios sdo representados a seguir, para um

gerador com estratégia comportamental e dois sem estratégia comportamental.

Caso Intermediario - Estagio 4
Gerador Hidro Gerador Termo s
Existente | Novo | Distribuidora
Perfil (1,1,4,(3,4),5,%,%,) **3,1,%,%,(2,3)) (2,2,3(3,4),*,*,1)
Perfil de Maximo  Payoff Maximo 56,480.00 2,320.00 95,419.12
Payoff Minimo 32,221.25 0.00 775.00
Perfil de Perfil (1,1,3,2,1,1,2) (1,1,3,2,1,1,2) (1,1,3,2,1,1,2)
Equilibrio Payoff 37,065.00 1,466.66 40,743.33
Perfil de Perfil (1,1,3,2,1,1,2) (1,1,3,2,1,1,2) (1,1,3,2,1,1,2)
Cooperacao Payoff 37,065.00 1,466.66 40,743.33

Tabela 7-13 — Resultados do jogo de compra e venda de energia no quarto ano da série
intermediaria.

Observamos que no perfil de equilibrio, estdo presentes as estratégias
comportamentais dos geradores existentes, representadas como estratégia de
numero 1.

Para todo o periodo de estudo os resultados podem ser visualizados abaixo.

Caso Intermediario - Periodo de Estudo

Gerador Hidro Existente | Gerador Termo Novo | Distribuidora
Perfil (1,%,4,(3,4),(2,3,4),4,4) (*,5,1,%,(2,3,4),(2,3,4),1) (2,2,3,(3,4),1,%,1)
Perfil de Maximo  Payoff Maximo 249.686,67 7.814,60 298.855,37
Payoff Minimo 193.690,00 1.800,00 8.617,48
Perfil de Perfil (1,1,1,1,1,) (1,1,1,1,1,1) (1,1,1,1,1,1)
Equilibrio Payoff 223.184,98 3632.50 46.805,20
Perfil de Perfil (1,1,3,3,1,1,1) (1,1,3,3,1,1,1) (1,1,3,3,1,1,1)
Cooperagéo Payoff 248.825,37 4.801,75 64.035,71

Tabela 7-14 — Resultados do jogo de compra e venda de energia em todo o periodo da série
intermediaria.

Também neste caso as estratégias comportamentais continuam fazendo

parte do perfil em equilibrio mais atrator.
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Os precos spot, a percep¢do de pregos de cada jogador e os precos teto em

cada leildo estdo mostrados na tabela abaixo em unidades monetaria $.

Pregos - Caso Intermediario - Periodo de Estudo
Estagio Estagio Estagio Estagio Estagio Estagio

1 2 3 4 5 6
A-1 90.00 95.00 100.00/ 105.00 110.00

Ger. Hidro. Ex. | 9574 9313 106.38 102.94 117.02%

Ger. Hidro. Ex. Il 95.74 101.06 106.38 111.70  107.84
Percepcdo de Ger Term Novo|  160.00 160.00 160.00 %
Preco Ger Term Novo Il 105.00 105.00 105.00

Ger HidroNovo | 60.00 7/ ///

Ger Hidro Novo Il 65.00

Ger. Hidro. Ex. | - 93.13 - 102.94

Ger. Hidro. Ex. Il - = - -
Preco de Ger Term Novo | - - 160.00 %
Contrato Ger Term Novo Il  105.00 105.00 105.00

Ger Hidro Novo | 60.00 W

Ger Hidro Novo Il 65.00

Tabela 7-15 — Preco utilizados na série intermediaria.

7

Os gréficos dos despachos ao longo do periodo de estudo dos niveis de
volume dos reservatorios existentes € dos contratos firmados estdo ilustrados nas

figuras abaixo.

Despacho - Série Intermediaria
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Figura 7-59 — Periodo onde ocorrem altas e baixas afluéncias
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Volumes - Série Intermadiaria
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Figura 7-60 — Niveis dos reservatérios oscilam
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Figura 7-61 — Existéncia de contratos, tanto das termelétricas quanto das hidroelétricas em
pouca quantidade

Os equilibrios de Nash nem sempre sdo conseqiiéncia da competi¢ao. Os
jogos evolutivos nem sempre evoluem para um equilibrio de Nash. Para que tais
equilibrios sejam alcancados € necessaria muitas vezes, uma equalizacio de forgas
através de normalizacdo da matriz de payoff.

No caso intermediario a matriz de payoff ¢ mal comportada, pois
contabiliza os lucros da maioria dos agentes em todos os 6 anos. Porém, para os
geradores de energia hidroelétrica nova, seus lucros s6 podem ser contabilizados
no sexto ano apos entrarem em funcionamento. Por isso os lucros dos outros

agentes tendem a ser muito maiores do que o dos geradores hidroelétricos novos.
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Tal fato proposital nos ajuda a ilustrar justamente o caso de matrizes de
payoff mal comportadas em que alguns jogadores apresentam payoffs muito altos
e outros payoffs relativos insignificantes.

Como conseqliéncia as orbitas andam muito mais velozmente em direcdo as
estratégias mais atratoras podendo capturar alguns jogadores em equilibrios

orbitais ad infinitum.

Caso Intermediario - Periodo de Estudo

Ger. Hidro Ger. Hidro Ger. Termo  Ger. Termo  Ger Hidro  Ger Hidro Distribuidora
Existente | Existente Il Novo | Novo Il Novo | Novo Il
i 1 1 1 1 1 * 1
Reilels Eapifiofe AL
Payoff 223,184.98 197,232.31 3,632.50 0.00 3,840.87 0.00 46,805.20
Perfil 1 1 3 2 * * 3
Perfil da dindmica  Payoff minimo 199,136.44 178,281.61 5,013.33 6,430.00 3,600.00 325.00 148,604.31
Payoff Maximo 203,873.58 182,840.76 5,466.66 7,535.00 3,600.00 2,600.00 157,747.27
Perfi de Cooperagéo IRezil i i g g i i t
Payoff 248,825.37 223,202.55 4,801.74 0.00 4,146.21 410.00 64,035.71

Tabela 7-16 — Resultados obtidos pela forca particular de cada jogador aplicada visando
atingir seus préprios interesses.

Em vez do perfil de equilibrio (1,1,1,1,1,%,1) é alcancado o perfil (
1,1,3,2,*,*,3), onde os geradores termo elétricos novos e a distribuidora alcangam
melhores payoffs. As estratégias comportamentais dos geradores hidro existentes
continuam neste perfil apesar dos payoffs para esses geradores serem menores.

Na Figura 7-62 é mostrada parte do espago de estratégias mistas com trés
dimensdes representadas pelas: estratégia 3 da distribuidora e pelas primeiras
estratégias de precos mais baixos dos geradores hidro novos.

Claramente vemos que os dois geradores termoelétricos novos e a
distribuidoras se beneficiam neste novo perfil de equilibrio, mais que no perfil de
cooperacao e observamos que as estratégias comportamentais dos geradores hidro
existentes continuam sendo as preferidas por esses agentes na competicdo. Apesar
da visdo de passividade que tem-se das distribuidoras na comercializagdo,
podemos observar uma situagdo em que a distribuidora se beneficiou com um
determinado tipo de estratégia que da preferéncia a compra de energia nova
térmica, que ¢ sua opgdo de estratégia 3, numa situagdo de incerteza hidroldgica,
ndo ficando exposta ao mercado de curto prazo.

Diante de tal cenario ndo ¢ interessante aos beneficiados cooperarem e por

1sso, tal estado final ¢ importante para a analise dos jogos.
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As matrizes de payoff ndo podem ser representadas graficamente por serem
de 7* dimensdo, porém nos estagios iniciais quanto estdo presentes apenas o
geradores existentes € possivel visualizar as superficies de payoff dos jogadores 1

e 2 como na Figura 7-63

Ger. Hidra Nowe |l e
Estratégia | Beeeee b

i Pl i -'-_:-L_.

04 .. ..__.:_. s

Ger, Hidro Nova | 0.4 06 ae
Estratégia 1 0.4 :
02 ‘g7 Distribuidora - Estraténia 3
Figura 7-62 — Convergéncia para equilibrio orbital

Payoff Gerador Hidro Existente | Payoff Gerador Hidro Existente 1

3

3
2 3

2 N Ger Hidra Ex Il Ger Hidra Ex |
1 1 1 Ger Hidro Ex Il

Ger Hidra Ex | 4

Figura 7-63 — Payoff dos jogadores 1 e 2 nos estagios iniciais

O grupo dos geradores térmicos, jogadores 3 e 4, possuem estratégias
numéricas intuitivas a respeito do preco de suas energias a serem parcialmente
comercializadas trés anos apods a ocorréncia do leilao. Quanto maior a perspectiva
de precos dos geradores, por exemplo na iminéncia de déficit, mais se
desinteressardo pela venda sob o preco de um leildo que ndo lhes pareca

adequado. Apds o ano de entrada da energia A, as termelétricas continuam
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expandindo suas capacidades até o sexto ano do periodo de estudo. Ja as duas
hidrelétricas previstas no cronograma de expansdo sO entregardo energia no
ultimo ano do periodo de estudo, ou seja, no sexto ano e suas estratégias, assim
como as dos geradores térmicos, também sdo numéricas e intuitivas e
desconectaras de qualquer fator conjuntural. O objetivo de estratégias tdo
simplificadas ¢ compara-las com as estratégias comportamentais dos jogadores
geradores hidro de energia que se comportam de acordo com o cenario vigente e
futuro.

Apoés as simulagdes modeladas especificamente para este trabalho em
Matlab podemos extrair do exemplo, como primeira conclusdo, que as estratégias
comportamentais tendem a se tornar estratégias mais estaveis formando perfis
dominantes ndo somente nos estdgios individuais, mas também durante todo o
periodo de estudo. Esta conclusdo vem do fato que, enquanto as usinas térmicas
apresentam para cada caso, estratégias diferentes nos perfis de equilibrio, como ¢
o caso do jogador 3, gerador termoelétrico novo I, que utiliza sua estratégia 4,
com um prego de $ 210,00 para sua energia no quarto estagio do caso seco , sua
estratégia 1, com prego de $§ 70,00 no quarto estdgio do caso umido e sua
estratégia 3, com preco de $ 160,00 no quarto estagio do caso intermediario,
mudando continuamente na tentativa de melhores resultados, os jogadores hidro
podem confortavelmente langar mao apenas da sua estratégia 1, comportamental,
em todos os estagios que se mantém nos perfis de equilibrio competitivo e
cooperativo. Este ¢ exatamente o maior objetivo de uma estratégia
comportamental, do ponto de vista da teoria dos jogos evolutivos, termos uma
estratégia que funcione bem perante os varios cenarios do jogo. Se todos os
jogadores possuirem uma estratégia comportamental eficiente, haverd um tunico
perfil de equilibrio mais atrator em todo o periodo de estudo em que muito
provavelmente cada estratégia comportamental serd responsavel tanto pelo maior
payoff esperado quanto pelo maximo payoff global.

A segunda conclusdo ¢ o visivel beneficio de estar nos equilibrios
competitivo, ou cooperativo. Quando se mantém nos equilibrios mais atratores, os
jogadores reduzem os riscos de obterem payoffs mais baixos. Como vemos nas
tabelas do exemplo, quando os jogadores tentam otimizar suas estratégias

individualmente correm o risco de baixos payoffs.
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Um modo sugerido para se calcular tais riscos seria observar a dependéncia
estratégica dos outros jogadores. Por exemplo, no primeiro estagio do caso
intermediario o gerador hidro existente I pode tentar qualquer uma de suas
estratégias e obter seu maximo payoff sem depender das estratégias dos outros.
Neste caso, o risco de ineficiéncia € nulo. Ja o gerador termo novo I, ao tentar
obter o seu payoff maximo de $ 2320,00, no quarto estagio, jogando sua estratégia
3, corre o risco de ter um payoff'de $ 0,00. No caso, para obter o payoff maximo, o
jogador 3 depende que jogador 4 jogue sua estratégia 1, e a distribuidora se utilize
antecipadamente ao leildo, ou da sua estratégia 2 que da preferéncia as hidro
existentes ou da sua estratégia 3 que da preferéncia as termos novas. Essa
dependéncia das estratégias alheias, incide num risco de ineficiéncia.

A propria ineficiéncia também deve ser considerada no célculo do risco,
pois se a diferenca entre os payoffs maximo e minimo for irrelevante a
dependéncia, dos outros jogadores serd considerada desprezivel. Como sugestdo

para a quantificacao da percepcao do risco escrevemos a seguinte formula:

i maximo payoff —minimo payoff
maximo payoff

Onde;

ri - ¢ o risco de ineficiéncia que deve ser medido, ndo por probabilidades de
acontecer algo indesejavel, mas que deve ser medido pela profundidade da
influéncia negativa no payoff maximo

mdximo payoff — & o payoff obtido pela otimizacao individual.

minimo payoff — ¢ payoff minimo possivel ao jogador, quando ele joga sua
estratégia de maximo payoff.

Outro célculo sugerido para o risco seria em termos da probabilidade do
jogador obter baixos payoffs ao jogar sua estratégia de maximo. Esta ineficiéncia
dependeria da probabilidade do outro jogador jogar uma estratégia que implicasse
num baixo rendimento do primeiro jogador. Por exemplo, no caso do jogador 3,
que pode nao lucrar nada caso o jogador 4 (termo nova II) ndo jogue sua estratégia
1 e o jogador 7 (distribuidora), que ndo compete pela venda mas faz parte do
processo ndo jogue, ou sua estratégia 2, ou sua estratégia 3. No caso do jogador 4,

ele provavelmente jogara sua estratégia 2 no quarto estagio, pois essa € justamente
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sua estratégia de maximo payoff ¢ de equilibrio mais atrator. O jogador 7, por sua
vez, muito provavelmente, jogard a estratégia 2, pois € esta sua estratégia que
compde o perfil de equilibrio mais atrator, ou jogard a sua estratégia 1 que lhe
beneficiara com o maximo payoff.

Como terceira conclusdo temos que se estratégia comportamental pode ser
eficiente para todos os estagios, o serd também na contabilizacao total do periodo
de estudo. Como vimos, a estratégia 1 do jogador 1, estd bem afinada para ser
jogada em todos os estagios, pois ¢ esta a estratégia do jogador 1 que estd sempre
presente no perfil de equilibrio mais atrator.

Outras conclusdes dependentes do cenario serdo evitadas. A conjuntura €
quem vai definir qual ¢ a melhor estratégia que ira variar de caso a caso. Uma
estratégia especifica deve ser escolhida como a mais eficiente para um
determinado jogo.

Os resultados deste simples exemplo estd de acordo com Robert Axelrod’
que analisou racionalmente a interagao entre entidades humanas ou corporativas
num ambiente competitivo, considerando um periodo de tempo razoavelmente
longo e provou matematicamente que ndo existe nenhuma estratégia de
competicdo, por mais "esperta" que seja, capaz de trazer mais beneficios
reciprocos que a cooperagdo continuada entre as entidades participantes de
situagdes potencialmente conflituosas. O conhecimento prévio desse resultado
pode acelerar o progresso individual, institucional ou social, evitando desgastes,
desperdicios ou retrocessos, comumente observados em comunidades sub

desenvolvidas.

> Robert Axelrod é mais conhecido por seu trabalho interdisciplinar sobre evolugio da cooperagio,
¢ professor de ciéncias Politicas e Politica Publica na universidade de Michingan, tendo passado

por Berckley e Universidade de Chicago
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