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Espacos de Seqiiéncias

Neste capitulo introduzimos os principais ingredientes (alfabetos, lingua-
gens, seqiiéncias bi-infinitas, blocos) para a construgao de espagos de seqiién-
cias. Veremos alguns exemplos importantes de espagos de seqiiéncias, como os
espacos de blocos com e sem sobreposicao. Fecharemos o capitulo com o estudo
dos codigos de translacao de blocos, que nos levara ao estudo de fatores, que

terao um papel importante no estudo da entropia.

2.1
Seqiiéncias Completas

Informacgao é freqiientemente representada como uma seqiiéncia de sim-
bolos discretos de um conjunto finito. Por exemplo, um ntimero real pode ser
representado por uma seqiiéncia infinita de ntimeros naturais entre 0 e 9 da
sua expansao decimal. Ou por uma seqiiéncia de 0’s e 1’s da sua expansao
binaria. Por exemplo, computadores armazenam seqiiéncias de 0’s e 1’s, discos
de audio utilizam blocos de 0’s e 1’s. Em cada tipo de exemplo, existe um
conjunto finito A de simbolos que chamaremos de alfabeto. Os elementos de A
sao também chamados de letras e serao tipicamente denotados por a,b,c, ...
ou as vezes por digitos 0,1, 2, ..., quando isso é mais significativo. Expansoes
decimais, por exemplo, usam o alfabeto A = {0,1,...,9}. Nosso principal
objetivo é estudar as colecoes de seqiiéncias bi-infinitas de sim-bolos de um

alfabeto finito A. Tal seqiiéncia é denotada por z = (x;);cz ou por
rT=... 29 1TgX1To...,

onde cada z; € A. O sim-bolo z; é a i-ésima coordenada de x. Quando escre-
vemos uma seqiiéncia precisamos especificar quem é a "(0-ésima coordenada'.
Usaremos entao, o "ponto decimal"que separa x; com i > 0 dos x; com i < 0.
Por exemplo,

r=...010.1101...

onder 3=0,z 9=1,2 1=0,20=1,2, =1, 2o =0, 3 = 1, etc.

Denotaremos por A% o conjunto de todas as funcdes de Z no alfabeto A.
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Tais fungoes sao as seqiiéncias bi-infinitas de elementos de A.

Defini¢ao 2.1 (Espago de seqiiéncias completas e Aplicagao shift)
Seja A um alfabeto finito.

— Chamamos de A-seqiiéncia completa a colegio de todas as seqiiéncias

bi-infinitas de sim-bolos de A, que denotaremos por
A% = {2 = (2)iez : 7 € A, para todo i € L}.

Cada elemento (segiiéncia) x € A” é um ponto da seqiiéncia completa.

— Dado r € N, dizemos que uma r-seqiiéncia completa (ou simplesmente r-
seqiiéncia) é uma seqiiéncia completa sobre o alfabeto {0,1,... r—1}. Os
pontos de uma 2-seqiiéncia completa sao também chamados de seqiiéncias
bindrias.

— Se A tem tamanho |A| = r, entdo existe uma correspondéncia natu-
ral entre a A-seqiiéncia completa e a r-seqiiéncia completa. Tal corres-
pondéncia € dada pelo fato de o alfabeto A possuir r sim-bolos em sua

colecao, caracterizando assim a r-seqiiéncia completa.

— A aplicacdo shift do espaco de segiiéncias completas A” em si mesmo é

definida por

o A — A%

x +— y=o(z); ondey; = xi.

Observe o seguinte diagrama:

a: - s x_3 x—Q x_l . xo xl :CQ x3 nue
K S S S S S
y: O'(LE) = ... 33_2 x_l LBO . 33'1 332 .”133 334

Pontos em uma seqiiéncia completa que retornam em si mesmos, apos
um numero finito de iteradas da aplicacao shift sao particularmente simples

de se descrever.

Definigao 2.2 (Ponto Periédico) Um ponto x € A% é periddico para a
aplicagao shift o, se existe n € N, n > 1, tal que o™(x) = x, neste caso
dizemos que x tem periodo n. Se o(x) = x, isto é n = 1, entdo x é chamado

de ponto fixo para o.
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2.2
Blocos

Introduziremos nesta secao as nogoes de blocos de sim-bolos consecutivos
e subblocos. Estes conceitos terao um papel importante na Sessao 2.3.

Um bloco b sobre o alfabeto A é uma seqiiéncia finita de sim-bolos de
A. Escreveremos o bloco b sem separar seus sim-bolos por vir-gulas ou outra
pontuagao. Assim, um bloco tipico sobre o alfabeto A = {a,b} aparecera na
forma aababbabbb. Isso é conveniente para incluirmos a seqiiéncia sem sim-
bolos, chamada de bloco vazio e denotada por e.

O tamanho (comprimento) de um bloco b, é dado pelo niimero de sim-
bolos que ele contém e é denotado por |b|. Assim, se b = biby...b; entao
6] = k. O bloco vazio ¢ tem tamanho 0. Um bloco b de tamanho k é
denominado k-bloco. O conjunto de todos os k-blocos sobre o alfabeto A é
denotado por A*.

Um subbloco b do bloco b = biby . ..b; € um bloco da forma b;b; ... b;
onde 1 <7 < j < k. Por convencao, o bloco vazio ¢ é um subbloco de qualquer
bloco.

Dados um alfabeto A, um ponto z = (z;) € A” e niimeros inteiros i, j
com i < 7, denotaremos o bloco de coordenadas de x da posicao ¢ a posicao 7,
por

x[i,j]:{yEAZ:yk:xk, para todo k=i,i+1,...,j}.

Usaremos as seguintes notagoes. Se i > j entao zf; € o bloco vazio e.

Definiremos
x[zﬂ) = x[i’jfl}'

Finalmente, a seqiiéncia infinita & direita de z; é definida por
Thoo) = {Y € A%y = 2, para todo k > 1}.
Similarmente,
T(oos) = 1Y € A"y = 2, para todo k < i}

é a seqiiéncia infinita & esquerda de x;.

Dois blocos b e a podem se juntar, formando um novo bloco ba. De-
nominaremos tal operacao de juncao de blocos. Mais precisamente, se b =
bi,bg,...,bp € @ = aj,as,...,a, o bloco ba é by,bs,...,bg,a1,0a9,...,a,. Ob-
serve que o tamanho |ba| do bloco ba é |b| + |a]. Por convencao, se ¢ é o bloco
vazio entao eb = be = ¢, para todo bloco b. Observe que a jungao de blocos

nao é comutativa (em geral).
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Se n > 1 (n pode ser infinito), definimos b" como bb---b, onde
consideramos a juncao de b com ele proprio n vezes. Se n = 0, por convencao,
escrevemos b? = e.

Usando a linguagem de blocos para caracterizar os pontos periodicos de

uma aplicacao shift:

Observacao 2.3 Uma seqiiéncia x tem periodo n se, e somente se, existe um

bloco b de tamanho n tal que x = b*.

2.3
Espacos de Seqiiéncias

As seqiiéncias de sim-bolos que iremos estudar sao freqiientemente objeto
de restricoes. Nesta sessao iremos introduzir a nocao fundamental de espacos
de seqiiéncias, que serd o subconjunto de pontos do espaco de seqiiéncias
completas que satisfazem um conjunto finito de restrigoes.

Consideremos um alfabeto finito A e uma colecao de blocos 3 sobre o
alfabeto A. Para tal 9, definiremos Xy como a colegio de seqiiéncias z em A”
tais que # € Xg se, e somente se, z nao contém nenhum bloco de ‘B, isto é,

para todo par i,j € Z com 1 < j se verifica que x[; ; nao pertence a colegao

P.

Definigao 2.4 (Espago de Seqiiéncias) Considere um alfabeto finito A e
um conjunto de blocos B definido sobre o alfabeto A. O espaco de seqiiéncias
associado a colegao de blocos B é um subconjunto X do espago de seqiiéncias
completo A” tal que X = Xq. Neste caso, dizemos que B € o conjunto de
restri¢oes ou de blocos proibidos do espa¢o X = Xgp.

Quando um espaco de seqiiéncias X estd contido em outro espaco de

sequéncias Y, dizemos que X € um subespaco de Y .
A seguir veremos alguns exemplos.

Exemplo 1 Se X ¢ o espago de seqiiéncias completo A”, basta tomarmos
B = 0 para obter X = Xy. Isto reflete o fato de que nao existe nenhum tipo

de restricao sobre X.

Exemplo 2 (Shift de ouro) Seja X o conjunto de todas as seqiiéncias bind-
rias, onde nao € permitido a seqiiéncia de dois 1’s consecutivos. Considerando
0 bloco P = {11}, obtemos X = Xy. Este espaco de seqiiéncias é chamado de

shift de ouro. Este exemplo terd um importante papel nesta dissertacao.
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Exemplo 3 (Shift par) Seja X o conjunto de todas as seqiiéncias bindrias
tais que entre qualquer par de 1’s existe um niumero par de 0’s, em particular,
nao existem dois 1°s consecutivos. Neste caso, a colegao de blocos proibidos P
€ dada por

{10*"*11 : n>0}.

Temos assim X = Xg. Este exemplo é naturalmente chamado de shift par.

24
Linguagens

As vezes é mais facil descrever um espaco de seqiiéncias especificando os
blocos que sao permitidos, ao invés de especificar os blocos proibidos, como
nos casos acima. Esta abordagem leva naturalmente a nocao de linguagem de

um espaco de seqiiéncias.

Defini¢ao 2.5 (Linguagem de um Espaco de Seqiiéncias) Seja X um
espaco de seqiiéncias definido sobre um alfabeto finito A. Denotaremos por
B,(X) o conjunto de todos n-blocos que ocorrem em pontos de X. A lingua-

gem de X € dada pela cole¢ao

Se um bloco b pertence a linguagem L(X), dizemos que o bloco b se encontra

em X. Neste caso, eristem nimeros inteiros i e j, 1 < j, tais que b = xy; .
Veremos as linguagens de alguns exemplos:

Exemplo 4

— O espago completo de seqiiéncias de dois sim-bolos 0 e 1 tem linguagem

{¢,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011, 100, . . .}.

— O shift de ouro tem linguagem

{e,0,1,00,01, 10,000, 001,010,100, 101, 0000, . . .}.

Observamos que dado um alfabeto finito A, nem toda colecao de blocos

de A”Z ¢ uma linguagem de um espaco de seqiiéncias definido sobre A. Por
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exemplo, tome o bloco b =10 sobre o alfabeto A = {1,0} com cole¢ao de

blocos proibidos 8 = {11} e observe que os conjuntos de blocos
{e,10,110,1110,11110,...,11111...1110,...}

nao formam uma linguagem sobre um espaco de seqiiéncias, pois seus sim-bolos
a partir do sim-bolo 110 em diante sao proibidos.

A seguinte proposicao caracteriza as colecoes de blocos que sao uma lin-
guagem e mostra as familias de blocos que fornecem uma descricao alternativa

de um espaco de seqiiéncias.

Proposigao 2.6 (Caracterizacao das linguagens) Considere um alfabeto

finito A e um espaco de seqiiéncias X definido sobre A.

1. Seja L(X) a linguagem de X. Seja b um bloco em L(X), entao

a) todo subbloco a de b pertence a linguagem L(X),

b) existem blocos nao vazios a e ¢ em L(X) tais que abc € L(X).

2. As linguagens de um espaco de seqiiéncias estao caracterizadas pelas
condigoes no item (1): se L € uma cole¢ao de blocos sobre o alfabeto
A, entao L € a linguagem de algum espaco de seqiiéncias X definido

sobre A se, e somente se, L satisfaz a condi¢ao do item (1).

3. A linguagem de um espaco de seqiiéncias determina o espaco de seqiién-
cias:

LX) = L(Xx)e), X =Xexye

Prova: Provaremos primeiro o item (1a). Consideramos um bloco b € L(X).
Entao, necessariamente, o bloco b encontra-se em algum ponto z € X: existem
iej,1 < j,tais que b = z}; ;. Portanto, por definigdao, todo subbloco a de
b encontra-se em z, assim a estd em L£(X). Acabamos de mostrar que todo
subbloco de b pertence a L£(X).

Para provar o item (1b), lembre que b = x; j;, para certos 4, j € Z, onde
1 < j. Escolhemos agora k,l € Z tais que k£ <i—1 < j+ 1 < [. Observamos
que os blocos a = ;1] € ¢ = 2[j4+1,) também pertencem a £(X). Finalmente
observamos que

abec = Tk,

é um bloco que pertence a £(X). Assim, mostramos a existéncia de dois blocos

nao vazios a e ¢ € L£(X) tais que a jungao abe € L(X).
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Para provar o segundo item considere uma colecao de blocos £ que
satisfazem as condigdes no item (1). Consideramos o conjunto de blocos B = L€
e consideramos o espaco de seqiiéncias X = Xgp com blocos proibidos em .
Mostraremos que £ ¢ a linguagem do espago de seqiiéncias L(X) = L(Xgp).

Veremos primeiro a inclusao £(Xy) C £. Suponhamos b € £(Xg). Entao
b se encontra- em algum ponto de Xz = X .. Por defini¢ao, b nao pertence
L¢, isto é , b € L. Provamos assim a inclusao £(Xy) C L.

Para ver a inclusio £ C L(Xg) consideramos um bloco b =
oLy ... Ty € L. Aplicando repetidamente o item (1b), encontramos infini-
tos sim-bolos z; com j > m e infinitos sim-bolos z; com 7 < 0 tais que o
ponto x = (x;)icz € AZ verifica que x5 € L para todo i < 0ej > m.
Pelo item (1a) todo subbloco de x = (x;);cz estd em L. Por defini¢ao, o ponto
x € Xy = Xge, pois o bloco b se encontra em z. Portanto, b € L(Xgy),
provando que £ C L(Xgy).

Para provar o item (3), observe que um espaco de seqiiéncias possui
uma tunica linguagem. Considere agora uma linguagem L. Pelo item (2),
esta linguagem determina um espaco de seqiiéncias X c cuja linguagem é L.
Devemos ver que se X é um espaco de seqiiéncias cuja linguagem é L entao
X = X,e.

Considere x € X. Entao, nenhum bloco contido em = pertence a £(X)¢,
pois L(X) contém todos os blocos que encontram-se em pontos de X. Portanto
x € Xg(x)e e isto mostra que X C X(x)e.

Reciprocamente, como X é um espaco de seqiiéncias, temos que existe
uma colegao de blocos B tal que X = Xp. Se x € X (x), entao todo bloco em
x deve estar em L£(X) = £(Xg) e ndo pode estar em PB. Portanto, x € Xy,
provando que X = Xg O X (x)c. Obtemos assim o resultado final X = X (xe.
O

O item (3) da Proposi¢do 2.6 mostra que, embora possamos descrever
um espaco de seqiiéncias X por uma diferente colecao de blocos proibidos,
como por exemplo o shift de ouro que pode ter mais de uma colecao de
blocos proibidos, basta observarmos que as colecdes P = {11}, P = {111} sio
proibidas em tal shift, existe uma grande colecao £(X)¢, que é o complemento
da linguagem de X.

Em primeiro lugar, observamos que dado um subconjunto X de um
espaco de seqiiéncias podemos definir o conjunto £(X). Uma conseqiiéncia

util do item (3) da Proposigio 2.6 é o seguinte corolario:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421035/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0421035/CA

Espacos de Seqiiéncias 18

Corolario 2.7 Sejam A um alfabeto finito e X um subconjunto do espaco
de seqiiéncias completo definido sobre o alfabeto A. Entao X € um espaco de
seqiiéncias se, e somente se, uma seqiéncia v € A” pertence a X se, e somente
se, todo subbloco zy; ;) € L(X).

Prova: Observamos que para toda seqiiéncia x € X se verifica que todo
subbloco z; j pertence a £(X) entdo X = Xye. O reciproco é imediato e segue

de Proposicao 2.6. a

Defini¢ao 2.8 (Espago de seqiiéncias irredutivel) Um espaco de seqiién-
cias X € irredutivel, se para todo par ordenado de blocos uv € L(X) existir

um bloco vo € L(X) tal que urwv € L(X).

2.5
Espacos de seqiiéncias de blocos

Nesta sessao iremos construir novos tipos de blocos em um determinado
espaco de seqiiéncias.

Seja X um espaco de seqiiéncias sobre o alfabeto A. Consideramos os
conjunto B (X) de todos os N-blocos permitidos no espago de seqiiéncias X
e consideramos o novo alfabeto Ax!" = B (X). Observamos que se A & um
alfabeto finito com k sim-bolos, entdao Ax™! tem no méximo k¥ sim-bolos.
Portanto, Ax™ é um alfabeto finito.

Consideramos agora Ax™ como um alfabeto e definimos o espaco de

seqiiéncias completo (Ax™)Z sobre Ax™,

25.1
Seqiiéncias de blocos com sobreposicio

A transformacao de N-blocos com sobreposicao [y esta definida por
fy: X — (AX[N])Z, (BN(«T))M = X[ i+N—-1]-

Assim [y substitui a i-ésima coordenada de = pelo bloco de coordenadas de x

de tamanho N comecando na posicao .
Exemplo 5 A imagem de x = (x;)icz, em By tem a sequinte forma :

ﬁ: X — (.AX[N])Z

v (Ba(®))] = 2piies)
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onde
o T T2 T3 T4 L5
Tr_q T T T T3 Ty
Tr_9 Tr_q X T T T3
T_3 T_9 T_q o T i)

Defini¢ao 2.9 (Espago de seqiiéncias de N-blocos com sobreposic¢ao)
Seja X um espaco de seqiiéncias. O espaco de seqiiéncias de N-blocos com
sobreposicio XV de X ¢ a imagem XN = Bn(X) contida no espago de

seqtiéncias completo (.AX[N])Z definido sobre o alfabeto Ax™.
Na Proposicao 2.12 veremos que de fato X ¢ um espaco de seqiiéncias.

Defini¢ao 2.10 (Sobreposicao de blocos) Dados dois N-blocos
u:[U1U2...UN], U:[’Ulvg...UN],

dizemos que u e v se sobrepdem se uslz ... Uyx = ViU ...UN 1 (iSto €, 0 inicio

de v coincide com o final de u).

Note que no exemplo acima, os sim-bolos consecutivos de Ax™M se

sobrepoem.

Lema 2.11 Seja X um espaco de seqiiéncias definido sobre um alfabeto finito
A. Seja y € (Ax™NZ uma segiiéncia formado por N-blocos que verifica a

propriedade de sobreposi¢ao. Entao existe v € X tal que fy(x) = y.

Prova: Como y é uma seqiiéncia do espaco de seqiiéncias completo (AX[N])Z
formado por N-blocos que verifica a propriedade de sobreposicao segue da
defini¢ao 2.9, que y é a imagem [y (X) contida em tal espago de seqiiéncias.

Isto é, existe uma seqiiéncia x pertencente ao espaco de seqiiéncias X tal que

y = Bn(z).

Assim, concluimos a prova do lema. O

Exemplo 6 Seja X o shift de ouro do Exemplo 2 e considere N=2. Temos

que a colegcao de 2-blocos sobre o alfabeto Ax? ¢ dada por:
Ax? = {a =[00],b = [01],c = [10]}.
O espaco de seqiiéncias X2 tem como restricio a colegio blocos proibidos

B = {ac, ba, bb, cc}.
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Observe que se x € X e consideremos dois blocos consecutivos de tamanho 2,
[T, Xiv1] € [Tir1, Tigo] eles tem necessariamente sobreposi¢ao. A familia B €
exatamente a cole¢ao de todos os dois blocos sem sobreposi¢ao (note que nao é
possivel um bloco [11]. Por outra parte é imediato ver usando a transformag¢ao
B2 que os blocos aa, ab, bc, ca e cb acontecem. Por exemplo, € suficiente

considerar as imagens de pontos da forma
..000..., ...001..., ...010..., ...100..., ...101...,

respectivamente.

(V]

De fato, para ver que X"/ & um espaco de seqiiéncias devemos encontrar

seu conjunto de blocos proibidos.

Proposicao 2.12 O espaco de seqiiéncias de N-blocos com sobreposicao de

um espacgo de seqiéncias também é um espaco de seqiiéncias.

Prova: Sejam X um espaco de seqiiéncias sobre o alfabeto A e N > 1. Entao,
pela definicao de espaco de seqiiéncias, temos que existe uma colecao de blocos
proibidos B sobre o alfabeto A tal que X = Xg. Para provar que XMV ¢ um
espaco de seqiiéncias devemos construir sua colecao de blocos proibidos em
Ax™.

Criaremos uma nova colegao de blocos ‘i? sobre A, como segue. Se um
bloco b pertence a *3 e tem tamanho maior ou igual do que N entao ele também
pertence a ‘j3 Se um bloco b pertence a e tem tamanho estritamente menor
do que N entao ‘i? contém todos os N-blocos sobre o alfabeto A que contém
0 bloco b. Observamos que todo bloco de P tem tamanho maior ou igual a
N. Considerando a colecao ‘j3 obtemos um novo espaco de seqiiéncias que é
Y =Yg ~

Para cada bloco a = [ajas---ay] € P, m > N, considere o seguinte

(m — N + 1)-bloco sobre o alfabeto A" obtido considerando sobreposigoes:

ﬁ(a)[N} = [[a1as - - -an][azas - - ani1] - [GmoNp1Gm-NG2 -+ ).

Seja P o conjunto de todos os blocos sobre o alfabeto AY da forma s(a)l"]
para algum bloco a € .

Considere b € 8 um bloco de tamanho menor do que N e a um bloco de
‘j3 obtido a partir de b. Observe que esta construcao implica o seguinte: existe

algum bloco (de tamanho exatamente N) de s(a)Y que contém b.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421035/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0421035/CA

Espacos de Seqiiéncias 21

Afirmacéo 2.13 XM C Yy, .

Prova: Consideramos uma seqiiéncia (a;);cz € X, Por definicdo, cada a; ¢
um N-bloco de X. Para provar a afirmacao é suficiente verificar que nenhum
dos blocos de (a;); pertence a familia ;. Suponha por absurdo que algum
bloco [a;, a;11, a; 1] pertence a PB. Entao, pela observagao precedente, existe j
tal que a; contem um bloco b de *B. Logo a; nao pode ser um bloco de tamanho

N de X, esta contradicao termina a prova. O

Observamos que pela definicao da transformacao [y, as seqiiéncias de
X[V também satisfazem a condicio de sobreposicao: se b; e b; 41 sdo dois blocos

(V]

consecutivos de uma seqiiéncia de X'/ entdo se b; = [by, bo, ..., by _1,by] entdo

bi1=[b2,...,bn_1,bn,bny1]. Portanto, se tomarmos o seguinte conjunto
Po={uw:uec AV, v € AV, onde ue v ndo tém sobreposicio}.

Logo, como as seqiiéncias de X!V tem sobreposicdo obtemos X!V C Y, .
Assim concluimos que
N
XN C Vg, N Vg,

Afirmacao 2.14
Y, N Y, = Yip,ups.

Prova: Temos que as colecoes de blocos proibidos B e By satisfazem as

condicoes:

Pi CTP1UPy, e Py C Py UPs.

Observamos que se uma seqiiéncia y pertence a Yy up, entdao nao contém
nenhum bloco de 3y U Py, em particular, nao contém nenhum bloco de ;.
Portanto, Yy, up, C Yiy,. De maneira andloga, obtemos o mesmo resultado

para o espago de seqiiéncias Yip,, isto é, Y, up, C Yi,. Assim concluimos que
Y‘BlU‘B2 C Y‘Bl N Y‘B2

Reciprocamente, suponhamos que y pertenca a interseccao dos espagos
de seqiiéncias Yy, N Yi,. Logo, y € Yy, e y € Yy,. Portanto, y nao contem
nenhum bloco de 31 nem nenhum bloco de Psy. Assim, nao contem nenhum
bloco de B U Py. Logo y € Y, ugp, - O

Portanto, da afirmacao obtemos

Xl - Y‘B1 UBs -
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Afirmamos que, de fato, XV = Yi up,. Para obter a inclusio Y, p, C
X[V consideramos uma seqiiéncia y € Yi,up,.- Como y verifica a condicao de
sobreposicao, pelo Lema 2.11, existe um ponto z do espaco de seqiiéncias A%
tal que fy(z) = y. Afirmamos que z € X = Xy, em tal caso, por definicao,
y e XV,

Suponhamos, por absurdo, que x ¢ X. Em tal caso, x contém um bloco
proibido b que necessariamente esta contido em algum bloco de ‘i? Conside-
remos agora $(a)”, um bloco formado por N-blocos. Por definigio, s(a)" esta

contido en Py e é um bloco de 3, isto é absurdo. Concluimos assim a prova. O

2.5.2
Seqiiéncias de blocos sem sobreposicao

Na Secao 2.5.1 estudamos o espaco espaco de seqiiéncias X de blocos que
se sobrepoem. Podemos fazer o mesmo tipo de construcao com blocos que nao
se sobrepoem, que nos levara a nocao de espaco de seqiiéncias de N-blocos.

Dado um alfabeto finito A e um espaco de seqiiéncias X definido sobre

A. A transformacgao de N-blocos 7y esta definida por
IN: X — (AX{N})Z; (’YN(iE))[i] = T[iNiN+N-1]-

Assim, vy divide a seqiiéncia x em blocos de tamanho N consecutivos, e retine

os diferentes pedacos em um ponto do espaco de seqiiéncias Ax” .

Exemplo 7 A imagem de x = (x;);ez € X por 74 tem a forma

i X — (AxHE 2 (@) = Tpiies)s

onde
T—9 T_s5 T_1 T3 x7 Tn
. T_10 T_¢ T_2 T2 Te T10
Ya(x) = ... .
T_11 X7 Z_3 X1 Ty Ty
T_12 T_g T4 To Ty xg

Note que neste exemplo os sim-bolos consecutivos nao se sobrepoem, diferen-

temente do exemplo 5.

Defini¢ao 2.15 (Espago de seqiiéncias de blocos sem sobreposi¢ao)
Seja X um espaco de seqiiéncias definido sobre um alfabeto finito A. O es-
paco de seqiiéncias de N-blocos sem sobreposicao XV de X ¢ a imagem
XM = yy(X) contida no espago de seqiiéncias completo (Ax™)? sobre
Ax N
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Exemplo 8 Sejam X o shift de ouro do FExemplo 2 e N=2. Temos que a

cole¢ao de 2-blocos sobre o alfabeto A ¢ dada por:
Ax® = {a =00, b=01,¢c=10}.

Vejamos que X12} tem como restricao a colecao P = {bc}. Obviamente como
seqiiéncias que contém be = 0110, sao seqiiéncias que contem o bloco proibido
{11} temos que {bc} C B. Por outra parte, usando a transformagao vy, temos

que o0s blocos
aa = 75(...0000...), ab=r,(...0001...), ac=(...0010...)

ba =75(...0100...), ca=rs(...1000...), ¢b=r(...1001...),

cc = 7(...1010...),

portanto, estes blocos acontecem.

Usando argumentos analogos aos da prova da Proposicao 2.12 obtemos

o seguinte:

Proposicao 2.16 O espaco de seqiiéncias de N-blocos sem sobreposicao de

um espaco de seqiiéncias também é um espaco de seqgiiéncias.

2.6
Cédigos de Translacdo de Blocos

Suponhamos que x = (z;);ez € uma seqiiéncia de sim-bolos em um espago
de seqiiéncias X sobre um alfabeto finito A. Podemos transformar a seqiiéncia
x em uma nova seqiiéncia y = (y;);ez sobre um outro alfabeto finito U, da
seguinte maneira. Fixemos dois ntimeros inteiros m e n. Para calcularmos a
1-ésima coordenada y; da seqiiéncia transformada, usaremos a funcao ¢ que
depende do bloco [T mTi—mi1 - Tizn_1Titn] de tamanho (n +m + 1) de z.
Obtemos assim uma fun¢io @ : By, 11(X) — U, chamada de (m +n + 1)-
aplicagao de blocos, definida entre o espago dos (m + n + 1)-blocos permitidos

em X e os sim-bolos em U. Denotaremos tal fungao por,
Yi = C([TimmTicmir = Tign)) = P(T[mitn))- (2-1)

Usando a funcao ®, podemos definir uma aplicacao

¢ =0 X U, dM(z) = (y)iez, onde  y; = V(Tpom,iin)-
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Defini¢ao 2.17 (Codigo de translagdo de blocos) Sejam X um espago
de seqiiéncias sobre o alfabeto A e ®: Byini1(X) = U uma (m +n + 1)-

aplicacao de blocos. Entao a aplicacao
omnl: X - U”, ¢(x) = (yi)ier, onde y;= Q(L[i—mitn])-

¢ chamada de codigo de translagao de blocos, com memdria m e antecipacao

n, induzida por P.

A Figura 2.1 ilustra a acdo de um codigo de translacao de blocos.

Xz X i €T T

-m-1|*i-m -m+1l ... i+n-1 xi+n, i+n+l """

Figura 2.1: Cédigo de Translagao de Blocos

Os exemplos mais simples de codigos de translacao de blocos sao aqueles
que nao possuem nem memoria nem antecipagao, isto é, m = n = 0. Aqui, a
1-ésima coordenada da imagem de x depende somente de z;. Tais cddigos sao

chamados de 1-codigos.

Proposicao 2.18 Sejam X e Y espagos de seqiiéncias. Se ¢ : X — Y € um

codigo de translagao de blocos, entao poox = oy oo, isto €, o sequinte diagrama

X X
cb‘ \cb
Y Y

€ comutativo.

O-X
—_—>

Oy

Prova: Suponhamos que ¢ tenha memoria m e antecipacao n, isto é, ¢ é
induzida por uma aplicacao de blocos @ : B,,.,.1 — U. Para © € X, temos,

pela definicao de ¢,

(oy ©9)(2); = ¢(2)it1 = P(Lfit1-mit14n)-
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Por outro lado, observe que, pelas defini¢oes de ¢ de oy,

(poox)(x); = ¢plox(x))i = ®((0x (7)) li—mitn) = P(Tli—mt1itnr1))-

Assim, provamos a comutatividade do diagrama acima. O

Definigao 2.19 (Fatores)

— Se um codigo de translacao de blocos ¢ : X — Y € sobrejetivo dizemos

que ¢ € um fator de X em Y.

— Dizemos que um espaco de seqiiéncias Y €é um fator do espaco de

seqiiéncias X se, existir um fator ¢ : X —Y de X em Y.

Definicao 2.20 Um codigo de translagao de blocos ¢: X — Y € uma conju-
gacao de X em Y se ¢ € inversivel. Dois espacos de seqiiéncias X e Y sao

conjugados (escreve-se X ~Y ) se erxistir uma conjugacao de X em Y.

A seguir veremos que dado um cédigo de translagao de blocos ¢ : X — Y,
podemos extender o espaco de seqiiéncias X a um espaco de seqiiéncias
conjugado X tal que seu codigo de translacao de blocos correspondente
¢: X =Y éum 1-codigo.

Proposigao 2.21 Seja ¢ : X — Y um cddigo de translacao de blocos. Entao,
existem um espaco de seqiiéncias de N-blocos com sobreposicio X de X, uma
conjugacao v : X — X e um 1-codigo <;~5 X 5 Y tal que &o P = ¢ isto €, o

sequinte diagrama comuta.

Prova: Suponhamos que o codigo ¢ de translagao de blocos é induzido por
uma aplicagao de blocos ® que tem memoria m e antecipacao n. Consideramos
o conjunto U de simbolos formado pelos blocos de tamanho m +n + 1 de X,

isto &, U = B, 1n11(X). Definimos a aplicacdo

v X — Z/IZ, 7,/)(15)[z'] = Tli—m,...,i+n)
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Afirmamos que

77/) =0 Mo ﬁm—l—n—l—la

onde S,,1n41 € a transformacao de m + n + 1-blocos com sobreposicao de X,
Brntn+1(T)[i] = Tliign+m), veja a Secao 2.5. Posporemos a prova da afirmacao e
concluiremos a prova da proposicao.

Para provar a afirmacao é suficiente verificar que

Y(@) = (0™ 0 Brgns1(®))a-

Por definicao,
Zb(m)[i] = Z[i—m,...,i+n]-

Por outro lado, pela definicao de £, 141,

(0™ 0 Brmant1(@)lig = Brmant1(T))imm] = Tlimm,..imm4(m4nt1-1)] =

= X[i—m,...,i4+n]-

Assim, X = 1(X) = X[+ 6 um espaco de seqiiéncias, pois X m+n+1]
¢ um espaco de seqiiéncias de (m +n + 1)-blocos com sobreposi¢ao. Por outro
lado, como ¢ e [3,,1,+1 Sa0 conjugagoes, entao ¥ também é. Logo, existem
p 1Y 5 Xed: X =Y tal que ¢ = ¢ o1y L. Concluimos assim a prova da

proposicao. O

Uma conseqiiéncia da proposi¢ao acima é o seguinte teorema.

Teorema 2.22 Sejam X e Y espacos de seqiiéncias e ¢ : X —'Y um codigo

de translagao de blocos. Entao, a imagem ¢(X) é um espago de seqiiéncias.

Prova: Pela Proposicao 2.21, podemos assumir que o c6digo ¢ é um 1-codigo.
Seja @ uma aplicacao que induz o codigo ¢, isto é, ¢ = ®,,. Consideramos a

linguagem L£(X) de X e o conjunto
K={%(w):we LX)}

Pela Proposi¢ao 2.6, K é uma linguagem. Mostraremos que ¢(X) = Xy e
assim provaremos que a imagem do espago de seqiiéncias X é também um
espaco de seqiiéncias. Se x € X, entao, pela definicao de ¢, todo bloco em
#(X) estard em K e assim ¢(X) € Xye. Isto prova que ¢p(X) C Xe.
Suponhamos agora que y € Xy.. Pela definicao de codigo de translacao
de blocos, temos que, para cadan > 0, o (2n+1)-bloco central de y é a imagem

por ® do (2n + 1)-bloco central de algum ponto z(™ € X, isto &,
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Denotaremos por S o conjunto (infinito) das seqiiéncias 2™ construidas acima.
Usaremos S para encontrar x € X tal que ¢(x) = y. Seja A o conjunto de
sim-bolos de X (o alfabeto). Este conjunto é finito por hipotese. Definimos a
seguinte funcao:

0: S — A

™ [O](x(")):xfa).

Como A é finito, existem um simbolo kq do alfabeto e um subconjunto infinito
So de S tais que [0](z(™) = 2 = k, para todo z(™ € S,.
Consideremos A; o conjunto (finito) dos blocos de trés elementos formados

por simbolos de A e transformagao

[1] SO — ./41
™ [1)(2™) =T -

Raciocinando como acima, obtemos um subconjunto inﬁnito S1 € Sy e um

bloco ki de A; tal que [1)(z™) = xf )11} k1, para todo z(™ € S;.
Continuando este processo indutivamente, encontraremos para cada j >

1 um subconjunto infinito S; C S;_; e um bloco k' de tamanho 2j 41 tais que

todos os blocos centrais xf )J i sao iguais para 2™ € Sj.

Construimos indutivamente uma seqiiéncia x tal que x_; ; = xf";’ﬂ = k;.
Visto que S; C S;_1, temos que o (2j—1)-bloco central de de z_; jj € T[_j41-1)-
Observe que todo bloco em z € X esta em algum ponto z_;;j = E )] € L(X),
pois X é um espaco de seqiiéncias. Por outro lado, para cada j > 0 e X" € S;
temos que,

O(z_j) = (=) = 0" i) = Yimi)

tal que ¢(z) = y. Isso prova que Xx. C ¢(X) e assim concluimos a prova do

teorema. O
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