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5 Modelo Proposto

Para o estudo de problemas de inferéncia em que a informacao relevante € escassa,
vaga ou conflitante, e de problemas de decisdao cujas opg¢des também podem estar
incompletas, sdo necessarios modelos de probabilidade imprecisa. A probabilidade
imprecisa € um termo genérico para os varios modelos matemdticos ou estatisticos que
medem a possibilidade ou incerteza sem probabilidades numéricas exatas [28] [29].

Estes modelos incluem as func¢des de belief, capacidades de Choquet, ordenacdes
de probabilidade comparativa, conjuntos convexos de medidas de probabilidade,
probabilidades avaliadas por intervalos, medidas de possibilidade, medidas de
plausibility, expectativas ou previsdes superior e inferior, e medidas fuzzy [30] [31].

No caso dos modelos de probabilidade fuzzy, eles t€ém se baseado no conhecimento
prévio da forma da fun¢do de densidade de probabilidade [32] [33] [34]. Nestes casos, 0s
conceitos fuzzy servem para modelar os parametros das funcdes [35 - 44], ou no caso
discreto, os valores das probabilidades dos eventos [35] [45]. Mas como estimar
probabilidades fuzzy se os dados amostrais forem imprecisos e se, a0 mesmo tempo, nao

se tem conhecimento da forma da funcdo de densidade de probabilidade?

5.1. Notacao

Para facilitar a compreensao desta se¢do, a notacao utilizada € revista abaixo:
e Uma “barra” é colocada sobre uma letra para simbolizar um conjunto fuzzy (A,
a,etc.).
e Todos os conjuntos fuzzy apresentados a seguir sdo subconjuntos fuzzy dos
numeros reais.
e Se A éum conjunto fuzzy, entdo A(x)e[0,1] é a funcdo de pertinéncia de A

estimada para um numero real x.
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e Um o-cut de A, escrito como A[e], é definido como {x‘Z(x)Zx}, para

O<a<l.
e A[0] é definido separadamente como o fechamento da unido de todos os Ala],

O<ac<l.

Um ndmero fuzzy N é um subconjunto fuzzy dos nimeros reais que satisfaz:

N (x) =1 para algum x, isto €, ele é normalizado.

N[ é um intervalo fechado e limitado, para 0< o <1.
Para qualquer nimero fuzzy N, tem-se N[a]= [n, (@), n,()], para todo «,
descrevendo desta forma os intervalos fechados e limitados em funcao de a.
Define-se N >x (N = x) se n,(0) > x (n,(0) = x) para qualquer nimero real x. Da
mesma forma é definido N <x (N < x). Assim como A > B se A(x)> B(x) para todo
X.

Um numero fuzzy triangular 7 € definido por trés numeros q, <a, <a, cujo
grafico de y =T (x) € um tridngulo que tem como base o intervalo [a,, a,] e o vértice em

x=a, (T(az) =1). Assim, um nimero fuzzy triangular é denotado por T = (a,/a,lay) .

5.2. Aritmética Fuzzy com Restricoes Indispensaveis

A aritmética fuzzy padrao (secdo 3.2.5) ndo leva em consideracido restricoes
conhecidas quando da sua aplicacdo. Estas restricdes, referenciadas como restri¢des
indispensaveis, representam informacao adicional. Quando sdo ignoradas, como no caso
da aritmética fuzzy padrdo, os resultados obtidos possuem, em geral, deficiéncia de
informagao [46] [47].

No caso deste trabalho, uma restricdo indispensdvel para a aritmética fuzzy vem da
teoria da probabilidade. Para qualquer conjunto finito de eventos, é necessdrio que a
soma das probabilidades dos eventos seja sempre 1. Quando probabilidades numéricas

sdo aproximadas por probabilidades fuzzy, que sdo nimeros fuzzy definidos no intervalo
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unitdrio [0, 1], a soma destas probabilidades ndo € 1 pelas regras da aritmética fuzzy
padrdo.

Para lidar com probabilidades fuzzy de forma correta, o requisito de que elas
sempre adicionam exatamente 1, ndo importando o qudo precisas sejam, deve ser

acrescentado a aritmética fuzzy como uma restricao necessdria.

5.3. Probabilidade Fuzzy

A seguir € descrita a probabilidade fuzzy seguindo os conceitos introduzidos por

Buckley [35] [36] [37] [38].

5.3.1. Caso Discreto

Sejam X ={x,...,x,} um conjunto finito e P uma fun¢do de probabilidade

definida para todos os subconjuntos de X :

P({x,})=a,, 1<i<n, 0<a, <1 paratodoie Zai =1

i=1

X e P juntos formam uma distribuicdo de probabilidade discreta. No caso de uma
distribuicdo de probabilidade tradicional, todos os valores de a; devem ser conhecidos
com exatidao, ou seja, sdo ndmeros crisp. Porém, muitas vezes estes valores sio
estimados ou fornecidos por especialistas, sendo razodvel considerar que alguns valores
de a; sdo incertos e modelar esta incerteza através de ndmeros fuzzy. E importante
observar que nem todos os a; precisam ser incertos; alguns podem ser conhecidos com
exatiddo e possuir um valor crisp; ainda assim eles serdo representados por nimeros
fuzzy.

Diferentemente dos trabalhos sobre probabilidades imprecisas que empregam
probabilidades de segunda ordem, possibilidades, probabilidades superior e inferior, e
outros, na abordagem de Buckley [35] [36] [37] [38] nimeros fuzzy sdo utilizados para
modelar a incerteza em algumas das probabilidades, mas a aritmética fuzzy padrdo ndo é

aplicada para combinar as incertezas.
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A incerteza estd presente em alguns valores de a; mas nao ha incerteza no fato de
ser uma distribuicao de probabilidade discreta. Logo, sdo impostas as seguintes restri¢cdes

aos valores de a;:

Existe a, € a,[o] tal que Zai =1
i=1

Isto €, pode-se escolher a; em a[«], para todo ¢, de forma a se obter uma

distribui¢do de probabilidade discreta, ou, de outra forma, quaisquer que sejam os valores

de a; em a,[a], tem-se semprea, +---+a, =1. Esta € a base da aritmética fuzzy restrita
para este modelo de probabilidade fuzzy.
Seja A um subconjunto (crisp) de X; deseja-se calcular P(A). Supondo

A={x,....,x, }, 1<k <n, define-se [34]:

- k
PA)al={D a,S} (5.1
i=1

3

para todo 0<a<1 e onde S representa a proposicdo “a, € a,la], 1<i<n,

Zai =17. Esta € a aritmética fuzzy restrita deste problema, onde € importante notar
i=1

que:

antes de calcular a probabilidade na eq. (5.1), escolhe-se uma distribui¢do de

probabilidade discreta a partir dos oi-cuts.

P(A)[] ndo é a soma dos intervalos alo], 1<i<k; isto seria aritmética

intervalar.

P(A) é um nimero fuzzy e P(A)[] sdo os a-cuts de P(A).

A probabilidade fuzzy definida acima possui as seguintes propriedades [34]:
i) se ANB=@,entio P(A)+P(B)2> P(AUB);
i) se AcB, P(Alal=[p,(@).,p, @] e PBIal=p,(@),p,@)], entio

p.(@)<p,.(x)parai=1,2e 0<a<1;
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iii) 0< P(A)<1 paratodo A com P(@)=0, P(X)=1 (“um” crisp);
iv) P(A)+P(A")2 1 (“um” crisp), onde A” é o complemento de A;

v) quando ANB#Q, P(AUB)c P(A)+P(B)—P(ANB).

O exemplo abaixo ilustra como deve ser feito o célculo das probabilidades fuzzy a

partir da eq. (5.1) e da desigualdade da propriedade (i).
Exemplo:

Sejam n = 5, A={x,x,}, B={x,,x5}, ai = 0,2 para 1<i<5. Todas as
probabilidades sdo imprecisas exceto az; assim, sejam a, = a, =(0,1/0,2/0,3), a, =0,2 e

a, =as =(0,19/0,2/0,21) . Por definigao:

P(Aa] = {zzlai a,ealal, 1<i<5, Zslaizl}
= {cll=11+a2|aieﬁi[0(], 1<i<s5, l=la1+a2+a3+a4+a5=1}
logo:
P(A[0] = {a,+a,|a,eal0], 1<i<5 a +a,+a;+a,+a;=1)
= [Pa> Pol
onde:
p, = min{a, +a,|a[0]+a,[0]+a,[0]+a,[0]+a,[0] =1}

= max{min{q,[0]+a,[0]}; 1 -max{a,;[0]+a,[0]+a,[0]} }
= max{0,1+0,1;1-(0,2+0,21+0,21)}

= max{0,2; 0,38}

= 0,38

max min

a,[0]+a,[0]+a,[0]+a,[0] +a,[0] =1}

p,, = max{a, +a,

= min{max{q,[0]+a,[0]};1-min{a;[0]+a,[0]+a,[0]}}
= min{0,3+0,3;1-(0,2+0,19+0,19)}

= min{0,6; 0,42}

= 042

€ assim:
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P(AI0] = [p,, p..1=10.38,0,42]

Observe-se que P (A)[0] ndo é a soma dos intervalos a,[0]+a,[0]=[0,2,0,6] utilizando

aritmética intervalar.

Repetindo o procedimento para calcular P (B)[0]:

_ 5 5
PBlal = {D.a|acalal, 1<i<5 Y a =1
i=4 i=1
= {a4+a5|aiec_ti[a'], 1<i<5, a,+a,+a,+a,+a;=1}
logo:
P(B)[0] = {a,+aja,€al0], 1<i<5, a +a,+a,+a,+a;=1}
[Py1s Py ]
onde:
p,, = min{a,+as| a,[0]+a,[0]+a,[0]+a,[0]+a,[0]=1}
= max{min{a,[0]+a;[0]}; 1 -max{q,[0]+a,[0]+a,[0]}}
= max{0,19+0,19;1-(0,3+0,3+0,2} }
= max{0,38; 0,2}
= 0,38
p,, = max{a,+as|a,[0]+a,[0]+a;[0]+a,[0]+a[0]=1}

= min{max{a,[0]+a,[0]};1-min{q,[0]+a,[0]+a;[0]} }
= min{0,21+0,21;1-(0,1+0,1+0,2)

= min{0,42; 0,6}

= 042

Resultando em:

P(B)[0] = [p,.P,1=1038,0,42]

Repetindo mais uma vez o procedimento para calcular P(A U B)[0]:
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com:

Logo:

P(AUB)[a]

65

> 5
Dalaealal, 1<i<5 Ya =1)

i=1 i=

1
{al+a2+a4+a5|aieﬁi[a’], 1<i<5, a,+a,+a,+a,+a;=1}

P(AUB)[0] = {a,+a,+a, +a5| a,[0]+ a,[0]+ a,[0]+ a,[0] + as[0] =1}

= [pcl’pCZ]

min max

4,101+ a@,10]+a,[0]+a,[0]+ &[0l = 1)

min{a, +a, +a, +a;

max {min{a,[0]+ @,[0] +a,[0]+a,[0]}; 1 — max {@,[0]} }
max{0,1+0,1+0,19+0,19;1-0,2}

max{0,58; 0,8}

0,8

max min

max{a, +a, +a, +as| @[0]1+a,[0]+a,[0]+a[0]+,[0] =1}

min{max{a,[0]+a,[0]+a,[0]+as[0]}; 1 —min{a,[0]} }
min{0,3+0,3+0,21+0,21;1-0,2}

min{1,02; 0,8}

0,8

P(AUB)0] = [p,.p.,1=[08,0.8]=08

Verificando desta forma a propriedade (i):

P(A[0])+ P(B)[0]=[0,76, 0,84] > P(AuU B)[0]=0,8

A média fuzzy € definida por seus o-cuts:

k
alal={) xaS) (5.2)
i=1
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para todo O<a<1 e onde novamente S representa a proposicao

n
“aealal, 1<i<n, Y a, =1".

i=1

A variancia € por sua vez definida por seus o-cuts:
k n
Gla)=> (x,—i’a| S, u=> xa,) (5.3)
i=1 i=1
paratodo 0<a <1.

Exemplo:
Seja X ={0,1,2,3,4} com a,=a,=+, a =a,=(0,2/0,25/03) e a,=3.
Utilizando-se a eq. (5.2) para calcular a média fuzzy:
Ale) = {0a,+1-a,+2-a,+3-a,+4-a,|ay+a, +a,+a,+a, =1}
= (@, +2-343-a,+4 - L L+ +3+a,+L=1)
= (g, +3-a,+1 g +a,+i=1}
Notando que a, +a, =4 (a,+a,+a,+a,+a,=1 e a,+a,+a,=1%), ou seja, que

a, =+—a,, e substituindo na equagdo acima, obtém-se uma funcao apenas de a, :

dlal = a,+3-(3—a,)+1

= 2,5-2-3
= fi(a) (5.4)
Como
of|
L= -2<0
o, A
(]

a, =[0,2+0,05¢ ;0,3-0,05]

os limites do intervalo glo] =[x, (&), i, ()] podem ser calculados:
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p(@) = min{f,(@))
= fi(max(@})
= f,(0,3-0,05)
= 25-2-(0,3-0,05c)
= 19+0,la

(@) = max(f,@))
= f,(min{a})
= f,(0,2+0,050)
= 2,5-2-(0,2+0,05)
= 21-0la

Ou seja:

Hla]=[19+0la;21-0la)]=(1,9/2/2])

Utilizando-se a eq. (5.3) para calcular a variancia fuzzy:

67

G lal={LO0-pw)’ +a,(1- 1) +3Q2- )’ +a@,3— )+ (4—w?| a, +a, +a, +a, +a, =1}

Assim como na célculo de ff[«x], substitui-se na equacdo acima a, =
o’lal = wp’—S5u+7-8a, +4ua,
Utilizando o resultado da eq. (5.4) e substituindo i =2,5-2q,:

c’lal = 0,75+2a,-4a’
= fz(al)
Como:

o,

9o 2 287 = 0 = @ =025
dJa,

a, =[0,2+0,05¢;0,3-0,05«]

Os limites do intervalo &[] = [o,(@), 0, ()] podem ser calculados:

1
2

—-a;:
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M (a) = min{f,(a)}
= f,(0,24+0,05)
= £,(0,3-0,050)
= 0,99+0,02a-0,01a”

,Uz(a) = max{fz(al)}
= f,(0,25)
=1

Ou seja:
¢’ [a]=[0,99+0,020.— 0,010, 1]

A incerteza na variancia € que ela pode ser menor do que 1 mas nao maior do que 1.

5.3.2. Caso Continuo

Considere-se a funcdo densidade de probabilidade y= f(x;0) onde xeR e
0=(6,...,6 ) para os parametros 6., 1<i<n. Normalmente, estes pardmetros sio

estimados a partir de amostras aleatérias de uma populacio. Estas estimativas podem ser
um valor pontual ou um intervalo de confianga.

Para obter uma fun¢do densidade de probabilidade intervalar, os valores de ., ao
invés de estimativas com valores pontuais, sdo substituidos por intervalos de confianga.

Generalizando, a incerteza nos valores de ¢, é modelada utilizando-se um nimero fuzzy
para 6, e obtendo-se desta forma um funcdo densidade de probabilidade fuzzy.

Conseqiientemente, o-cuts dos numeros fuzzy produzem as funcdes de densidade de
probabilidade intervalares.

Em primeiro lugar, serd visto como manipular uma func¢do densidade de
probabilidade uniforme fuzzy, para em seguida estudar o caso da funcio densidade de

probabilidade normal fuzzy.

Uniforme Fuzzy

Seja a funcdo de densidade uniforme U(a,b), a < b, definida por:
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1 a<x<b

y=f(xa,b)= {”“ ’ (5.5)

0, caso contrdrio

Considera-se agora U(a,b) com nimeros fuzzy a e b no lugar dos parametros a e b.
Vale lembrar que hd incerteza nos valores extremos da densidade uniforme mas ndo no

fato de ela ser uma densidade uniforme. Isto quer dizer que, dado qualquer se al[a] e

tebla], s <t, tem-se U(s,t):

1 s<x<t

y=f(x;s,t)={:’ (5.6)

0, caso contrdrio

para todo 0< @ <1. A partir da eq. (5.6) é possivel determinar P[c,d], a probabilidade

fuzzy de se obter um valor dentro do intervalo [c,d].

Definicao: L(c,d; s,t) € o comprimento do intervalo [c,d]N[s,?]
Logo,
Ple.dlial = {EEeESD o atalre blal, s<t
t—s (5.7)

[p\(@), p,()]
paratodo 0<a <1.

Para calcular os o-cuts de P[c,d] definidos na eq. (5.7), calcula-se a probabilidade
de se ter um valor no intervalo [c,d] para cada densidade uniforme U (s,t), para todo
se ala] etodo te b[a], com s < 1.

O exemplo abaixo ilustra como deve ser feito o cdlculo das probabilidades fuzzy a

partir da eq. (5.7).

Exemplo:
Seja a=(0/1/2), b =(3/415) e [c,d]=[14]; deseja-se calcular a partir da eq.

(5.7) Ple.dll@]=[p, (@), p,(e)] onde:
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p, (@) :min{w‘ sealal,teblal, s <t}
-5

p, (@)= max{w‘ sealal,te l;[a], s < t}
-5

Levando-se em consideragdo que ala]l=[a,2—-a] e bla]=[3+a,5—¢], existem

quatro casos possiveis:

1) a<s<l (regido 1) e 3+a<t<4 (regido III)
i) a<s<l (regido I) e 4<t<5-« (regido 1V)
1) 1<s<2—« (regido II) e 3+a<t<4 (regido III)
1v) 1<s<L2—-« (regido II) e 4<t<5-a (regido 1V)

Os o-cuts de @ e b, o intervalo [¢,d]=[1,4], assim como as quatro regides onde podem

se encontrar s e ¢ estdo ilustrados na Figura 17.

p(x) |

|

Q|
S

o
i \ [c.d] i \ _
i 2 3

J ) T L
0 1 4 5 6 x
H—J | R
s € alo] t € blo]

Figura 17 — Elementos de uma densidade de probabilidade uniforme fuzzy
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Analisando-se a Figura 17, chega-se a conclusdo que p, (&) € obtido no caso (ii)

coms=a<let=5-a=>4,logo:

ey = Mo
_comprimento {[1, 4]N[a, 5—a]}
B b-a)-«
_ comprimento {[1, 4]}
B b-a)-a
41
C 5-2a
_ 3
T 5-2a

Da mesma forma, p,(&) € obtido no caso (iii)) com s=2-a 21 e t=3+a <4,

logo:
L(,4;s,t

P = ST

_ comprimento {[1, 4]N[2- &, 3+ a]}
GB+a)-Q2-a)
_comprimento {[2—-a,3+ ]}
3+a-2+a
_ 3+o-(2-o
1+ 2

=1

Assim, os o-cuts de P[l, 4] sdo:
P[L 4][a] = 3 1
’ 5-2a’

paratodo 0<a <1.

Repetindo-se o procedimento, obtém-se:

_ 1 1
PLz. 3l _[5—205’ 1+20{}

P[0, 5[] =1

paratodo 0<a <1.
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A Figura 18 ilustra os conjuntos (ntimeros) fuzzy obtidos para P[l, 4] e P[2,3].

M=oy _
P[1, 4]

P2, 3]

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 p

Figura 18 — Probabilidades fuzzy obtidas a partir de uma densidade uniforme fuzzy

Conforme demonstrado em [31], a média fuzzy e a variancia fuzzy de uma funcio

densidade de probabilidade uniforme fuzzy U(a,b) sio = a;b e 0’ :bl_za ,
. . e - . a+b
respectivamente, e que correspondem a fuzzificacdo da média crisp u = e da

A . . 2 b_a
variancia crisp o~ = B

Normal Fuzzy

A partir da fungio densidade de probabilidade normal N(u,06°)= f(x;u,0°), com

*, é definida a normal fuzzy N(Z,5°) com ndmeros

x € R, média y e varidncia o
fuzzy 7 e & >0 no lugar dos parimetros 4 e o, respectivamente. Novamente, a

incerteza esta na média e na variancia da densidade normal e ndo no fato de ela ser uma

densidade normal.
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Seja P[c,d] a probabilidade fuzzy de se obter um valor no intervalo [c,d]. Os o-
cuts de P[c,d] sdo definidos para ue f[a] e o’ e &’[a], com z,=(c—u)/o e

2, =(d— /o por:

Plc,d][e] {jf (x;0,)d| pe i), 0° € & 2[“]} (5.8)

4

[p, (@), p,(a)]

paratodo O<a<l1,e f(x;0,1) corresponde a densidade normal padrdo com média zero
e variancia unitdria.
Em geral € dificil encontrar os valores de p,(&) e p,(¢), podendo ser necessdrio o

uso de um algoritmo de otimizac¢do. Contudo, como o exemplo a seguir mostra, em

alguns casos € facil calcular os a-cuts.

Exemplo:

Em uma densidade normal cuja média € aproximadamente 10 e a varidncia

aproximadamente 5, este parimetros podem ser modelados pelos ndmeros fuzzy

triangulares ZZ = (8/10/12) e &~ =(4/5/6) respectivamente. Deseja-se calcular, a partir

da eq. (5.8) P[10,15], a probabilidade fuzzy de se obter um valor no intervalo [10,15].

Em particular, deseja-se obter os a-cuts paract=1e a = 0.

Para o=1: 1£=10,0°=5,¢c=10e d=15

10—-10
=z, = \/g =0
15-10
= Zz =—5=\/§
Ple,d][1]

logo:

Il
OK_/_\

NA)
[ £0s0,Ddd ue plll, 0% € 3°11]
4

873

’
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Para 0=0: 1[0]1=[8,12], &*[0]1=[4,6], c=10 e d =15

Existem quatro casos extremos possiveis:

) u=8. o*=d. zl=%=1, m%%, P[10,15][0] = 0,1584
i) u=12, o®=4, z1=10\/_112=—1, z2=15%=§, P110,15][0] = 0,745
) 10-8 15-8

i) u=8, o0 =6, z,= = P[10,15][0] = 0,2049

P[10,15][0] = 0,6825

iv) u=12, o’=6,

Desta forma:
p,(@) = min{P[10,15][0]} = 0,1584 @u=8, o’=4
e p,(@) = max{P[10,15][0]}=0,7745 @ u=12, o’ =4

P[10, 15][0] =[0,1584; 0,7745]

Conforme demonstrado em [31], 7 e &  sdo, respectivamente, a média fuzzy e a

variancia fuzzy de uma funcio densidade de probabilidade normal fuzzy N(@,5°).

5.3.3. Representacao Grafica

As funcOes densidade de probabilidade ndo fuzzy possuem uma Ttnica
representacdo grafica conforme ilustrado para o caso de uma Normal com média nula e

variancia unitdria, f(x;O0, 1), na Figura 19.
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Figura 19 — Representacéo grafica de uma Normal de média nula e variancia unitaria, f(x;0,1)

Para o caso das funcdes densidade de probabilidade fuzzy definidas neste capitulo,
segundo a propriedade i) da secdo 5.3.1, para dois eventos disjuntos (AN B =) tem-se

que:

P(A)+P(B)2 P(AUB)

Esta propriedade enuncia que ndo € possivel obter a probabilidade fuzzy de um
evento a partir da soma das probabilidades fuzzy de dois eventos disjuntos. Mais, devido
a esta propriedade da probabilidade fuzzy estabelecida por Buckley [35] [36] [37] [38],
ndo € possivel obter uma representacdo grafica unica para a funcdo de densidade de
probabilidade fuzzy.

Por exemplo, seja a densidade normal com numeros fuzzy triangulares
H=(8/10/12) e G’ =(4/5/6) para a média e a varidncia, respectivamente. Para esta
funcdo densidade, podem-se calcular as probabilidades fuzzy P[10,15], P[10,12],
P[12,15] e a soma P[10,12] + P[12,15]. A Tabela 2 apresenta os valores para diferentes
o-cuts das probabilidades fuzzy acima. Observando os valores das duas ultimas colunas

da Tabela 2, a desigualdade P[10,12]+ P[12,15]2 P[10,15] ¢é confirmada. Esta


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210463/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0210463/CA

76

desigualdade ¢ ilustrada pela Figura 20, onde percebe-se claramente que P[10,15] estd

contido em P[10,12] + P[12,15].

Tabela 2 - a-cuts das probabilidades fuzzy

o

P[10,12]

P[12,15]

P[10,12] + P[12,15]

P[10,15]

0,2
0,4
0,6
0,8
1,0

[0,1359; 0,3829]
[0,1780; 0,3744]
[0,2179; 0,3665]
[0,2512; 0,3575]
[0,2841; 0,3398]
[0,3145; 0,3145]

[0,0225; 0,4332]
[0,0389; 0,3741]
[0,0620; 0,3164]
[0,0924; 0,2674]
[0,1298; 0,2196]
[0,1729; 0,1729]

[0,1584; 0,8161]
[0,2168; 0,7485]
[0,2799; 0,6829]
[0,3437; 0,6250]
[0,4139; 0,5594]
[0,4873; 0,4873]

[0,1584; 0,7745]
[0,2168; 0,7330]
[0,2821; 0,6813]
[0,3512; 0,6203]
[0,4207; 0,5545]
[0,4873; 0,4873]

0,8 |

0,6 -

04 -

0,2

P[10,12] + P[12,15]

P[10,15]

0,2 0,3 0,4

P(x)

0,5 0,6

Figura 20 — llustragao da desigualdade P[10,12]+ P[12,15]2 P[10,15]
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5.4. Modelando a Incerteza de Medicao Através de Numeros Fuzzy

Em [14] e [15], é proposto um método alternativo para a representacdo sistematica
tanto da incerteza quanto da imprecisdo de medicdo. Esta abordagem consiste em
representar as medidas por uma familia de intervalos de confianga, associados a uma
funcdo densidade especifica, aninhados em torno de seu valor nominal. Esta
transformacao corresponde a transformagdo 6tima que permite passar de uma distribui¢ao
de probabilidade para um nimero fuzzy de forma triangular [14]. A Figura 21 apresenta o
conjunto de intervalos, para niveis de confianca entre O e 1, utilizando uma distribui¢do

normal.

0,1

a ~__
T 0,01 !

Figura 21 - Conjunto dos intervalos de confiang¢a associados a uma distribuicdo normal

Foi provado em [16] que um numero fuzzy triangular, com moda m e espalhamento
A, é uma aproximagdo superior de qualquer fungcdo densidade simétrica definida para o
intervalo [m - A m + A]. Este resultado permite a utilizacio dos nimeros fuzzy
triangulares como uma equivaléncia fuzzy para a distribuicdo de probabilidade normal.

Como ¢ particularmente dificil obter intervalos de confianga legitimos que correspondam
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realmente a niveis de confianca superiores a 99% [13], a base do nimero fuzzy triangular
¢ limitada ao intervalo de confianca de 99%. A Figura 22 ilustra o nimero fuzzy

triangular correspondente a aproximacao superior do conjunto de intervalos de confianca.

Aproximagdo superior
(ndmero fuzzy triangular)

Transformacio 6tima
(nimero fuzzy de forma triangular)

Figura 22 — Aproximacgao superior do conjunto de intervalos de confianga através de um nimero

fuzzy triangular

5.5. Janela de Parzen Fuzzy

Como foi visto na secio 4.4.4, a estimativa por janela de Parzen € dada, no caso

unidimensional, pela equagdo abaixo:

_ (x_x,‘)z

2h*

n

1 1
p,(x)=— ) ——exp (5.9)
n Z=1: h,N27
que corresponde a soma de n densidades normais de média x, e varidncia hnz.

Como visto na se¢do 4.2, a probabilidade de se obter um valor no intervalo [c, d] é

dada pela eq. (4.2), reproduzida a seguir:
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Ple,d] = j f(x)dx (5.10)

Assim, substituindo a eq. (5.9) na eq. (5.10), obtém-se, para o caso de uma

estimagdo por janela de Parzen, a probabilidade de obter um valor no intervalo [c, d]:

d
Plc,d] = Ipn (x)dx
y 5.11
- ]{l - exp ——(x_xi)z dx o
» nT h\2x 2h,’
Desenvolvendo a eq. (5.11):
14 1 I (x—x,)* ]
Plc,d]l = — exp| — ——— |dx
nIZ‘ h27 p_ 2h," |
1 1 ¢ i (x—x,)z_
= — exp| ———— |dx
nhn\/Zz!; d 2hn°
o - (5.12)
1 1 u (x—x,)
= — exp| ——— |dx
nh2rx le p_ 2h,°
1 ¢ 1 i (x—x.)z_
= - exp| ——— |dx
ns J:hn\/th p_ 2h," |
Como f(x)= ! explZ— M:I ¢ a expressdo de uma densidade normal de
hN2x 2h,’

£ 1: SA s 2 .
média x; e variancia h, ", a eq. (5.12) pode ser escrita como:

Plc,d] = lifrf(x; 0,1)dx (5.13)
n =i 21

onde f(x; 0,1) corresponde a densidade normal de média nula e variancia unitdria; e com

d—x,

i

€ 3y =

n n
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A equacgdo acima pode ser interpretada como: a probabilidade de se obter um valor
no intervalo [c, d], a partir de uma estimativa por janela de Parzen, corresponde a soma

de n probabilidades de se obter um valor no intervalo [c, d] em uma distribui¢do normal

T AL s 2
de média x, e variancia h,".

E se for considerada incerteza nos valores das amostras? Para isto, os valores x;
sdo substituidos pelos nimeros fuzzy X, (x, € um nimero fuzzy que modela a incerteza
de medicdo através da correspondéncia possibilidade-probabilidade (secio 5.4)). E
importante ressaltar que somente x, € substituido por um numero fuzzy, ji que a
incerteza estd na medida deste valor; £, , a largura da janela de Parzen, continua sendo
um numero crisp. Caso h, fosse substituido por um nimero fuzzy, a incerteza estaria no

limite da janela e ndo no valor da medida [48].
Utilizando a definicdo da probabilidade fuzzy para uma distribui¢do normal
apresentada na eq. (5.8) da sec@o 5.3.2, obtém-se a expressdo da probabilidade fuzzy

através de uma estimativa por janela de Parzen:

n 22

Plcdlla] = %Z If(x; 0,1)dx| x; € X,[c]
e (5.14)

= [pnl (a)’ pn2 (C{)]

i

€z, = e onde:

i

min{P, [c,d1[a]| x, € %, [al}

~
=
~~
S
I

[ (5.15)
= min{=>" [ f(x;0,)dx| x, € %[]
n

=1,
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P, (@) max{P, [¢,d][@]| x, € %[}

| (5.16)
max —Z .[f(x; 0,1)dx| x; € x,[o]
n

i=1 2y

Observa-se que as eqgs. (5.15) e (5.16) correspondem a minimiza¢do e maximizagao
de uma soma de n elementos positivos, ndo nulos e independentes entre si; desta forma as

equagdes acima podem ser re-escritas como:

2i

p(@) = limin [ £ 0.dx| x; € % [a] (5.17)
iz %

pL(a) = lZmax jf(x; 0,1)dx| x;, € x,[a]
e (5.18)

5.6. Exemplos

O modelo proposto é empregado em dois exemplos para estimar a probabilidade
fuzzy a partir de amostras imprecisas. No primeiro exemplo, as amostras sdo geradas
seguindo uma distribuicdo uniforme; no segundo exemplo, as amostras seguem uma
distribuicdo normal. Nos dois casos, o comportamento do modelo € analisado em func¢do
do nimero de amostras disponiveis e da imprecisdo das mesmas. Os resultados obtidos
sdo comparados com as estimativas por janela de Parzen quando a incerteza nos valores

das amostras € ignorada.

5.6.1. Exemplo 1: Amostras de uma Uniforme

Sejam amostras criadas seguindo uma distribui¢do de probabilidade uniforme no

intervalo [1, 4]:
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W=
[e—Y
AN
=
AN
AN

y=f(xl,4)= (5.19)

0, caso contrdrio

Estas amostras sdo utilizadas para estimar P[l, 4], a probabilidade fuzzy de obter

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0210463/CA

um valor no intervalo [1, 4]. E importante lembrar que a incerteza ndo estd nos limites do

intervalo para o qual se deseja estimar a probabilidade, nem na largura da janela do

estimador, mas no valor dos dados amostrais. Portanto, sdo analisados dois casos:

amostras com incerteza de 0,5 e amostras com incerteza de 1,0. Os o-cuts das estimativas

obtidas com 100 amostras estdo na Tabela 3 e os numeros fuzzy resultantes estdo

ilustrados na Figura 23.

Tabela 3 - a-cuts da estimativas de P[1, 4] a partir de 100 amostras com incertezas de 0,5 e 1,0

o P[1,4] I =1,0) P[1,4] (I=0,5)
[0,37312; 0,99943] [0,66197; 0,98764]
0,2 [0,48863; 0,99794] [0,71725; 0,97938]
0,4 [0,60488; 0,99292] [0,76957; 0,96711]
0,6 [0,71725; 0,97938] [0,81766; 0,9498]
0,8 [0,81766; 0,9498] [0,86034; 0,92654]
1,0 [0,89677; 0,89677] [0,89677; 0,89677]
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0,8

0,6 -

0,4

0,2

0,2

P(x)

Incerteza=1,0 == = Incerteza=0,5

Figura 23 - p[1, 4] estimadas a partir de 100 amostras com incertezas de 0,5 e 1,0

Observa-se que, quando a incerteza nas amostras diminui, o nimero fuzzy da
probabilidade € mais estreito. Ou seja, quanto menor € a incerteza nos valores das
amostras, menor € a incerteza no valor da probabilidade de um evento. Além disso,
observa-se que o valor das duas estimativas € o mesmo para o = 1, e este valor
corresponde ao valor da estimativa por janela de Parzen se as incertezas nas amostras

forem ignoradas.

Além disso, conforme foi discutido em 4.4.4, a qualidade de uma estimativa

aumenta com o nimero de amostras utilizado. Os valores dos o-cuts das estimativas de
P[1,4] a partir de 1000 amostras com 0,5 e 1,0 de incerteza estio na Tabela 4. Os

respectivos numeros fuzzy estdo ilustrados na Figura 24.
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Tabela 4 - a-cuts da estimativas de P[1, 4] a partir de 1000 amostras com incertezas de 0,5 e 1,0

o P[1,4] I=1,0) P[1,4] I=0,5)
[0,33197; 1] [0,65398; 1]
0,2 [0,46103;1] [0,71878; 0,99998]
0,4 [0,58851;1] [0,78339; 0,99971]
0,6 [0,71878; 0,99998] [0,8495; 0,99763]
0,8 [0,8495; 0,99763] [0,91277; 0,98815]
1,0 [0,9615; 0,9615] [0,9615; 0,9615]
a
14
0,8 -
0,6 -
0,4 4
0,2 -
0 ‘ : ;
0,2 0,4 0,6 0,8 1
P(x)
Incerteza =1,0 — — Incerteza=0,5

Figura 24 - p[1, 4] estimadas a partir de 1000 amostras com incertezas de 0,5e 1,0

O mesmo comportamento em fungdo da variacdo da incerteza dos valores das

amostras € observado quando o nimero de amostras aumenta. Além disso, assim como

7z

no caso com 100 amostras, o valor das duas estimativas ¢ o mesmo para o = 1 e

corresponde ao valor da estimativa por janela de Parzen se as incertezas nas amostras

forem ignoradas.

A probabilidade de obter um valor no intervalo [1, 4] para a fun¢@o densidade de

probabilidade definida na eq. (5.19) é: P[1,4]=1. A Tabela 5 apresenta a evolugdo das

estimativas obtidas em fun¢@o do nimero de amostras quando o = 1.
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Tabela 5 — Evolugao da estimativa em fungao do niumero de amostras (exemplo 1)

| 100 amostras 1000 amostras P[1, 4]

P[L, 4], | 0,89677 0,9615 1

Observa-se que, quando o numero de amostras aumenta, o valor da estimativa

P[l, 4], se aproxima do valor de P[l, 4].

5.6.2. Exemplo 2: Amostras de uma Normal

Sejam amostras criadas seguindo uma distribuicio de probabilidade normal de
média i = 10 e varidncia & = 5.

Estas amostras sdo utilizadas para estimar P[10,15], a probabilidade fuzzy de obter
um valor no intervalo [10, 15]. Novamente, é importante lembrar que a incerteza ndo esti
nos limites do intervalo para o qual se deseja estimar a probabilidade, nem na largura da
janela do estimador, mas no valor dos dados amostrais. Assim como no exemplo anterior,
sdo analisados dois casos: amostras com incerteza de 0,5 e amostras com incerteza de 1,0.
Os o-cuts das estimativas obtidas com 100 amostras estdo na Tabela 6 e os nimeros

fuzzy resultantes estdo ilustrados na Figura 25.

Tabela 6 - a-cuts da estimativas de P[10,15] a partir de 100 amostras com incertezas de 0,5 e
1,0

o P[10,15] (I =1,0) P[10,15] (I=0.5)

[0,31721; 0,71285]

[0,44044; 0,63911]

0,2 [0,36772; 0,68371] [0,46388; 0,62338]
0,4 [0,4166; 0,65428] [0,48684; 0,60689]
0,6 [0,46388; 0,62338] [0,5092; 0,58946]
0,8 [0,5092; 0,58946] [0,53077; 0,57098]
1,0 [0,55141; 0,55141] [0,55141; 0,55141]
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0,8

0,6

0,4 1

0,2 4

P(x)

Figura 25 - P10, 15] estimadas a partir de 100 amostras com incertezas de 0,5 e 1,0

Assim como no exemplo com amostras geradas a partir de uma uniforme, o

comportamento da estimativa da probabilidade fuzzy € analisando quando o nimero de

amostras aumenta. Os valores dos a-cuts das estimativas de P[10,15] a partir de 1000

amostras com 0,5 e 1,0 de incerteza estdo na Tabela 7. Os respectivos nimeros fuzzy

estdo ilustrados na Figura 26.

Tabela 7 - a-cuts da estimativas de P[10,15] a partir de 1000 amostras com incertezas de 0,5 e

1,0

P[10,15] (I=1,0)

P[10,15] (I=0,5)

0,2
0,4
0,6
0,8
1,0

[0,27736; 0,63789]
[0,3211; 0,60808]
[0,36519; 0,57522]
[0,40786; 0,54421]
[0,4459; 0,51292]
[0,47904; 0,47904]

[0,38654; 0,55948]
[0,40786; 0,54421]
[0,42796; 0,52889)]
[0,4459; 0,51292]
[0,46247; 0,49608]
[0,47904; 0,47904]
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o
14
0,8 -
0,6 -
0,4 4
0,2 -
0 T T T T T 1
0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
P(x)

Figura 26 - P[10,15] estimadas a partir de 1000 amostras com incertezas de 0,5 e 1,0

Assim como no exemplo anterior, observa-se que quanto menor € a incerteza nos
valores das amostras, menor € a incerteza no valor da probabilidade de um evento. Além
disso, observa-se que o valor das duas estimativas € o mesmo para o = 1, e este valor
corresponde ao valor da estimativa por janela de Parzen se as incertezas nas amostras
forem ignoradas. Este observacdo € verdadeira tanto para a estimagdo com 100 amostras
quanto para a estimacao com 1000 amostras.

A probabilidade de se obter um valor no intervalo [10, 15] para uma func¢ado

densidade de probabilidade normal de média 4 = 10 e varidncia &* = 5 é:

NA)
P[10,15] [ £(x;:0, Dax

U

0,4873

A Tabela 8 apresenta a evolucdo das estimativas obtidas em fun¢do do niimero de

amostras quando o = 1.
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Tabela 8 - Evolugao da estimativa em fungédo do nimero de amostras (exemplo 2)

100 amostras 1000 amostras P[10,15]

P[10,15], 0,55141 0,47904 0,4873

Assim como no exemplo anterior, observa-se que quando o nimero de amostras

aumenta, o valor da estimativa P[10, 15];,, se aproxima do valor de P[10, 15].

Portanto, através destes dois exemplos, nota-se que as estimativas fornecidas pelo
modelo proposto t€m 0 mesmo comportamento que as estimativas através de uma janela
de Parzen, isto €, o valor da estimativa se aproxima do valor teérico quando o nimero de
amostras aumenta. Além do mais, quando o = 1, o valor da estimativa do modelo
proposto corresponde ao valor da estimativa obtido pela janela de Parzen. Desta forma, o
modelo proposto resulta em um modelo generalizado de estimacio por janela de Parzen a
partir de dados imprecisos.

Os dois exemplos acima também permitem observar um comportamento esperado:
quando a incerteza de medicdo das amostras diminui, o suporte do nimero fuzzy que
modela a probabilidade imprecisa também diminui. Ou seja, amostras com grande

incerteza de medicdo levam a probabilidades com grande imprecisao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210463/CA




