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3 Teoria dos Conjuntos Fuzzy

Apresentam-se aqui alguns conceitos da teoria de conjuntos fuzzy que serdo
necessarios para o desenvolvimento e compreensdo do modelo proposto (capitulo 5).

A teoria de conjuntos fuzzy € eficiente para modelar a incerteza na definicdo de
parametros e tem resultados nas mais variadas aplica¢des [17] [18] [19]. Esta teoria, que
considera a subjetividade e a experiéncia dos profissionais, € capaz de capturar informacdes
imprecisas, descritas em linguagem natural, e converté-las para um formato numérico,
visando efetuar um raciocinio aproximado, com proposi¢des imprecisas, através de
conjuntos fuzzy.

O conceito de conjuntos fuzzy foi inicialmente introduzido por Zadeh [20] quando ele
observou a impossibilidade de modelar sistemas com fronteiras mal definidas segundo as
abordagens matemadticas rigidas e precisas dos métodos cldssicos, como, por exemplo, a

teoria da probabilidade.

3.1. Conceitos de Légica Fuzzy
3.1.1. Conjuntos Fuzzy

Um conjunto fuzzy € definido por uma funcido chamada de funcao de pertinéncia.
Cada func¢do de pertinéncia define um conjunto fuzzy, A, do conjunto universal, U, através

da atribui¢@o de um grau de pertinéncia, /£, (x), entre O e 1 para cada elemento x de U. Este

€ o grau com o qual x pertence a A:
M, U —[01] (3.1)

Um conjunto fuzzy pode ser interpretado como a ponte que liga o conceito impreciso
a sua modelagem numérica, atribuindo-se a cada individuo no universo um valor entre O e

1, que representa o grau de pertinéncia deste individuo ao conjunto fuzzy.
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Um conjunto fuzzy é dito normalizado se o valor maximo (ou supremum) é 1:
sup ., M, (x)=1 (3.2)

Um conjunto fuzzy que ndo é normal é chamado de subnormal. Duas caracteristicas
importantes de conjuntos fuzzy sio:
e O suporte de A: é a parte de U sobre a qual a funcdo de pertinéncia de A ndo é

nula. A sua notacdo é supp(A) e verifica:
supp(A) ={xe U/, (x) #0)} (3.3)

e O nudcleo de A: ele ndo é vazio na condi¢cdo de que o conjunto fuzzy A seja

normalizado. A sua notacdo é nuc(A) e verifica:
nuc(A) ={xe U/ u,(x)=1)} (3.4)

Uma propriedade importante dos conjuntos fuzzy € a sua habilidade de expressar
transicdes graduais de pertinéncia para ndo-pertinéncia. Isto permite a captura, pelo menos
de forma grosseira, do sentido de expressdes em linguagem natural que sdo na maioria das
vezes vagas. Conjuntos crisp sao inadequados para este fim.

A Figura 4 ilustra as componentes de um conjunto fuzzy [17] [19] [21].

Funcao de Pertinéncia

Grau de Pertinéncia

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Dominio do Conjunto Fuzzy

Figura 4 — Componentes de um Conjunto Fuzzy


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210463/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0210463/CA

32

3.1.2. Conjunto Singleton

Um conjunto fuzzy é chamado de singleton se seu suporte € um tnico ponto em U e
com de grau de pertinéncia igual a 1, p(x) = 1.
A Figura 5 ilustra um conjunto singleton de dominio 4.
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Dominio do Conjunto Fuzzy

Figura 5 — Exemplo de um Conjunto Singleton

3.1.3. Conjunto a-cut

Para todo valor o do intervalo [0,1], € definido o a-cut A (ou corte no nivel o) de

um conjunto fuzzy A de U como o sub-conjunto:
A, ={xeU/lu,(x)>a} (3.5)

O a-cut pode ser interpretado como o conjunto fuzzy que apresenta uma restricao ou
um limite imposto ao dominio do conjunto baseado no valor do o. Assim, o conjunto
resultante contém todos os elementos do dominio que possuem um grau de pertinéncia,
LL(x) superior ou igual ao valor de o.

Qualquer conjunto fuzzy A forma uma familia aninhada (nested family) de conjuntos,

isto é:

A, € Ay quando o> (3.6)
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A Figura 6 ilustra um conjunto o.-cut com o = 0,2.

u(x)
1

0,8 -

0,6 -

0,4 -

Grau de Pertinéncia

0,2 -

O 1 T T T T T 1 1 X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Dominio do Conjunto Fuzzy

Figura 6 — Exemplo de Conjunto a-Cut

3.2. Conceitos de Numeros Fuzzy
3.2.1. Intervalos

Quando um intervalo € definido a partir de um nimero real R, este intervalo é
chamado de um subconjunto de R. Por exemplo, se um intervalo é denotado como

A:[al,a3], a,,a;€ R, a, <a,, pode-se interpretd-lo como um tipo de conjunto. Um

intervalo também pode ser expresso através de uma funcdo de pertinéncia (Figura 7):

0, x<a,
M, (x) =11, a, <x<a, (3.7)
0, x>a,

Se a, = a,, este indica um ponto, ou seja, [a1 ,a, |= a,
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A pa(x)

\/

a, as X

Figura 7 — Exemplo de Intervalo com A = [ay, a3]

3.2.2. Numero Fuzzy

O nimero fuzzy € um caso especial de conjunto fuzzy que define um intervalo fuzzy
nos numeros reais, R. Para um ntimero real cujo valor preciso ndo € conhecido com
exatiddo, este nimero € definido através de um intervalo fuzzy. Um intervalo fuzzy é
geralmente representado por dois pontos extremos a; € az (um valor minimo e um valor
méximo) e um ponto médio a, (o valor mais possivel) como (a,,a,,a,), também ilustrado
na Figura 8.

Sendo os numeros fuzzy mais comuns os triangulares e os trapezoidais, os graus de
pertinéncia formam fungdes com equagdes simples.

A operacdo de a-cut também pode ser aplicada a nimeros fuzzy. Denotando-se como

A, ointervalo o-cut de um numero fuzzy A, este intervalo € definido como:

A, =la a,] (3.8)
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Ra(X) 4

\)

a4 as as X

Figura 8 — llustragao gréfica do nimero fuzzy A =(a,,a,,a,)

E também possivel estabelecer qualquer intervalo crisp dentro de um nimero fuzzy

associado a um oi-cut qualquer, como ilustrado na Figura 9.

Ra(X) A

\/

(0) (a') a 1(oc) a a 3(oc) a 3(cc') o x

_|, @ @
A _[al 2 a3 ]

a4 a4 as

a

_ (a") (a")
Aa'_[al >3 ]

Figura 9 - a-cut de um nimero fuzzy: o« <oo > A, C A,
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Para que um conjunto fuzzy seja definido como um nimero fuzzy, este deve obedecer
as seguintes condigdes:
e Estar definido nos numeros reais;
¢ A funcdo de pertinéncia deve ser continua;
¢ O conjunto fuzzy deve ser normalizado;
¢ O conjunto fuzzy deve ser convexo.
Logo, um numero fuzzy deve ser normalizado e convexo. A condicdo de

normalizacdo implica que o valor maximo do grau de pertinéncia € 1, conforme a eq. (3.9):
dxe R, M, (x)=1 3.9

A condi¢do de convexidade significa que a linha tracada por um o-cut € continua e o

intervalo o-cut satisfaz as seguintes relagoes:

A, =|a®.a, ] (3.10)

(@<a)=(a,” <a,'”,a,'" 2 a,'") (3.11)
A condicao de convexidade também pode ser escrita como na eq. (3.12):
(a<a)y=A,cA, (3.12)

3.2.3. Numero Fuzzy Triangular

Dentre as diversas formas de nimeros fuzzy, o nimero fuzzy triangular € o mais

utilizado. E representado por trés pontos e expresso por A =(a,,a,,a,). Esta representacio

¢ interpretada como fungdes de pertinéncia, eq. (3.13).

0, x<a,
xX—a
L, a, <x<a,
a,—a
M (x)y=<2"2 ! (3.13)
a,—x
, a,<x<a,
a; —a,
0, x>a,
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A Figura 10 ilustra um ndmero fuzzy triangular: no eixo x estdo os valores da
varidvel, a;, a, € az; no eixo y estd representado o grau de pertinéncia para cada valor de x.
O numero fuzzy triangular € utilizado quando o pardmetro em andlise possui uma faixa de
variacdo e um numero dentro desta faixa possui uma possibilidade de ocorréncia num tnico

pico maior do que os outros.

Ha(X) 4

\

ai as as X

Figura 10 — Nimero fuzzy triangular A =(aq,,a,,a,)

A este numero fuzzy triangular € aplicada uma operagdo de o-cut. Seja A, um

intervalo crisp de um numero fuzzy triangular, obtido através de uma operagdo de o-cut,

Vae[0,1]. Daeq. (3.13) obtém-se:

o o
al( )_al a3_a3( )
—:a’ —_— =
a, —a; as;—a,
Assim:

Logo:

A, =l .0, = [, —a)a+a, —(a,~a)a+a,] (3.14)
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A seguir € apresentado um exemplo para ilustrar o intervalo o-cut ou intervalo

possibilistico.

Exemplo: seja o ndmero fuzzy triangular A =(—5,—1,1) mostrado na Figura 11, onde

a funcdo de pertinéncia € dada pela eq. (3.15) abaixo:

0, x<-5
s ~5<x<-1

=14 (3.15)
—, -1<x<1

2
0, x>1
Analiticamente o intervalo o-cut deste niimero fuzzy é:
XS _ o = x=40-5
I=x = = x=-20+l
2
A, =|a .0, |=[aa-5, —20+1] (3.16)

Se o= 0,5, a partir da eq. (3.16) obtém-se A :

Ays = al(O’S)’as(o’S)J:[_S’ 0]
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Ha(X) A

0,5

Ao, s

Figura 11 — Intervalo a = 0,5 cut do nimero fuzzy triangular A = (-5, -1, 1)

3.2.4. Aritmética de Intervalos

Operacdes com numeros fuzzy podem ser generalizadas a partir das operacdes de
intervalos crisp. A seguir sdo apresentadas brevemente as defini¢des das principais
operagdes intervalares, considerando A e B como numeros expressos como intervalos [22],

[23], [24], de modo que:

Va,,a,,b,b;e R

A:[al’aB]’ B:[bl’b3]

i) Adicao: a adicdo de dois intervalos definidos nos niimeros reais €, eq. (3.17):

A+B=[a1,a3](+)[bl,b3]:[a1+b1, as"'bs] (3.17)

ii) Subtracao:

A_B:[al’aS](_) [bl’b3]:[a1_b3’ as_bl] (3.18)

iii) Multiplicacao:
AeB= [al’a3](.) [b17b3]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210463/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0210463/CA

40

A'B=[a1 *b Ana, ®b,na,®b, Aa,®b,, a, ®b va ®b;va,®b Va, °b3]
isto é:

AeB= [min{a1 ®bh,a,*b,,a,%b,,a, °b3}, max{a1 *h,a,*b,,a,%b,a, 0b3}]
(3.19)

iv) Divisao:
AlB=|a,,a,]())[b,.b;]
AIB=|a, /b ~na,lb, na,Ib, Aaylb,, alb va lbyva,lbva,lb,]

isto é:
A/B=[min{a, /b,,a,/b,,a,/b,,a,/b,}, max{a, /b,,a, /b, ,a,/b,a,/b}] (3.20)

excluindo o caso de b; =0 ou bz =0.

v) Inversa de um intervalo:

AT :%4:[“1’“3]71
VAV A A
a; a,” /a as

isto é:

A= [min{%l %3} max{%l ,%3 H (3.21)

excluindo o casode a; =0 ou az = 0.

vi) Multiplicacdo de um intervalo por um escalar:
VA€ R
se A>0

AA = Aa,,a,|=1a,,Aa,] (3.22)
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se A<0
A = Aa,,a,]=[Aa;, Aa, ] (3.23)

3.2.5. Aritmética Fuzzy

O conceito de nimeros fuzzy pode ser apresentado de diversas maneiras. Neste
trabalho, um nimero fuzzy é considerado como uma extensdo do conceito de intervalo de
confianca. Esta extensdo € baseada numa idéia natural e simples: ao invés de considerar o
intervalo de confianca em um tnico nivel, ele é considerado em vdrios niveis e mais
especificamente entre os niveis 0 e 1. O intervalo de confianca maximo € considerado igual

a 1 e o minimo igual a 0. O nivel de pertinéncia o, para o € [0, 1], fornece um intervalo de

(@) (@)
1

confianga A, =|a, ,a, J, que € uma fun¢do monodtona decrescente de . Isto quer dizer

que:
para todo a, o’ € [0, 1]
se (a'>a)=>A, CA,
ou

@>a)= [al(“),a3(“>lc lalwn,as(onl

Desta forma, pode-se aplicar a teoria da aritmética intervalar para definir as operagdes com
numeros fuzzy, onde cada intervalo possibilistico definido por um a-cut pode ser tratado

independentemente pela aritmética intervalar.
3.2.5.1. Operacoes do Intervalo a-cut

Os intervalos o-cut de um numero fuzzy A, = [al,aS] podem ser referenciados como

um conjunto crisp.
(@ (@ @ (@
A(),=la1 ,a, J Vae [0,1] a,,a,,a, ,a, €R

Desta forma A € um intervalo crisp. Logo, as operagdes vistas na se¢ao 3.2.4 podem

ser aplicadas para o intervalo o-cut, A, .
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Se o intervalo a-cut, B, de um nimero fuzzy B € definido por:

B=[b.b,], b,b,e R

B, =|b@.5,”|, vae 0,115 ,b," e R,

as operagoes entre A, € B, podem ser descritas da seguinte forma:
A +B, = lal<a>’a3<a> J(JF)lbl(a),bs(a)J: lalwn +5,,a,® +b3<a>]
A -B, = lalwo,as(a) J(_)lbl(a),bs(a)l= lalwo —b,@ a0, @ —bl(“)J

Isto é, para cada grau de pertinéncia do numero fuzzy € estabelecido um o-cut,
criando-se intervalos o-cut. Logo, as operacdes com o nimero fuzzy serdo realizadas para
cada nivel, cada «-cut, segundo a aritmética intervalar. Estas operagdes podem ser
estendidas para multiplica¢do, divisdo, etc.

Pode-se concluir que as operagdes com ndmeros fuzzy seguem as mesmas
propriedades das operagdes intervalares. A diferenca é que, com os numeros fuzzy, as
operacdes sio realizadas para cada nivel de pertinéncia. E como se o niimero fuzzy fosse

“fatiado” em diversos numeros intervalares.

3.2.5.2. Operacoes com o Numero Fuzzy Triangular

Algumas propriedades das opera¢des do nimero fuzzy triangular estdo resumidas

abaixo:
1) Os resultados de uma adi¢do ou de uma subtragdo entre nimeros fuzzy
triangulares também sao nimeros fuzzy triangulares.
ii) Os resultados da multiplicagdo ou da divisdo ndo sdo ndmeros fuzzy

triangulares.

Freqiientemente, aproximam-se que os resultados operacionais de uma multiplica¢dao

ou de uma divis@o por nimeros fuzzy triangulares.
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Em primeiro lugar serdo consideradas a adi¢do e a subtracdo. Neste caso, ndo é
necessario o uso das fun¢des de pertinéncia. Sejam os nimeros fuzzy triangulares A e B
definidos abaixo:

A=(a,,a,,a;), B=(b,,b,,b;)

i) Adicao
A(+)B = ,a,,a;)(+)(b,,b,,b
*) (@), 5,8, )(+)(01:by.b,) : numero fuzzy triangular (3.24)
= (a,+b,,a,+b,,a,+b,)
ii) Subtracao
A - B = ) ) - b ’b ’b .
©) (@,,5,0;)(=)b1.b,.5;) : nimero fuzzy triangular (3.25)
= (a,=bs,a,=b,,a;—b,)
iii) Imagem Simétrica
—(A)=(-a;,—a,,—a,) : nimero fuzzy triangular (3.26)

Exemplo: sejam os nimeros fuzzy triangulares A e B definidos abaixo:

A=(-3,2,4) e B=(-1,0,6)
logo:
A(+)B =(-4,2,10)
A(-)B=(-9,2,5)
Os conjuntos fuzzy de A e de B, assim como os conjuntos fuzzy da soma A (+) B e da
subtracdo A (-) B estdo ilustrados na Figura 12.
No caso da multiplicagdo ou da divisdo, ao invés de se efetuar o cédlculo preciso
através das funcdes de pertinéncia, o que resultaria em um nimero fuzzy nao triangular, é

preferivel aproximar o resultado para um ntiimero fuzzy triangular.
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(@)  NuUmeros fuzzy triangulares A e B

A(+)B

(b) Soma A (+) B de numeros fuzzy triangulares

(c)  Subtracao A (-) B de numeros fuzzy triangulares

Figura 12 — A (+) Be A (-) B de ndmeros fuzzy triangulares

Exemplo: Aproximac¢do da multiplicagdo

Sejam os dois nimeros fuzzy triangulares definidos abaixo:

A=(1,2,4), B=(2,4,6)

O primeiro passo € obter os a-cuts dos nimeros fuzzy em questio:

44
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A, = [2-Da+l, —(4-2)a+4]
[a+1, —2a+4]

B, = [4-2a+2, —-(6-4)a+6]
2a+2, -20+6]

Para todo o € [0, 1], multiplica-se A, e B,, que sdo dois intervalos crisp. Observe-

se que, para o € [0, 1], todos os elementos de cada intervalo sdo ndimeros positivos. Logo a

operacdo de multiplicagdo dos dois intervalos € simples.
[a+1, —2a+4]®2a+2, —20+6]

[(@+DQ2a+2), (2a+4)(—2a+6)]
= o +da+2, 407 —20a+24]

A,(*)B,

E importante observar que, neste ponto, fica claro que o nimero fuzzy resultante da
multiplicacdo de dois nimeros fuzzy triangulares ndo € um nimero fuzzy triangular.

Quando a0 = 0:
A,®)B, =[2, 24]
Quando o= 1:
A(®B, =[2+4+2, 4-20+24]=[8, 8=8]

Obtem-se desta forma um nimero fuzzy triangular que € uma aproximacio de

A(®)B:
A(®)B=(2, 8, 24)

A Figura 13 apresenta as funcdes de pertinéncia dos nimeros fuzzy triangulares A e
B, a funcdo de pertinéncia ndo aproximada da multiplicacdo A (®) B e a funcdo de
pertinéncia da mesma multiplicagdo aproximada por um ndmero fuzzy triangular. Observa-

se que a diferenca entre as duas func¢des de pertinéncia de A (®) B € pequena.
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Nao aproximado

0,5 +
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A(s)B

Aproximado

Figura 13 — Multiplicacao A () B de dois numeros fuzzy triangulares

Exemplo: Aproximacdo da divisio

01234567 8910111213141516171819202122232425

De modo similar, o resultado aproximado da divisdo A (/) B € expresso através de um

nimero fuzzy triangular. Sejam os dois numeros fuzzy triangulares A e B do exemplo

anterior ¢ os mesmos intervalos a-cut A, ¢ B,. Para todo a € [0, 1], como todos os

elementos de cada intervalo sdo niimeros positivos e ndo nulos, a divisdao A,(/)B, ¢ feita da

seguinte maneira:

A,()B, = la+1, —2a+4jH2a+2, -2a+6]
= [(@+DI(2a+6), (2a+4)/2a+2)]
Quando a0 = 0:
A,(HB, = [1/6, 4/2]
= Jo17, 2]
Quando = 1:
AB, = [A+D/(=2+6), (2+4)/2+2)]
= [2/4, 2/4]
= [0,5, 0]

= 05
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Obtém-se desta forma um ndmero fuzzy triangular que € uma aproximacao de A(/)B:

A()B=(0,17, 0,5, 2)
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