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3
Modelo Econométrico

3.1
Introducao

Neste capitulo, descreve-se o modelo VAR estaciondrio em covariancias

sujeito as restricoes de SCCF. Em seguida, mostra-se o modelo VAR nao

estaciondrio com restricoes de cointegracao e restricoes de curto-prazo do tipo
WF.

3.2
Modelo VAR estacionario com SCCF

Nesta secao, demonstra-se o procedimento de estimacao de um modelo
VAR com restrigoes de SCCF. Hansen (1993) e Tsay (1993) (comentarios do
artigo Engle e Kozicki, 1993) apontaram que as restri¢oes de SCCF impostas
sobre os parametros das matrizes do modelo VAR sao equivalentes as restri¢oes
de posto-reduzido. Para mostrar isto, reescrevemos o modelo VAR como uma
regressao de posto-reduzido e em seguida estimamos os parametros conforme

o procedimento de Anderson (1951).
Considere o modelo VAR estaciondrio em covariancia de ordem p:
Yt = Alyt—l + Agyt_g + ...+ Apyt—p + &¢ t= 1, ,T (3—1)

em que os erros satisfazem:

— &y~ Normal (0,9),
- F (5t) = 0,
— E(ge;) ={Q, set =7 e 0yxpn, set#7,onde  énao singular}.

Seja Xy 1 = [y; 1, -y;_p) € ® = [Ay,....; 4], portanto temos:

Y = ¢Xt—1 + Et t = 1, ,T (3—2)
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Definicao 3.1 O modelo (3-2) apresenta Correlagao Serial de Caracteristicas
Comuns (Serial Correlation Common Feature-SCCF) se existe uma matriz 3
de (n X s) e posto s, cujas colunas geram o espago denominado espago co-
caracteristico, tal que B’yt = B’st, onde B’st ¢ um vetor s—dimensional que
€ um processo de inovagdao com respeito a informacdo ao periodo t, dado por

{ytfla Yt—25 -1y yl} .

Conseqiientemente, existe SCCF se a matriz (3, denominada matriz de

vetores co-caracteristicos, satisfaz a seguinte hipotese:

Proposicdo 3.2 (' A; = O0yxy i=1,..,p

3.2.1
Representacdo do modelo VAR estaciondrio como uma regressao de posto
reduzido

Sobre a hipédtese 3.2, o modelo (3-2) tem posto(®) < n (modelo de posto
reduzido contido em (2-1)). Dessa forma, a matriz ® pode ser escrita como o
produto de duas matrizes de posto reduzido:

O = AV = A[Vy, ..., ¥,)] (3-3)

em que:
— A é uma matriz de dimensao n x (n — s) e posto (n — s);
— ¥ é uma matriz de dimensao (n — s) X n X p;
— ;i =1,...,p sdo matrizes de (n — s) X n, e posto (n — s).
Logo:
Yt = A\I/Xt_l + &¢ t= 1, ,T (3—4)

Como A tem posto n — s entao existem s vetores independentes nas colunas
de B (nxs), B = A, ortogonal a A tal que ﬁ’yt = B’et ¢ ortogonal ao passado
de Y-
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3.2.2
Estimacao do modelo de posto-reduzido

Para estimar as matrizes de coeficientes A e ¥ do modelo de posto-
reduzido (3-4), considerou-se o procedimento de Anderson (1951) (ver também
Anderson, 1988, Johansen, 1995).

Considere os parametros {A, ¥, Q} a estimar. O logaritmo da fungao

verossimilhanga é dado por:

T
1 1 y—
log L (A,¥,Q) = _§T10g Q- B E (ye — AUX, 1) Q7 (y, — AVX, 1) (3-5)

t=1
e as matrizes dos segundos momentos sao:

_ 1N T /
Moo = 7 Zt:l Yty
_ 1 T /
ma = Yy X Xi
_ 17T ! Y
Moy = 7Y o YeX{ € Mg = mygy
Para W fixo, é possivel estimar A e © em (3-4) rodando a regressao de

Yy em WX, 4.

A(W) = mo ¥ (W'my, W) !
Q(\II) = Moo — m()l\I](\I/,mu\I])_l\Iﬂmlo

~ ~

= Moy — A(\I/) (\lell\I’)A(\P)'

Ao substituir estas estimativas em (3-5), encontra-se:

max max

LT (A(\If),q/, Q(\If)) — LT ()

-[ou)

= |m00 — m01\11(\11'm11\11)_1\11’m10|

Esta relacao se reduz para':

| |m00 — m01\If(\If’m11\Il)_1\I!’m10|

LT (A(0), 0,9(0)) = |moo Tmn]

max

(3-6)

!Para mais detalhes, veja Johansen (1995).
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Assim a maximizacao da funcao (3-5) é equivalente a minimizagao do
termo do lado direito da equacgao (3-6). Este termo é minimizado resolvendo
o problema: ‘/\mn — mlOS&)lSOl‘ = 0. Os primeiros autovetores correspondem

as n — s maiores autovalores que compoem a (n — §) X n X p matriz retangular
v.

Portanto, podemos escrever ¥ como:

U = (g, ..., Dps) @

em que
— (01, ...., Uy_g) SA0 08 autovetores correspondentes as n— s maiores
autovalores Ay, ...., A\,_s de ‘)\mn — mlOS&)lSOl‘ =0.

— e ¢ é uma matriz de dimensao (n — s) x (n — s) que pode ser

usada como dispositivo de normalizacao.

Por exemplo, se se pretende realizar a seguinte normalizacao ¥ =
! . . .
(I,_s,W,), pode-se escolher ¢ como a inversa da matriz que consiste das

primeiras n — s filas de (0q, ..., Up_s).

Resumindo, os parametros estimados de (3-5) sao dados por:

3.3
Modelo VAR com restricoes de curto-prazo e longo-prazo

Nesta secao, mostramos como as restricoes de curto-prazo e de longo-
prazo sao acrescentadas ao modelo em estudo. Para tal, é considerado o vetor

autoregressivo Gaussiano de ordem p, conhecido como VAR(p), tal que:
Y= A1y + Aoypo + oo + Apypp + &4 (3-7)

em que:
— y; é um vetor que contém n varidveis integradas de ordem um, I(1);
— A;, 1 =1,...,psao matrizes de dimensao n x n;
— &4 ~ Normal (0,Q);
— E(e) =0
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— E(g1g;) ={Q, set =7 e 0,xp, set#7, em que {2 é nao singular}.

— Y0, Y—1, -----, Y1—p valores iniciais conhecidos.

O modelo (3-7) pode ser reescrito como:
11 (L) Yt = &t (3-8)

em que L representa o operador lag e:

(L) =1, - Y7 AL

quando L =1 II(1)=1,—->" A

3.4
Restricoes de longo-prazo

As restricoes de longo-prazo referem-se a existéncia de cointegracao. A

seguinte hipotese é considerada:
Hipétese 3.3: A matriz 11(-) de dimensao (n x n) satisfaz: 1. Posto

(IT1(1)) =7,0 <r < n, tal que T1 (1) pode ser representado como 11 (1) = —af’,
em que « e (3 sao matrizes de posto r e dimensdo (n X r).
2. A equagao caracteristica |11 (L)| = 0 tem n — r raizes iguais a 1 e as

outras fora do circulo unitdrio.

A hip6tese 3.3 implica que y; é cointegrado de ordem (1, 1). Os elementos
de a sao os coeficientes de ajustamento e os vetores colunas de 3 geram o espaco

de cointegracao.

3.4.1
Modelo Vetorial de Correcao de Erros - VECM

Decompondo a matriz polinomial IT (L) = II(1) L 4+ IT* (L) A, em que
A = (1 - L) é o operador diferenca, obtemos o Modelo Vetorial de Corregao
de Erros (Vetor Error Correction Model — VECM):

Ays=af'y1 +T1Ay o + oo + Tp 1 Ay i1 + &4 (3-9)
em que:
af = —I1(1)
Iy = Z_j—i—lAk J=1L..,p—1
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3.5
Restricoes de curto-prazo

O modelo VAR(p) pode adicionalmente incluir restri¢oes de curto-prazo
como descrito por Vahid e Engle (1993). Consideram-se dois tipos de restrigoes:
SCCF e WF. As restricoes de SCCF impostas no VECM implicam restri¢oes
sobre todos os parametros das matrizes coeficientes, enquanto que as restricoes
de WF impoem restricoes em todas as matrizes coeficientes menos na matriz

do termo que leva em conta o espago de cointegracao.

3.5.1
Restricao SCCF

Definigao 3.3 O modelo (3-9) apresenta Correlagdo Serial de Caracteristicas
Comuns (Serial Correlation Common Feature-SCCF) se existe uma matriz 3
de (n x s) e posto s, cujas colunas geram o espago denominado espago co-
caracteristico, tal que [3' (Ay,) = B'e;, onde (e, é um vetor s—dimensional
que € um processo de inovagdo com respeito a informacdao ao periodo t, dado

por {Z/t—b yt—?:-"ayl}-

Conseqiientemente, existe SCCF no VECM se a matriz co-caracteristica

3 satisfaz as seguintes hipoteses:
Hipétese 3.4: (' ['; = 0,y j=1,...p—1

Hipdétese 3.5: B’ aff = Ogun

3.5.2
Restricao WF

Hecq, Palm e Urbain (2005) analisaram outro tipo de restrigao de
caracteristicas ciclicas comuns, denominado caracteristicas ciclicas comuns da
forma fraca, WF. Esta restricao pode ser vista como uma extensao da forma

SCCF, no caso em que as restricoes de cointegragao sejam consideradas.

Definigao 3.4 O modelo (3-9) apresenta Correlagdo Serial de Caracteristicas
Comuns da Forma Fraca (WF) se existe uma matriz 3 de (n x s) e posto
s, cujas colunas geram o espaco denominado, espaco co-caracteristico, tal
que B'(Ay, — afy_1) = B'e; , onde B'e; é um vetor s—dimensional que é
um processo de inovacao com respeito a informacao ao periodo t, dado por

{?Jt—h yt—?v"')yl}-
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Consequentemente, existe WF no VECM se a matriz co-caracteristica /3,

satisfaz a seguinte hipotese:
Hipétese 3.6: ' Ij = 05y for j=1,...p—1

Note que quando WF é considerada, a hipétese 3.6 nao necessariamente
¢ satisfeita, portanto, nao é possivel assegurar que fa = 044, Em outras
palavras, WF impoe uma estrutura mais geral em relacao as restri¢oes ciclicas
comuns. As restri¢oes do tipo WF sao convenientes pois permitem o estudo de

cointegracao e caracteristicas ciclicas comuns sem impor a restricao r + s < n.

3.6
Representacao do VECM como uma estrutura de posto-reduzido

Quando o VECM esta sujeito as restricoes de curto-prazo do tipo WF,
todas as matrizes de parametros, exceto a matriz de longo prazo, serao de
posto reduzido. Portanto, o VECM pode ser representado como uma estrutura

de posto-reduzido.

Seja X1 = [Ay; 4, ...Ay; 1] e ® =[I',....,T, 1], e substituindo em
(3-9) obtemos:

Ay = afy1 + X1 + &4 (3-10)

Se a hipotese 3.6 é satisfeita, as matrizes I';,4 = 1,..., p serao todas de

posto (n — s). Portanto, é possivel escrever ® como:

(I> - A\Ij - A[\Ijl, ceeny \I/pfl] (3-11)

em que:

— A é uma matriz de dimensao n x (n — s) e posto (n — s);
— W é de dimensao (n — s) x n(p — 1);

— U, i=1,...,p—1 sdo matrizes de dimensao (n — s) X n e posto

(n—s).

Dada a hipétese 3.6, existe uma matriz § de dimensio n x s tal que
F'A=0.Isto é, A=, onde 3, é uma matriz de dimensio n x (n—s) e posto

(n — s) ortogonal ao complemento de § com rank(3, 5.) = n.

Reescrevendo o modelo (3-10), temos:
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Ay = By + i (U1, Uy, oy Wy ) Xy + &4

Ayy = afy-1 + BLUX 1+ (3-12)

A representacao (3-12) serd usada para estimar o VECM sujeito a re-
stricao do tipo WF por meio do algoritmo conhecido como algoritmo switching

mostrado adiante na secao 4.2.

3.7
Analise de Correlacoes Canoénicas

A estimacao do VECM com restricoes do tipo WF ocorre mediante a
utilizacao do algoritmo switching que segue o procedimento de estimacao da
regressao de posto-reduzido como sugerido por Anderson (1951).

Existe uma conexao formal entre uma regressao multivariada e a analise
canonica como notado por Izenman (1975), Box e Tiao (1977), Tso (1980), e
Veleu et al. (1986). Quando uma regressao multivariada tiver todas suas ma-
trizes de coeficientes de posto cheio, esta pode ser estimada pelo procedimento
usual de Maxima Verossimilhanca ou Minimos Quadrados. Porém, quando as
matrizes de coeficientes nao sao de posto cheio, nao é mais possivel usar o pro-
cedimento tradicional. Neste caso, o modelo é estimado como uma regressao
de posto-reduzido de acordo com o procedimento de Anderson (1951). O uso
da analise canonica pode ser considerado como um caso especial da regressao
de posto-reduzido. Mais especificamente, a estimacao dos parametros deste
modelo é efetuado através da andlise canonica?. Portanto, usa-se a expressao
CanCorr{ Xy, Z;|W;}, que denota as correla¢oes canonicas parciais entre X
e Z;: ambos os conjuntos concentrados fora do efeito de W;. O resultado é a
obtencao das correlacoes canonicas que sao representadas pelos autovalores,
A > o > Mg >\,

O teste estatistico de Johansen é baseado em correlacoes canonicas.
No modelo (3-9), utilizamos a expressao CanCorr{Ay, y;—1|W;} em que
Wi = [Ayi—1, AYi—2, eooe; AYpip—1], que resume o procedimento de regressao
de posto-reduzido usado na metodologia de Johansen. Obter as correlacoes
canonicas entre Ay, and y;_; fora do efeito de W, significa obter um conjunto

de autovalores, 5\1 > 5\2 > 5\3 ....... > A

2Este procedimento de estimacio é conhecido como Full Information Mazimum Likelihood
- FIML
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Para testar a significancia dos r maiores autovalores, pode ser usado o
teste do trago de Johansen(3-13):

&=-T)Y Ln(1-X) i=1,..,n (3-13)

1=r+1

em que os autovalores 0 < \, < ... < A; sdo a solucio de (3-14)3.

|)\m11 — mf01m00m01| =0 (3-14)

e, myj, 1, j = 0,1 sao as matrizes dos segundos momentos dos residuos
aOt (§] ﬂlt.
_ 1 T ~ o~ _ 1 T ~ ~1
Moo = 7 Zt:l Uot Uy mio = 7 thl Uy

_ 1 T ~  ~] 1 T ~ ~
Mor = g D ey Uoglly, My = g Y, Uyl

Ao rodar, por minimos quadrados, as regressoes multivariadas, obtemos
os residuos g e ¢ abaixo (3-15) e (3-16) respectivamente (ver, Hecq,
2006b; Johansen, 1995). O resultado do Teste de Johansen é uma estimativa

superconsistente de (3.

Ay = (Ayp1, - AYp—ps1) + ot (3-15)

Yee1 = (A1, AYp—pi1) + Uy (3-16)

Além disso, é possivel usar a aproximacao de correlagdo canonica para
determinar o posto do espaco co-caracteristico devido as restricoes da WEF.
Trata-se de um teste para a existéncia do espaco co-caracteristico na forma de
combinacoes lineares das varidveis nas primeiras diferencas, corrigidos pelos
efeitos de longo-prazo, e que resultam em um ruido branco (i.e., B’ (Ay, —
afByi_1) = f'e, em que F'e; é um ruido branco).

Adotamos a analise canonica, neste trabalho, para estimar, testar e
escolher a ordem lag e posto do modelo VAR sujeito as restrigdes, como

mostrado nas préximas secoes.

3Ver detalhes em Johansen (1995).
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