
A
Parâmetros de Contato

A.1
Teoria de Contato de Hertz: Modelo Elástico Linear

Hà mais de cem anos atrás, Hertz (1882) estudou o crescimento da

área de contato como uma função da força normal N aplicada, baseado

num modelo elástico linear. Segundo Xydas et al. [38], Hertz levou a cabo

experimentos usando lentes de vidro esféricas contra placas de vidro. Usando

os resultados experimentais, concluiu que o raio de contato rc é proporcional

à força normal aplicada elevada à potência 1
3
, ou seja: rc ∝ N

1
3 , o que

é consistente com os resultados anaĺıticos que derivou baseado no modelo

elástico linear.

No caso mais simples, KC e CC podem ser considerados constantes,

e o amortecimento de contato CC sempre é expresso como um múltiplo da

rigidez de contato: CC = βKC . Valores referenciais desses parâmetros para

o aço são adotados como KC = 1× 108N/m, baseado na teoria de contato

de Hertz, [44]. Também, o coeficiente de proporcionalidade entre a rigidez

e o amortecimento de contato é assumido como β = 1× 10−7s.

A.2
Lei da Potência: Modelo Elástico Não Linear

Este modelo é empregado para incluir materiais não lineares, como o

silicone, por exemplo. A relação geral entre o raio de contato rc e a força

normal N aplicada é expressada através de [38]:

rc ∝ N
n

2n+1 (A-1)

sendo n um expoente de tensão (strain-hardening factor) que depende do

material. Em geral 0 ≤ n ≤ 1, porém, para materiais elásticos lineares n = 1

o que corresponde à teoria de contato de Hertz.
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Quando o material da viga é silicone, os parâmetros KC e CC não

podem ser considerados constantes. Um estudo experimental realizado por

Hyun-Yong Han et al. [37] revela que a rigidez de contato do silicone satisfaz

a seguinte equação:

KC(x) = axb (A-2)

sendo a = 1, 037 e b = 0, 827 parâmetros constantes encontrados por Hyun-

Yong Han. Na Eq. (A-2) a rigidez está em N/mm e a penetração x em

miĺımetros; para as simulações numéricas adota-se essa equação.
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B
Caracteŕısticas e Propriedades do Silicone

Os silicones são poĺımeros inorgânicos formados por um núcleo de

siĺıcio e oxigênio (...-Si-O-Si-O-Si-O-...). Pela variação no tamanho dessa

cadeia, pode-se manipular as caracteŕısticas do material que podem variar

desde uma consistência totalmente sólida, até um ĺıquido viscoso. Para

determinar o módulo de elasticidade do silicone, foram realizados testes

experimentais de tração e de flexão, Fig. B.1. Essas propriedades foram

calculadas usando as equações da deformação estática [7], em tração e em

flexão, e são mostradas na Tab. 4.4. Além disso, a densidade e o coeficiente

Figura B.1: Provas de tração e flexão estática do silicone.

de atrito também foram calculados experimentalmente e os detalhes são

explicados próximos parágrafos. Vale ressaltar que os valores obtidos estão

dentro dos limites indicados por outras referências:

– Dow Corning.1

– Ides - The Plastic Web.2

1www.dowcorning.com/content/rubber/rubberprop/rubber mechanical.asp
2www.ides.com/generics/Silicone/Silicone typical properties.htm
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B.1
Cálculo das Propriedades do Silicone

As caracteŕısticas do silicone usado para obter as propriedades

mecânicas são: comprimento 0, 3m, diâmetro 11×10−3m e massa ms = 29×
10−3kg. O cálculo da densidade é direta e resulta: ρs = ms

V
= 1017, 2kg/m3

B.1.1
Rigidez à Flexão

A equação da flecha estática f(x) de uma viga em balanço, com carga

uniformemente distribúıda w0 = msg
L

= 0, 9483N/m está dada através de

[7]:

f(x) =
w0x

2

24EI
(x2 + 6L2 − 4Lx)

A flecha máxima da viga resulta f(x = L) = w0L4

8EI
. No teste, com

L = 0, 26m, a flecha máxima medida resulta 0, 048m, Fig. B.1, com isso:

EI = 1, 13× 10−2N .

B.1.2
Rigidez à Tração

Um teste simples é realizado para obter a rigidez à tração, Fig. B.1, e

os dados obtidos são mostrados na Tab. B.1. A deformação estática axial

Tabela B.1: Teste de tração do silicone.

Deslocamento (mm) 1,0 1,8 2,3 3,1 4,0 5,2
Massa (kg) 1,0 2,0 2,5 3,0 4,0 5,0
Peso (N) 9,8 19,6 24,5 29,4 39,2 49,1

δs de uma barra L devido ao peso P está dada por: δs = PL
EA

. Logo, usando o

gráfico da Fig. B.2, obtém-se EA
L

= 9810N/m. Conseqüentemente a rigidez

axial resulta: EA = 1, 02× 103N
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Figura B.3: Provas do plano inclinado.

B.2
Coeficiente de Atrito

Para obter o coeficiente de atrito estático µe, entre o silicone e uma

superf́ıcie de cobre, realiza-se um simples teste, mostrado na Fig. B.3.

O valor do coeficiente de atrito correspondente à situação em que

o corpo está na iminência de iniciar o seu movimento. Designa-se por

coeficiente de atrito estático e pode ser calculado por: µe = tan αc. O ângulo

cŕıtico medido resulta αc ≈ 23, 11◦, com isso: µe ≈ 0, 426.

Para calcular o coeficiente de atrito cinético µc emprega-se a equação:

sin α0 − µc cos α0 = a
g
. Essa equação resulta das equações do movimento

de um corpo que se desliza sobre um plano inclinado que forma um

ângulo α0 > αc com a horizontal. A aceleração média a do disco, Fig.

B.3, medida experimentalmente usando um sensor de rotação PASSPORT,

resulta a ≈ 5m/s2 quando α0 = 50◦. Com isso µc ≈ 0, 388. O disco e o sensor

de rotação estão unidos através de um fio de massa despreźıvel, sendo que

o sensor mede a aceleração linear do disco no plano inclinado.
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C
Estudo da Convergência

Quando se usam elementos finitos, é necessário estabelecer algum

critério sobre a convergência dos resultados numéricos para determinar o

número de elementos a serem usados na discretização. No modelo da viga em

L, por exemplo, foram obtidos os modos de vibração e freqüências naturais

usando diferentes números de elementos na discretização da viga. Portanto,

é posśıvel usar o critério das freqüências naturais para saber o número de

elementos a usar satisfazendo um erro pré-estabelecido para as freqüências.

No entanto, quando estudamos resposta no tempo, o critério das freqüências

naturais não é a mais adequada e neste trabalho adota-se o critério sugerido

por Sampaio [62].

Para conseguir uma boa aproximação da resposta dinâmica de um

sistema é necessária uma medida de convergência, e uma medida da con-

vergência pode ser obtida através do erro relativo, entre uma discretização

grosseira e uma fina [62]. Essas medidas do erro, para deslocamentos e/ou

velocidades, são computadas em uma posição definida sd e em um instante

dado td, ou seja:

%errodeslocamento = 100

∣∣∣∣
des(sd, td)grossa − des(sd, td)fina

des(sd, td)fina

∣∣∣∣

%errovelocidade = 100

∣∣∣∣
vel(sd, td)grossa − vel(sd, td)fina

vel(sd, td)fina

∣∣∣∣

sendo: des = deslocamento e vel = velocidade.

A Fig. C.1 mostra a resposta dinâmica para o nó 29 do silicone (caso

b)) usando vários elementos.
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Figura C.1: Resposta dinâmica para vários elementos, caso b).
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D
Deslocamentos e Velocidades Virtuais

D.1
Deslocamento virtual

Supondo que uma part́ıcula descansa sobre uma superf́ıcie F (x, y, z) =

0 num ponto A, e somente pode movimentarse sobre essa superf́ıcie, Fig.

D.1. Se a part́ıcula se desloca até um ponto B, também na superf́ıcie,

esse deslocamento é chamado de deslocamento posśıvel, em caso contrário

chama-se deslocamento imposśıvel.

Figura D.1: Movimento de uma part́ıcula sobre uma superf́ıcie.

Logo, se a part́ıcula tem uma velocidade v, essa velocidade é chamada

de velocidade posśıvel se a part́ıcula se movimenta sobre a superf́ıcie, em

caso contrario chama-se de velocidade imposśıvel. Portanto, as velocidades

posśıveis são tangentes à superf́ıcie no ponto A .

Finalmente, aqueles deslocamentos que são proporcionais às veloci-

dades posśıveis num ponto A, são chamados de deslocamentos virtuais nesse

mesmo ponto. Um deslocamento virtual, portanto, tem direção tangente à

superf́ıcie, mas com uma orientação e magnitude arbitrária. Da Eq. da su-

perf́ıcie F (x, y, z) = 0, derivando em relação ao tempo:
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∂F

∂x
ẋ +

∂F

∂y
ẏ +

∂F

∂z
ż = 0 (D-1)

e representando a velocidade como v =
[

ẋ ẏ ż
]T

e o vetor gradiente

como ∇F =
[

∂F
∂t

∂F
∂t

∂F
∂t

]T

, a Eq. D-1 fica:

vT∇F = 0 (D-2)

portanto, a Eq. D-2 indica que a velocidade é perpendicular à normal da

superf́ıcie (∇F ).

Adotando a notação δs para representar um deslocamento arbitrário

do ponto A, e δs =
[

δx δy δz
]T

as projeções desse deslocamento so-

bre os eixo coordenados, o deslocamento virtual, segundo a definição, é

proporcional à posśıvel velocidade v. Portanto, δs = v será um desloca-

mento virtual. Finalmente, as projeções do deslocamento virtual satisfazem

a seguinte equação:

δsT∇F =
∂F

∂x
δx +

∂F

∂y
δy +

∂F

∂z
δz = 0 (D-3)

D.2
Velocidade virtual

São velocidades posśıveis exatamente na direção em que o movimento

do part́ıcula material pode acontecer, ou seja, respeitando as equações

de v́ınculo, i.e. pode-se movimentar somente sobre a superf́ıcie prescrita

por F (x, y, z) = 0 . A essas velocidades virtuais representamos como

δṡ =
[

δẋ δẏ δż
]T

e também satisfazem a Eq. D-3:

δṡT∇F =
∂F

∂x
δẋ +

∂F

∂y
δẏ +

∂F

∂z
δż = 0 (D-4)
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Aplicações - Dincon 2003, S. J. dos Campos, SP-Brasil, 2003.

[52] LIU, D.; CAO, D. Q. ; WANG, C.. Computational cosserat dynamics

in mems components modeling. Computational Mechanics, 2004.

WCCM and APCOM’04, China.

[53] MADDOCKS, J. H.. Mathematical Modelling of DNA. École
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