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A
Parametros de Contato

A.l
Teoria de Contato de Hertz: Modelo Elastico Linear

Ha mais de cem anos atras, Hertz (1882) estudou o crescimento da
area de contato como uma funcao da forca normal N aplicada, baseado
num modelo eldstico linear. Segundo Xydas et al. [38], Hertz levou a cabo
experimentos usando lentes de vidro esféricas contra placas de vidro. Usando
os resultados experimentais, concluiu que o raio de contato r. é proporcional

N . < A~ . . 1
a forca normal aplicada elevada & poténcia %, ou seja: r. o« N3, o que

3
¢é consistente com os resultados analiticos que derivou baseado no modelo
elastico linear.

No caso mais simples, Ko e C¢ podem ser considerados constantes,
e o amortecimento de contato C¢ sempre é expresso como um multiplo da
rigidez de contato: Cc = K. Valores referenciais desses parametros para
o0 ago sao adotados como K¢ = 1 x 108N/m, baseado na teoria de contato
de Hertz, [44]. Também, o coeficiente de proporcionalidade entre a rigidez

e o amortecimento de contato ¢ assumido como 3 =1 x 10~ "s.

A.2
Lei da Poténcia: Modelo Elastico Nao Linear

Este modelo é empregado para incluir materiais nao lineares, como o
silicone, por exemplo. A relacao geral entre o raio de contato r. e a forga

normal N aplicada é expressada através de [38]:
re ¢ N it (A-1)

sendo n um expoente de tensao (strain-hardening factor) que depende do
material. Em geral 0 < n < 1, porém, para materiais elasticos lineares n = 1

o que corresponde a teoria de contato de Hertz.
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Quando o material da viga ¢é silicone, os parametros K¢ e Co nao
podem ser considerados constantes. Um estudo experimental realizado por
Hyun-Yong Han et al. [37] revela que a rigidez de contato do silicone satisfaz
a seguinte equacao:

Ke(z) = ax® (A-2)

sendo a = 1,037 e b = 0, 827 parametros constantes encontrados por Hyun-
Yong Han. Na Eq. (A-2) a rigidez estd em N/mm e a penetragao x em

milimetros; para as simulacoes numéricas adota-se essa equacao.
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B
Caracteristicas e Propriedades do Silicone

Os silicones sao polimeros inorganicos formados por um ntcleo de
silicio e oxigénio (...-Si-O-Si-O-Si-O-...). Pela variacdo no tamanho dessa
cadeia, pode-se manipular as caracteristicas do material que podem variar
desde uma consisténcia totalmente sélida, até um liquido viscoso. Para
determinar o moédulo de elasticidade do silicone, foram realizados testes
experimentais de tracao e de flexao, Fig. B.1. Essas propriedades foram
calculadas usando as equagoes da deformagcao estatica [7], em tragdo e em

flexao, e sao mostradas na Tab. 4.4. Além disso, a densidade e o coeficiente

Silicone

Discos

Silicone

ed06s08/27 19:58

Figura B.1: Provas de tracao e flexao estatica do silicone.

de atrito também foram calculados experimentalmente e os detalhes sao
explicados préximos paragrafos. Vale ressaltar que os valores obtidos estao

dentro dos limites indicados por outras referéncias:

— Dow Corning."

— Ides - The Plastic Web.2

Lwww.dowcorning.com/content /rubber /rubberprop /rubber_mechanical.asp
2www.ides.com/generics/Silicone/Silicone_typical _properties.htm
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B.1
Calculo das Propriedades do Silicone

As caracteristicas do silicone usado para obter as propriedades
mecanicas sao: comprimento 0, 3m, didmetro 11 x 10~3m e massa m, = 29 x

1073kg. O calculo da densidade ¢ direta e resulta: p, = = 1017, 2kg/m?

B.1.1
Rigidez a Flexao

A equagao da flecha estética f(z) de uma viga em balango, com carga

uniformemente distribuida wy = “¢ = 0,9483N/m estd dada através de
! 2
Wol™ 2 2
= L*—4L
Fla) = o (0 + 617 — 4La)
A flecha méxima da viga resulta f(z = L) = %L;. No teste, com

L = 0,26m, a flecha maxima medida resulta 0,048m, Fig. B.1, com isso:
EI=1,13 x 1072N.

B.1.2
Rigidez a Tracao

Um teste simples ¢ realizado para obter a rigidez a tracao, Fig. B.1} e

os dados obtidos sao mostrados na Tab. B.1. A deformacao estatica axial

Tabela B.1: Teste de tracao do silicone.

Deslocamento (mm) | 1,0 | 1,8 | 2,3 | 3,1 | 4,0 | 5,2
Massa (kg) 1.0 20 | 25 | 3,0 | 40 | 5,0
Peso (N) 9,8 19,6 | 24,5 | 29,4 | 39,2 | 49,1

0s de uma barra L devido ao peso P esta dada por: §, = %. Logo, usando o
grafico da Fig. B.2, obtém-se ETA = 9810N/m. Conseqiientemente a rigidez
axial resulta: EA = 1,02 x 103N
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Figura B.2: Teste de tracao do silicone.
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Figura B.3: Provas do plano inclinado.

B.2
Coeficiente de Atrito

Para obter o coeficiente de atrito estatico p., entre o silicone e uma
superficie de cobre, realiza-se um simples teste, mostrado na Fig. B.3.

O valor do coeficiente de atrito correspondente a situagdo em que
o corpo estd na iminéncia de iniciar o seu movimento. Designa-se por
coeficiente de atrito estatico e pode ser calculado por: . = tan a.. O angulo
critico medido resulta a, ~ 23, 11°, com isso: u. ~ 0,426.

Para calcular o coeficiente de atrito cinético u. emprega-se a equagao:

g. Essa equagao resulta das equacoes do movimento

sin g — e COS Qg =
de um corpo que se desliza sobre um plano inclinado que forma um
angulo ay > a, com a horizontal. A aceleracao média a do disco, Fig.
B.3, medida experimentalmente usando um sensor de rotagao PASSPORT,
resulta a ~ 5m/s* quando ag = 50°. Com isso p,. = 0, 388. O disco e o sensor
de rotacao estao unidos através de um fio de massa desprezivel, sendo que

o sensor mede a aceleracao linear do disco no plano inclinado.
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C

Estudo da Convergéncia

Quando se usam elementos finitos, é necessario estabelecer algum
critério sobre a convergéncia dos resultados numéricos para determinar o
nimero de elementos a serem usados na discretizagao. No modelo da viga em
L, por exemplo, foram obtidos os modos de vibracao e freqiiéncias naturais
usando diferentes niimeros de elementos na discretizacao da viga. Portanto,
é possivel usar o critério das freqiiéncias naturais para saber o nimero de
elementos a usar satisfazendo um erro pré-estabelecido para as freqiiéncias.
No entanto, quando estudamos resposta no tempo, o critério das freqiiéncias
naturais nao ¢ a mais adequada e neste trabalho adota-se o critério sugerido
por Sampaio [62].

Para conseguir uma boa aproximacgao da resposta dinamica de um
sistema ¢é necessaria uma medida de convergéncia, e uma medida da con-
vergéncia pode ser obtida através do erro relativo, entre uma discretizagao
grosseira e uma fina [62]. Essas medidas do erro, para deslocamentos e/ou
velocidades, sao computadas em uma posicao definida s; e em um instante

dado tg4, ou seja:

des(5q,t4)grossa — des(5a,tq) fina
des(sq, ta) fina

vel(Sd, ta) grossa — Vel(Sa, ta) fina
vel(Sa, ta) fina

%erTOdeslocamentO = 100

%errovelocidade = 100

sendo: des = deslocamento e vel = velocidade.
A Fig. |C.1 mostra a resposta dinamica para o né 29 do silicone (caso

b)) usando vérios elementos.
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Figura C.1: Resposta dinamica para varios elementos, caso b).
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D
Deslocamentos e Velocidades Virtuais

D.1
Deslocamento virtual

Supondo que uma particula descansa sobre uma superficie F'(x,y, z) =
0 num ponto A, e somente pode movimentarse sobre essa superficie, Fig.
D.1. Se a particula se desloca até um ponto B, também na superficie,
esse deslocamento é chamado de deslocamento possivel, em caso contrario

chama-se deslocamento impossivel.

Figura D.1: Movimento de uma particula sobre uma superficie.

Logo, se a particula tem uma velocidade v, essa velocidade é chamada
de velocidade possivel se a particula se movimenta sobre a superficie, em
caso contrario chama-se de velocidade impossivel. Portanto, as velocidades
possiveis sao tangentes a superficie no ponto A .

Finalmente, aqueles deslocamentos que sao proporcionais as veloci-
dades possiveis num ponto A, sao chamados de deslocamentos virtuais nesse
mesmo ponto. Um deslocamento virtual, portanto, tem direcao tangente a
superficie, mas com uma orientagao e magnitude arbitraria. Da Eq. da su-

perficie F'(x,y, z) = 0, derivando em relagao ao tempo:
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OF . O0F . O0F.

- - = D-1
or + dy y+ 92~ (D-1)
T
e representando a velocidade como v = [ Ty z ] e o vetor gradiente
T

_ 9F 9F OF .

como VI = | &= & 2| a Eq. D-1 fica:
vIVEF =0 (D-2)

portanto, a Eq. D-2 indica que a velocidade é perpendicular a normal da
superficie (VF).

Adotando a notagao ds para representar um deslocamento arbitrario
do ponto A, e ds = [ ox oy 0z ! as projecoes desse deslocamento so-
bre os eixo coordenados, o deslocamento virtual, segundo a definicao, é
proporcional a possivel velocidade v. Portanto, s = v serd um desloca-
mento virtual. Finalmente, as projecoes do deslocamento virtual satisfazem
a seguinte equagao:

OF OF OF

'VF = — — — 0z = D-
0s"V 8x5I+8yéy+8z52 0 (D-3)

D.2
Velocidade virtual

Sao velocidades possiveis exatamente na direcao em que o movimento
do particula material pode acontecer, ou seja, respeitando as equagoes
de vinculo, i.e. pode-se movimentar somente sobre a superficie prescrita

por F(xz,y,z) = 0 . A essas velocidades virtuais representamos como
T

08 = [ 0t dy 0z | e também satisfazem a Eq. D-3:

F F F
§8'VF = ‘Z—xaj: + (z—yay + %—Zéz =0 (D-4)
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