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Dinamica da Viga de Cosserat

3.1
Introducao

Neste capitulo, a dinamica de uma viga esbelta, intrinsecamente reta,
¢é estudada sistematicamente para problemas tridimensionais usando a viga
de Cosserat descrita no capitulo anterior. A modelagem leva em conta as
deformagoes de flexao, extensao-compressao e torgao da viga, permitindo
assim, o estudo dos varios tipos de deformacoes. O problema fundamental
quando se usa o0 MEF ¢é a escolha das fungoes de deslocamento. No entanto,
usando a viga de Cosserat, esse problema é contornado empregando as
funcoes de deslocamento obtidas da equacao do equilibrio estatico. Essas
funcoes de deslocamento nao lineares sao funcao dos deslocamentos e
rotacoes nodais genéricos da viga. Logo, usando a equacao de Lagrange,
formada pelas expressoes das energias cinética e potencial da viga, sao
derivadas as equacoes do movimento nao lineares da viga. A partir da
equacao do movimento da viga é possivel achar as equacoes de movimento
de um sistema que serao aproximadas numericamente usando o método de
Newmark. E necessdrio ressaltar que quando se usa o elemento de Cosserat,
que leva em conta todas as nao linearidades geométricas do sistema, alta
precisao da resposta dinamica pode ser obtida dividindo o sistema em
uns poucos elementos, nimero que é bem menor que o tradicional MEF,
onde as funcoes de interpolacao, em geral, sao fungoes simples tais como
polinomios de baixa ordem. Essa é a principal vantagem de usar a viga de
Cosserat. Resumindo, a viga de Cosserat fornece uma forma conveniente

para a modelagem de estruturas esbeltas.
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3.2
Velocidades

Para a andlise dinamica, o movimento da viga de Cosserat pode ser
estudado considerando a evolugao, no tempo, dos deslocamentos e rotagoes
nodais da viga. Logo, as fungoes de deslocamento da viga de Cosserat, Eq.

(2-44)), varidveis no tempo sao:

x(s,t) = x1(s,t) + xa(s,t)
y(s,t) = wils,t) +yals,t)
2(s,t) = s+ z1(s,t) + 22(s, 1)
p(s,t) = pi(s,t) + (s, t)

O movimento no espaco, de uma seccao genérica da viga, pode ser
visto como o movimento de um corpo rigido no espago. Conseqiientemente, o
movimento de qualquer se¢ao transversal da viga, localizada a uma distancia
s, sera caracterizada por uma velocidade de translagao e uma velocidade

angular.

3.2.1
Velocidade de Translacao

A velocidade de translagao, da secao transversal da viga, é definida
pela derivada do vetor posicao, Eq. (2-1), em relagdo ao parametro tempo
t:

F
a r(S; t) 6I(8,t) ay(87t) BZ(S’t) ]T (3_1)
ot oo

3.2.2
Velocidade Angular

Para calcular a velocidade angular da secao transversal na coordenada
s (que possui uma velocidade de rotagao propria §2), ela deverd ser consid-
erada como um corpo rigido com um vetor de velocidade angular w(s,t).

O vetor de velocidade angular w(s, t) é calculado usando trés rotagoes

elementares, como foi definido na Eq. (2-15)):

x ! 40 1
Fle,ea,e5) “ (e} €}, €) “= Rief, ef eff)

S(dl7 d27 d3)
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Das rotagoes elementares, as seguintes equagoes sao validas:

F _Q _ y r
FWQ = pWqQ = ¢z 0 0
QW _ R _ O ] T
OWR = QWR = oy 0

. T
fws = Swg = [o 0 ¢Z+Q}

logo, as matrizes de rotagdo, para angulos de flexao pequenos ¢, e ¢, (porque

a viga estd confinada dentro de uma superficie) sao:

1 0 0 1 0 0
Fp@ — 0 cosg, —sing, |~ |0 1 —¢,
0 sing, cosg, 0 ¢, 1
cosg, 0 sing, 1 0 ¢
eTh = 0 1 0 ~| 0 1 0
—sing, 0 cosa@, —¢, 0 1
cos (¢, + Q) —sin(¢p, +Qt) 0
RpsS = sin (¢, + Q)  cos(p, +Qt) 0
0 0 1

Finalmente, o vetor de velocidade angular da se¢ao transversal, valido para
qualquer sistema de referéncia, ¢ dado por: pwg = pwg + QWgr + RWs.

Na base (5), solidério a segao transversal, ela é expressa como:

by cos (¢, + Qt) + gz'Sy sin (¢, + Q)
Ws = | &, cos (¢ + ) — ¢y sin (¢, + Qt)
byde + (L + 0.

e para pequenos angulos de torcao ¢,, resulta:

by (cos Qt — ¢, sin Q) + (by(sin Qt + ¢, cos Q)
‘w="%wg = éy(cos Ot — ¢, sin Q) — ¢, (sin Qt + ¢, cos Q1) (3-2)
Gyu + (2 + 02)
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3.3
Equacoes de Movimento da Viga de Cosserat

Nesta parte emprega-se a equagao de Lagrange para formular a

equagao de movimento da viga de Cosserat.

3.3.1
Principio de Hamilton

O principio de Hamilton, possivelmente, é o mais famoso principio
variacional da mecanica. Esse principio, que considera o movimento do
sistema como um todo entre dois instantes de tempo, t; e t5, ¢ um principio
integral ([) e reduz o problema dinamico & investigacdo de uma integral
escalar definida. Essa formulacao tem a vantagem de ser invariante, ou seja,
as expressoes dos integrandos podem ser escritos em qualquer sistema de
referéncia.

Para um sistema continuo, no qual o movimento é definido por coorde-
nadas que sao funcoes nao apenas do tempo, mas também de coordenadas
espaciais, o principio de Hamilton estendido é dado através da seguinte

equagao variacional [5]:

/%(M¢+ﬁvyﬁ=0 (3-3)

t1
sendo T a energia cinética do sistema e §W é conhecido como o trabalho
virtual realizado pelas forcas aplicadas sobre o sistema.
Se o sistema estd sobre a agao de algumas forgas que sao derivaveis
de alguma funcao potencial —U e outras nao, o trabalho virtual realizado

pelas forcas pode separar-se na forma:
oW =oWwP + 35w " = —5U + QToq

T

sendo Q = [Ql Qa - Qn o vetor de forgas generalizadas

nao derivaveis de alguma funcdo potencial (ndo conservativas) e q =
T

[ G G2 Qn ] é o vetor de coordenadas generalizadas. Introduzindo

OW na Eq. (3-3), ela resulta:

t2 t2
/(Muanﬁ+/ (Q"éq) dt =0

1 tl

e usando a defini¢ao Lagrangiana (L = T —U), as equagoes de acima levam
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di;) g

Para calcular as forcas generalizadas Q, considera-se o caso em que

%<8L) O _ . i=1...n (3-4)

existe um vetor de forca F', que nao é derivavel de alguma fun¢ao potencial,

logo, o trabalho virtual realizado por essa forga é:

oW = FTst (3-5)
sendo or o deslocamento virtual de 1 e: .
r=1(q) = | 7i(q) 72(q) -+ 7n(q) } expressa a variavel dependente
T
em termos das coordenadas generalizadas q = [ql G2+ (n } A

definigao do termo deslocamento virtual, baseada no livro de Banach [1],
¢ esclarecida no anexo D.

O deslocamento virtual 0t pode ser obtido da seguinte equagao [5]:
ot = ——dq (3-6)

sendo g—a conhecida como a matriz Jacobiana.

dq1 0q2 Oqn

- Oy Ofy ,  Ofy
@ — oq1 0q2 Oqn (3_7)

Om  Ofm ... Oim

01 Oqz 0qn

Introduzindo a Eq. (3-6) em (3-5) obtém-se:

——NP or
W =F'—¢ 3-8
¢4 (3-8)
O trabalho virtual, no entanto, também pode ser calculado como o
T
produto das n forcas generalizadas Q = [ Q1 Qy - Qn atuando

sobre os deslocamentos virtuais generalizados dq:
oW’ = QTsq (3-9)

Posteriormente, comparando as Eqgs. (3-8) e (3-9), conclui-se que as forgas

generalizadas sao da forma:

QT — FT@

3 (3-10)
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3.3.2
Forcas na Viga de Cosserat

Supode-se que as forgas que atuam no elemento sao compostas de trés
partes: a primeira é conseqiiéncia da interacao dos elementos vizinhos, a
segunda é devido a acao de forcas externas concentradas que atuam nos
nos e por ultimo tém-se as forgas externas distribuidas com direcoes fixas e
intensidade prescrita.

Segundo a definicao de forcas, no principio dos trabalhos virtuais, elas
tém que estar definidas na base inercial (F') devido aos deslocamentos nodais

generalizados q da viga, vide Fig. (2.4), estarem definidos em relagao a ela.

T
A= | %o Ya Za ¢ma (bya ¢za b Yb b ¢xb ¢yb szb] (3_11)

Forcas e momentos internos

Supde-se que a acao nodal “p’(t), constituida por forgas internas f};

e momentos internos l;k, seja dada por:

Foi
7 Pq t
) = [ o ] (312)
sendo, para k = a, b:

T

L) = | Fil) Filt) ) Lt L) )

E necessario ressaltar que as forcas e momentos internos anulam-se
quando o sistema é considerado como um todo, devido ao principio de agao-

reacao.

Forcas e momentos externos concentrados

De forma analoga, supoe-se que ©'p¢(t) seja constituido por forcas &

e momentos [f; externos concentrados nos nos:

Focrn FPZ(t)
pe(t) = [ Poe(t) ] (3-13)

sendo, para k = a, b:

R = [ £ Fld) F50) 5O B0 5O ]
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No caso particular da coluna de perfuracao simplificada, as forgas concen-

tradas sao aquelas devida ao impacto, como mostradas na Fig. 3.1.

Ae2 Ae2

el

Figura 3.1: Interacao com a parede do poco.

As restrigoes do poco sao consideradas aplicando forcas de contato
nos nos cujo deslocamento, instantaneamente, escapa da restricao imposta
pelo poco. A interacdo entre a coluna e o poco é modelada como um
impacto inelastico, portanto, emprega-se um modelo visco-eléstico. Escolhe-
se 0 modelo de Kelvin-Voigt devido a facilidade de implementacao [49].
Conseqiientemente, as forcas normal, tangencial e o torque induzido, devido

ao atrito entre a coluna e o poco, sao:

Fo = Ko (VaT+y2—0) +Co (VaT+17)
F, = uF, (3-14)
Tc == FtR

Nas equacgoes acima, Ko e C¢ representam os coeficientes de rigidez e
amortecimento de contato, respectivamente, p é o coeficiente de atrito
dinamico, o ¢ a folga radial e o deslocamento do né ¢ esta representado
por (x;, ;).

Em geral, a rigidez e o amortecimento de contato sao fungoes com-
plexas das tensoes e deformacoes na area de contato. Consequentemente,

eles dependem do deslocamento e da velocidade do né na direcao radial.

Ko = Ke(xi, yi, 4, %5),  Co = Co(w4, yi, T4, Ui)

No caso mais simples, Ko e C¢ podem ser considerados constantes,
e o amortecimento de contato C¢ sempre é expresso como um multiplo da

rigidez de contato: Cc = K. Valores referenciais desses parametros para
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o0 ago sao adotados como Ko = 1 x 108 N/m, baseado na teoria de contato de
Hertz, [44]. Para materiais nao lineares como o silicone, por exemplo, existe
uma relagio nao linear do tipo Ko(A) = aA’, sendo A = (/2?2 + yZ — 0)
a penetracao no silicone durante o contato; essa equacao foi encontrada
experimentalmente por Hyun-Yong Han et al. [37] e detalha-se no anexo
A. Por outro lado, o coeficiente de proporcionalidade entre a rigidez e o
amortecimento de contato é suposto como 3 =1 x 1077

As forcas de impacto, Eq. 3-14) escritas na base (F') resultam:

E, +\/Tyz (pyi — ;)
Ey — 7t (Mri )
F,
FFimpacto - = 0 (3-15)
M, 0
M, 0
M, T

Precessao direta e retrograda

A partir da Fig. 3.1/ é possivel reconhecer se algum né da coluna esta
realizando precessao direta ou retrograda, usando o angulo ;. Da geometria

da figura em questao, o angulo de precessao v esta dado por:

1; = arctan (&) @DZ = w (3-16)
i VT + Y

Logo, se ¢; > 0 o né esta realizando precessao direta em caso contrario

ele realiza precessao retrograda.

Forcas e momentos distribuidos

Finalmente, as forgas distribuidas (§;) e os momentos distribuidos (7;)

sobre a viga podem ser expressos como:

T

T =&l &0 &0 n@ no 0o

Logo, usando a Eq. (3-8), o trabalho virtual realizado pelas forgas e

momentos distribuidos “T'(t) tem a forma:

L
s — / (FrTa )5qu
0 801
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T
sendo T = | a(a,s) ylas) =as) oulas) dylas) oas) | a
variavel dependente e o vetor de varidveis generalizadas q estd dado pela
Eq. (3-11).

Por conveniéncia, as forgas nodais equivalentes (forgas generalizadas),

devidas as cargas distribuidas, podem ser escritas como:

o /OL (FPTS—Z)TdS _ [ iigg ] (3-17)

sendo, para k = a, b:

R = [ S0 £ £ 0 5o 6o ]

Para modelar a coluna simplificada, consideram-se dois tipos de cargas
distribuidas: devidas a gravidade e devidas ao desbalanceamento.

Em relacao a gravidade, a massa distribuida na viga, que forma um
angulo v com a vertical, resulta em cargas axiais e transversais distribuidas,

como mostrado na Fig. 3.2. Logo, pode-se escrever:
Figravit r
ety — 0 g g2 00 0|

sendo £ = —pAgsiny e £ = pAgcosy.

el

€0 = constante

Figura 3.2: Forcas de gravidade e desbalanceamento.

Usando a Eq. (3-17), a forca nodal equivalente devido a gravidade
resulta:

F_d — L g ¢g L¢g g ¢9 Leg g

pgravity_E 0 gy gz _Egy 000 gy gz Eéy 00

Um elemento da coluna nao esta balanceado se o centro de gravidade

de uma secao transversal nao coincide com o seu centro de rotagao. A
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distancia entre o centro de rotacao e o centro de gravidade é a excentricidade
eg € o lugar geométrico dos pontos que contém o centro de gravidade de
cada secao transversal do elemento forma a distribuicao de excentricidades
do elemento, como mostrado na Fig. 3.2. Para simplificar, considera-se que
a distribuicao da excentricidade seja constante.

Se o elemento viga leva em conta o desbalanceamento, existe uma

forca centrifuga da forma pAgeoQ?, conseqiientemente:

_ T
Frunbalance(t> — ﬁg 5; 0000

sendo:

v = pAgeoQ? cos (U + By)
£ = pAgeQ? sin (Qt + 3)

Nas expressoes acima, as constantes ey e [y representam a excent-
ricidade da viga e a posicao angular inicial do centro de gravidade, re-
spectivamente. Usando a Eq. (3-17), a for¢a nodal equivalente, devida ao

desbalanceamento, resulta:

L T
Fpanalcmce:§ 5; 5;; 0 _%; %5}; 0 gg 55 0 %5@7 _%gg[’ 0

Logo, considerando as forcas de gravidade e desbalanceamento, a forca

nodal equivalente devido as cargas distribuidas resulta:

F_d__ F_d F_d
p = pgravity + Punbalance

Para terminar, o trabalho virtual total, realizado pelas trés forcas Eq.
(3-12)), (3-13) e (3-17), é:

ST = (Fpi(t) + Fpe(t) + Fpl(1)" 6a = Q"6q

Por conseguinte:
Q="p'(t) + "p(t) + "p"(t) (3-18)

3.33
Energias Cinética e Potencial da Viga

Em relagao a Eq. (2.1), o movimento da viga envolve duas velocidades:

. ~ ‘s 3 Fr(s,t
a velocidade de translacao da curva de centréides %

angular da secgao transversal w(s,t). Logo, a energia cinética, por unidade

e a velocidade
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de comprimento, esta dada através de:

_ 10 r’(s,t)
T — - v
2 ot (5)

0 Fr(s,t)
ot

n % SwT (s, 1)5I(s) w(s, t)(3-19)

sendo M(s) e I(s) as matrizes de massa e inércia com componentes nio
nulas My = My = M3 = pA(s) e I} = pI'1(s),Is = pl'a(s), I3 = pI's(s) e
a velocidade angular da sec¢@o transversal, escrita na base (5), estd dada
pela Eq. (3-2).

Por outro lado, considerando pequenas deformagoes, a energia poten-
cial elastica, por unidade de comprimento, pode ser expressa em termos dos

vetores de deformagao v(s,t) e u(s,t) como:

U = =5 (s,t)°K(s)v(s, 1) +% Sul(s,1)°I(s)%u(s,t) (3-20)

DN | —

sendo que as componentes do vetor de deformagao linear sao: vy(s,t) =
vo(s,t) = 0 e v3(s,t) = |%\, como discutido na secgao 2.6.1. Por outro
lado, o vetor de deformagao angular, Eq. (2-10), estd dado pela relagao:
u(s,t) = - °d;(s,t) ————
2 ds
Logo, as densidades de energia cinética, Eq. (3-19)), e energia potencial,
Eq. (3-20), estao expressas em fungao dos deslocamentos nodais q(t) = q

como T =T(s,q,q) e U =U(s,q) e a funcio Lagrangiana resulta:

Liq,&) = / (T(s,q, &) — U(s,q)) ds (3-21)

Em termos da Lagrangiana, L(q,q) = L, e usando o principio do

trabalho virtual, as equagoes de Lagrange estao dadas pela equagao:
d (0L oL , d
— [ =) - == =t e : =1,...,12 3-22
yy (aqj) 90, P+, J=1 (3-22)
Usando a equagao acima, para uma configuracao geral com desloca-

mentos nodais nao nulos, as equagoes diferenciais ordinarias do movimento,

escritas na base (F') resultam:
F e F e - Fyre Fyre _ F_ F_.c F_.d
MG+ Gq+ (K +"K{(q))q="p'(t) + "p°(t) + "p(t) (3-23)

sendo que 'M¢ = F'M§ + FMS, F'Ge e K¢ sdo matrizes 12 x 12 de massa,
giroscépica e de rigidez do elemento viga; “K¢(q) = K¢ (q) + "K¢,(q) é

uma matriz 12 x 12 que corresponde aos termos nao lineares. As matrizes
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estao dadas a seguir:

2 2
13pAL
35L
0 13pAL2
35L
0 0 e4L
0 _11pAL2 o pAL3
5 210 105 3
11pAL pAL
210 0 0 0 105
Foe 0 0 0 0 0 0
M = 2 . 2 . 2
9pAL 0 0 0 13pAL 0 13pAL
70L 420 35L
0 9pAL2 0 _13pAL? 0 0 0 13pAL2
70L AL 420 35L AL
0 0 L= 0 0 0 0 0 b=
13pAL2 3L3pA 11pAL2 pAL3
0 5 420 Y T 420 03 0 0 5 210 0 105
13pAL 3L3pA 11pAL
420 0 0 0 T 420 0 —=31% 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 4214
35L
4214
0 35L
0 0 0
1 1411 L
0 - Ik 0 L
Iy 50 o 185 14I5L
10 105 IaL
Fore 0 0 0 0 0 433—
M, = 841y o o o Iy o 421,
~ 0L 841 I T 10 3L 421
1 1 1
0 —7oL O 0 0 0 0 S
0 0 0 0 0 0 0 0 0
L L S R
Iy 0 0 0 14I5L 0 Iy 0 0 o 14I5L
10 T 420 InL 10 105 L
0 0 0 0 0 8= 0 0 0 0 0 3=
2 6 1 6 1 3
05 5T 0 — 1o 01 0 g -y 0 — o O1 0
- o o o -& o & o 0o 0o -4 o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 1
1o (1) 0 02 is 0 — 70 O1 0 (1) —30 0
0 i 0 —15 0 0 0 10 0 30 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
fat =, 0 6 o 1 o 0 o0 6 o 1 0o o
s ~ 5L 10 1 o 5L 10 1
= 0 0 o0 L o - 0o o o L o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 2
io (1) 0 ? 35 0 — 30 O1 0 O2 is 0
0 i5 0 35 0 0 0 15 0 -5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 12J,
3
Ib 1277
3
0 0 K3
L
o 6J1 o 4J1
-2 L
LL"g 0 0 0 2
Fre _ 0 0 0 0 0 I3
= 12J9 0 0 o _ 6Jgy o 12Jg
L3 L? L3
0 127, 0 6J1 0 0 0 12J,
L3 o 2 3 %
0 0 -2 0 0 0 0 0 =8
6J1 2J, 6J1 4Jq
0 -1z 0 T 0 0 0 = T
5% 0 0 0 22 o -%2 0 0 o 2
0 0 0 0 o - 0 0 0 0 o I3
2
—a1Az 0 —ajAz —a3Ad, —ag Az —a3Ad, a1Az 0 a1 Az a3 AP,
0 —a1 Az —a1Ay ag Az —a3AdD, —azAd,, 0 ajAz a1 Ay ag Az
—a1 Az —a1Ay 0 asAy —asAx 0 aj Az a1 Ay 0 ag Ay
—a3Ad, ag Az ag Ay —dayg Az as AP, —azAzx a3 AdD, —ag Az —ags Ay agAz
—ag Az —a3Ad, —as Az as AP, —daygAz —azAy ag Az a3 AP, asAx a5 AP,
Fye _ —a3Ad, —a3z3Ady, 0 —azAzx —azAy 0 a3 AP, azAd,y 0 azAx
g1 a1 Az 0 a1 Az azAd, as Az azAd, —a1Az 0 —a1Az  —azAd,
0 a1 Az a] Ay —agAz a3 AP, azAd,y 0 —a1Az —a1Ay —agAz
a1 Ax a1 Ay 0 —ag Ay ag Ax 0 —a1Azx —a1Ay 0 —ag Ay
a3 AP, ag Az a2 Ay agAz as AP, azAx —a3zAd, —ag Az —ag Ay —4dag Az
—ag Az az AP, —ag Az —as AD, agAz azAy as Az —az3Ad, ags Ax —a5 AP,
a3 Ad, azAd,y 0 +azAz azAy 0 —az3 AP, —azAd, 0 —agzAz

—ag Az
az AP,
—ag Az
—a5 AP,
agAz
azAy
as Az
—a3Ad,
ag Az
—a5Ad,
—4dag Az
—azAy

as AP,
a3 Ady

azAzx
azAy

—a3Ad,
—a3zAd,

—agzAx
—a3zldy
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w

0 0 as S, 0 0 0 0 0 a5, 0 0 0
0 0 s S, 0 0 0 0 0 S, 0 0 0
I asXd, 0 ay65 as66 0 aX®y X, 0 ayd7 as68 0
0 0 ays1 0 a5AD,  asAd, 0 0 —ays1 0 —a5Ad,  azAd,
0 0 ay62 a5 AP, 0 a5 X Py 0 0 —aq62 as AP, 0 a5XP,
0 0 0 a5 Ay asX P, 0 0 0 0 a5 Ad,, a5 X, 0
0 0 aSd, 0 0 0 0 0 aySd, 0 0 0
0 0 agXd, 0 0 0 0 0 agXd, 0 0 0
3y, a2X P, 0 —ay65 —ay66 0 asX®, a2X P, 0 —aydé7 —ay68 0
0 0 ay63 0 as AP, a5 Ad,, 0 0 —ay63 0 —a5 AP, a5 Ad,,
0 0 ay64 —a5 AP, 0 a5 2P, 0 0 —ay 64 —a5 AP, 0 asXP,
0 0 0 —a5AD, aznd, 0 0 0 0 asAD, a5 Sy 0

sendo:

01 = By —A40,,, 62 = By —4Dy,, 03 = By — 4Dy, o4 Dy,

05 = g — 204, 66 = Dy — 2Dy, 67 = Dy — 2Dy, 08 = By,

Ar = x4 — Ly, Ad, = O, — Dy, Y, = Pypy + Py,

Ay = Yo — U, A(I)y = (I)ya - (I)yba E(I)y = q>ya + (I)yby

Az = zg— Zb) A, = ., — Dy,

e as constantes Sé,O:

12K3 - K - I3 K3 J3
a 5L2 7 Qa2 = 5L as 2> gy = 15 ° as oL

Sistemas de Referéncia Global e Local

As matrizes elementares obtidas anteriormente estao referidas ao
sistema de coordenadas locais a cada um dos segmentos especificados, com
seus eixos fixos a configuracao nao-deformada da viga. Se mais de um
elemento é usado para modelar o sistema, faz-se necessario escrever as
matrizes elementares em um mesmo sistema de referéncia, o sistema de

referéncia global.

3.4.1
Transformacao de Coordenadas

A Fig. 3.3 mostra dois sistemas de referéncia, a base F(e;, es, e3) = F
representa o sistema local e a base G(g1, g2, 83) = G representa o sistema
global de coordenadas. Além disso, mostra-se um vetor qualquer r, esse
vetor pode representar forga ou movimento de algum né do sistema.

Definindo as componentes do vetor r nas bases (F) e (G) através de
Fr = [ x Yy z ]T e r = [ XY Z ] , ¢ possivel escrever a relacao:
Gy = CTFFr, sendo “TF a matriz de transformacao de coordenadas entre

o sistema de referéncia local e global.

— 4Dy,
— 2y,
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e3

Figura 3.3: Sistema de referéncia global G(g;, g2, 83) e local F'(eq, ey, e3).

t11 ti2 ti3
= | ta1 tao to3 (3-24)

t31 t32 133

A matriz de transformacdo “TF ¢ usualmente calculada a partir das
coordenadas globais de trés pontos da viga: os dois pontos que definem os
extremos da viga, ao longo do eixo local e3, e um terceiro ponto localizado
no plano local e; —e,, sendo e; um dos eixos principais da se¢ao transversal.

Existem varios procedimentos para obter a matriz de transformacao
GTF | entre eles estdo os cosenos diretores (Paz [29]) e os vetores de rotacao
(Shabana [34]). Esses procedimentos sao detalhados a seguir.

Definindo os pontos p, e py, que definem a direcao ez da viga indefor-

mada, e um ponto p, sobre o eixo ey, com vetores de posigao,

T

T T
ro=|Xe Ya Z| . m=|X Y 4| =X Y, 7]

¢é possivel escrever as seguintes equagoes:

T
Ge3 = GTFF93: GTF[O 0 1]

1
Ge3 — _( Grb_ Gra)

L
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sendo L o comprimento do elemento, logo:

1 1 1
tiy = —(Xp—X,), tas=—=(Y, = Y,), tss=—(Z, — Z,
13 L( b ) 23 L(b ) 33 L(b ) -
T
Yoy = [t13 logz 133

Por outro lado, usando o ponto p,, pode-se escrever:

T

Gey — GTFFengTF[O 1 o]
Cey = i(Gr—Gr)
Lo P ¢

sendo Ly o comprimento do vetor r, — r,, logo:

1 1 1
tio, = —(X, —X,), taa=—(Y,—Y,), tso=—(Z,— Z,
12 L2< p ) 22 L2< p ) 32 LQ( p ) -
T
“ey = |ty ta ts ]
Finalmente, o vetor “e; é calculado através do produto “e; = “é, “es.

O procedimento descrito anteriormente corresponde ao uso de cosenos
diretores. Outro procedimento mais elegante para calcular a matriz TF é
usando o vetor de rotagao, que é apresentado a seguir.

O vetor unitario p da Fig. 3.3 que permite girar gz sobre e3 é
ortogonal a esses dois vetores, ou seja, obtido do produto vetorial de g3
por e dividido pelo seu médulo. Por outro lado, como gle; = cos(f) e
Cgy = [ 0 01 }T —  c0s(0) = tz3. O médulo de p é p = sin(f), logo,

deixando p unitario:

—1
L ] t23
= eq —
sin(@)g3 ° 7 sin(6) (1)3

Definindo um sistema de referéncia intermedidrio (V'), composto dos eixos

/ / / — .
g1,8, ¢ g; = e3, tem-se:

6 (p) (g53)
G(g1,82,83) R V(gllag/%gg =e3) 2e (e1,e9,€3)

O angulo ¢ é calculado de tal forma que os vetores gi, e e, sejam coinci-
dentes. Finalmente, a matriz de transformacao entre o SR local e global

resulta: “TF = GTV VTF  As matrizes de rotacao sao dadas por:

9TV = E 4 sin(0)p + (1 — cos())p?


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310285/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0310285/CA

Dinamica de Estruturas Unidimensionais Esbeltas Utilizando o Continuo de Cosserat59

cos(p) —sin(p) 0
VT = | sin(p)  cos(p) 0
1

3.5
Equacoes de Movimento do Sistema Como um Todo

Para estudar estruturas bi- e tridimensionais é necessario representar
as equacoes de movimento de todo o sistema no sistema de referéncia global.
A transformacao do sistema local para o global, e vice-versa, é realizada
usando os cosenos diretores desenvolvidos anteriormente. Os vetores e

matrizes da viga de Cosserat, representados no sistema global, sao:
G el G G G G G G G
Me¢ = CTFEMeFTG 6Ge = CTFPGer TS Ko = OTIFKeTC

Gwe _ GQPFFeFG Gpne . GFF ¢ God _ GFF . d
Kg—TngTe,p—T6 , "pt="T."p

A matriz “TF é a matriz de transformacio do elemento viga, que

depende da orientagao do elemento.

GTF 0 0 0

Depois que as matrizes de massa, giroscopica, rigidez e forcas nodais
equivalente, da viga de Cosserat, sao transformadas ao sistema global
de coordenadas, é necessario monta-las para encontrar as equacoes de
movimento de todo o sistema.

Definindo o vetor de deslocamento global q¥, composto pelos deslo-

camentos de todos os nos, tal que:

T
= X0 Vi 2 B By B Xe Vi 7y B By D

(3-25)
as equacoes de movimento para todo o sistema pode ser construido simples-
mente considerando a contribuicao de todos os elementos. Nesse sentido,
expandindo as matrizes(vetores) de cada elemento para fazé-lo da mesma

dimensao que as matrizes(vetores) do sistema, como realizado no tradicional
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MEF [9], resulta:
M = iGM G = iGGe, K= iGKE
e=1 e=1 e=1
K, = S OK: pi(t) = 3 pi(t), pt) = > Opl(n)
e=1 e=1 e=1

sendo n. o numero de elementos. Nas equacoes acima M, G, K e K,
representam, respectivamente, as matrizes de massa, giroscopica, rigidez
e termos nao lineares de todo o sistema. Analogamente, p°(t) e p%(t) sdo
vetores de forca nodal equivalente para todo o sistema. A contribuicao das
forcas e momentos de interagao interna p‘(t), de todos os elementos, tém
que estar balanceadas e a acao total deve ser nula. Finalmente, as equagoes
de movimento de todo o sistema, desprezando-se o amortecimento, resultam
em:

Mg + Gq + (K + Ky)q = p(t) + p’(t) (3-26)

Essa equacao fornece as equagoes de movimento para todos os noés, livres

ou restritos.

3.6
Integracao das Equacoes do Movimento

Para integrar as equacgoes de movimento emprega-se o método de
Newmark [2, 9]. Este método, de integragdo passo a passo, é amplamente
usado para a resolucao de problemas lineares e nao lineares. Em esséncia,
esse método de integragao direto estd baseado em duas idéias [9]. A primeira,
ao invés de tentar satisfazer a Eq. (3-26) para um instante genérico t, ela
é obrigada a ser satisfeita somente em intervalos de tempo discretos At.
A segunda idéia é que em cada intervalo de tempo At, as variagoes dos

deslocamentos, das velocidades e das aceleracoes sao preestabelecidas.

3.6.1
Procedimento de Integracao no Tempo

Seguindo a nomenclatura padrao, usa-se n = 0, 1,2, --- para indicar o
tempo discreto aproximado da variavel temporal no instante t,,. No método

de Newmark os deslocamentos e velocidades sao interpoladas simultanea-
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mente através de:

dn+1 = Qn + Aqn
) 1 . .
Aqn = hqn + h2 (5 - ﬁ)qn + 6qn+1 + e;

qn+1 = qn +h [(1 - 7>Qn + denJrl] + e,

e os erros de truncamento, para os deslocamentos e velocidades, deduzidos

por Géradin et al. [45], sao:

er = (1— PHa’(r) + O(Pa?)

¢ = (-3

6)h3q3(7) +O(h'q")

Os coeficientes constantes 3 € [0,3] e v € [0,1] sdo os pardmetros
de integragao. Os valores § = %1 ey = %

aceleracao média) garantem uma estabilidade condicional com o méximo

(conhecidos como o método da

de precisao, para sistemas lineares. No entanto, esta estabilidade nao pode
ser estendida para sistemas nao lineares. Conseqiientemente, o método da
aceleragdo média precisa de um tamanho de passo bem pequeno [22]. E
importante ressaltar que para contornar esse problema Géradin et al. [45]

usam multiplicadores de Lagrange para controlar a instabilidade numérica.
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