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2
Funcoes de Deslocamento da Viga de Cosserat

2.1
Introducao

Este capitulo da tese é orientada a analise das condigoes do equilibrio
estatico da deformacao tridimensional de uma viga eldstica. A teoria unidi-
mensional que é empregada, e que pode ser chamada de teoria de Cosserat
especial para vigas, possui varias virtudes: é geometricamente exata, isto
é, nao é desenvolvida usando aproximacoes geométricas ou suposicoes
mecanicas. Para a deformagao da viga, adoptam-se as hipoteses de Bernoulli,
nas quais, sao empregadas relagoes constitutivas lineares. Por outro lado, a
configuracao deformada da viga é descrita por um vetor de deslocamento
da curva de centréides deformada e uma base ortogonal mével, rigidamente
unida a seccao transversal da viga. A orientagao da base mével, em relagao
a base inercial, é parametrizada usando trés rotacoes elementares consec-
utivas. No sentido da teoria de Cosserat, as equagoes de movimento sao
equagoes diferenciais parciais nao-lineares, que estao em funcao do tempo e
de uma variavel espacial. No entanto, para o equilibrio estatico, a equacao
torna-se uma equacao diferencial ordindria com uma variavel espacial, que
pode ser resolvida usando técnicas standard, como o método de perturbagao,
para satisfazer as condicoes de contorno. Este capitulo é um passo prelim-
inar para o estudo da dinamica de estruturas flexiveis como as colunas de
perfuragao curvas.

O problema fundamental da formulagao usando o MEF é a escolha
das fungoes de deslocamento. Tradicionalmente usam-se as solugdes aprox-
imadas das equacgoes do movimento nao-linear, no sentido quase estatico,

como funcgoes de deslocamento para a analise dinamica.
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2.2
Convencoes e Notacoes

Por simplicidade na nomenclatura, adotam-se as seguintes convengoes:
os subindices mintsculos em letras latinas, exceto s, dmitem valores 1,2,3 e
expressoes que contém dois indices em letras latinas repetidas representam
somas de 1 a 3, p. ex. m;n; = miny + Mmono + Mm3ngs. .
Ry = [ o To T3 } para
representar o vetor r escrito na base (R) e r = \/r? + 12 +7r2 é a norma

Euclidiana do vetor. A partir desse vetor é possivel definir uma matriz anti-

No decorrer do trabalho usa-se a notacao

simétrica na seguinte forma:

O uso dessa matriz simplifica a operagao do produto vetorial; por exemplo,

um possivel produto dos vetores fb e fr é fb x (Fb x Fr) = Fbfbfr =
Rp2R

r. Vale também a seguinte relacao: Ebfir = —f§Fb. Poderiamos ter
omitido a indicac¢ao da base (R) ja que a equacao deve ser toda calculada
na mesma base.

Quando se trabalha com matrizes, a notacdo ATP é usada para
representar a matriz de rotacdo, ou seja, a matriz que transforma um
vetor escrito na base (B) para sua representacao numa outra base (A):
4 = ATBBD ou inversamente b = BT44b ; a matriz AT? é uma matriz
ortogonal. Para representar a matriz identidade é empregado o simbolo E.

No decorrer deste capitulo, as notacoes % e () sdo usadas para
representar, respectivamente, as derivadas total e local em relacao ao

parametro s.

2.3
Funcoes de Deslocamento

Quando se usa o método dos elementos finitos, sabe-se que uma boa
selecao da funcao de deslocamento é a parte mais importante de todo
o procedimento. Uma boa funcao de deslocamento levard a obtencao de
um elemento de alta precisao e com caracteristicas convergentes, enquanto
por outro lado, a escolha de uma funcao de deslocamento ruim levara
a resultados pobres ou nao convergentes, ou pior ainda, convergird para

resultados incorretos.
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A fungao de deslocamento pode ser dada como (i) um polindémio sim-
ples com coeficientes indeterminados que posteriormente sao transforma-
dos em deslocamentos nodais; ou (ii) diretamente em termos de fungoes de
forma, que tém valor nulo em todos os outros nés do elemento, mas valor
unitario para o deslocamento ou sua derivada no né em consideracao. Fisica-
mente as fungoes de forma associadas com os parametros do deslocamento
nodal fornecem um campo de deslocamentos para o elemento, quando o
deslocamento de um né particular é unitario e os outros sao nulos. Sendo

assim, a funcdo de deslocamento pode ser dada na forma (i) como:

flz,y) = A1+ Asz + Asy + . ...

sendo A; constantes polinomiais indeterminadas, ou de (ii) como:

f(z,y) = Ni(2,y) fi + No(z,y) fo + N3(z,y) f5+ ...

sendo f; os parametros de deslocamento nodal e N; as correspondentes
fungoes de forma (p. ex. polinémios de Lagrange, de Hermite). Uma dis-
cussao profunda e bem detalhada sobre fungoes de deslocamento é descrita

no livro de Cheung [§].

2.4
A Viga de Cosserat

Para modelar os efeitos inerciais da viga, uma base Cartesiana fixa é
usada F'(e;,eq, e3) = F' com vetores unitarios e;.

Na teoria de Cosserat o comportamento de uma viga esbelta é mode-
lado em termos do movimento no espaco da linha de centréides de sua secgao
transversal, definida pelo vetor r(s) e por um conjunto ortogonal de lin-
has materiais chamadas diretores da secgao transversal {d;(s), da(s),ds(s)},
Fig.2.1. Ao longo desses diretores define-se a base S(d;(s),da(s),ds(s)) =S
com vetores unitarios ortogonais d;(s), sendo que a coordenada s repre-
senta a distancia ao longo da linha de centréides da viga nao deformada. A
base () pode ser interpretada como uma base mével ao longo da curva de
centréides, parametrizada pela coordenada s.

Os diretores d;(s) estdao associados a cada ponto da curva de
centréides. Os vetores d;(s) e da(s) estdo contidos no plano da segao
transversal e portanto ds(s) é perpendicular a ele. Por defini¢ao, para de-
formacao por cisalhamento puro, a normal em cada secgao transversal, ou

seja, o vetor d3(s), nao coincide com a tangente a curva de centréides nesse
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Figura 2.1: Viga especial de Cosserat.

d r(s)
ds

em cada ponto da curva de centrdides coincide com a tangente da curva

ponto, . Contrariamente, para o caso de flexdo pura, o vetor ds(s)
de centréides naquele ponto. E necessério ressaltar que os diretores d;(s)
sao definidos externamente a curva r(s), isto é, os diretores d;(s) contém
informacao adicional a curva de centréides. Assim, os diretores possuem
caracteristicas diferentes da base de Frenet-Serret, que é formada a partir
da tangente, normal e binormal da curva de centréides e é definida por r(s)

e suas derivadas.

2.4.1
Cinematica

Para a andlise da viga adotam-se am mesmas suposicoes feitas por
Rubin [28], ou seja, sdo consideradas as hip6teses de Bernoulli, conseqiien-
temente, a secao transversal plana sofre somente rotagao rigida e mantém-se
plana durante a deformagcao, preservando sua forma e area.

Na base inercial (F') a configuragao deformada da linha de centréides

r(s) é definida como:

Fr(s)= [ () yls) #(s) | (2-1)

Na teoria de Cosserat, as deformacgoes da viga sao classificadas em
dois grupos: deformagoes lineares v(s) e deformagoes angulares u(s) que na

base (S) sao definidas como:

i) = [uls) wls) we ] (2-2)
Su(s) = [w(s) wls) uls) | (2-3)

As componentes das deformagoes lineares e angulares {v;(s),u;(s)}
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adotam diferentes nomes: as componentes v;(s) e vs(s) sao chamadas de
deformagoes de cisalhamento e v3(s) de elongagao; em forma andloga, uy(s)
e us(s) sao descritas como deformagoes de flexdo e uz(s) é chamada de

deformagao de torcao.

Vetor de Deformagao Linear: O vetor de deformagcao linear v(s)

¢é obtido da variagao da linha de centréides ao longo da coordenada s:

)= T LT (e #(o) (24

sendo que ()" representa a derivada local em relacdo ao parametro s.

Em geral, como resultado da deformacao de cisalhamento da viga, a
seccao transversal deformada nao é perpendicular a linha de centréides, mas,
para vigas esbeltas como a coluna de perfuracao, o efeito de cisalhamento
pode ser desprezado. Conseqiientemente, a seccao transversal da viga é
suposta perpendicular a tangente da linha de centréides.

Desprezando a deformagao por cisalhamento, o vetor unitério ds(s)
¢é ortogonal ao plano da seccao transversal, e este plano é perpendicular a

tangente da linha de centréides, ou seja:

_dTr(s)
- ds

"v(s) =1'(s) "ds(s) (2-5)

sendo r'(s) = \/(:B’(s))2 + (1/(s))” + (#(s))*. Logo, representando o vetor

unitario ds(s) nas bases () e (F'), resulta:
T
Sdy(s) = [0 0 1]
h T
dy(s) = [wals) wals) vals) | (2-6)
e a seguinte relacao ¢ valida:
vi(s) +15(s) +vi(s) = 1 (2-7)

Das Egs. (2-5) e (2-6) obtém-se:

vi(s) = — ve(s) = v3(s) = (2-8)

Vetor de Deformacao Angular: O vetor de deformagao angular
u(s) é calculado em forma andloga a matriz antisimétrica da velocidade

angular quando a derivagao, em relacao ao tempo, é realizada em uma base
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movel. Neste caso, a variagao da coordenada s produz deformacao angular

que é dada pela matriz antisimétrica a(s) em:

ds

— (s)d,(s) (2:9)

A equag@o acima pode ser escrita nas bases (F) ou (5). Em um

primeiro passo transforma-se a Eq. (2-9) em:

ds

d,(s) = d;(s)u(s)d;(s) = —d?(s)u(s), i=1,2,3

logo, usando a base (S) e somando nas trés coordenadas:

§ (s&As)%) _ § (S&§(3)> Su(s) = 2 E Su(s) = 2 Sus)

finalmente, usando a convencao de indices repetidos:

. 1o~ d de(S)
SU(S) = QSdZ(S)T

d Fd,’(S)

F 3
d;
(8)—

(2-10)

DO | —

ou Fu(s) =

A equacao acima é valida para qualquer sistema de referéncia e é
andloga ao teorema de Mozzi [6], sendo que u(s) é como se fosse um
vetor de “velocidade angular”que porém representa evolucao em relacao

ao parametro s ao invés do tempo t.

2.4.2
Representacao dos Diretores d; em Termos do Vetor de Rotacao e trés
Rotacoes Elementares

Na teoria especial de Cosserat, a descrigao cinemética da viga requer a
determinacao do campo de rotagoes da secao transversal. E aqui que esta a
maior dificuldade para resolver a equacao de equilibrio, porque as rotagoes
a tornam fortemente nao-lineares. Para descrever o campo de rotagoes, ou
seja, as relagoes entre a base de diretores (5) e a base fixa (F), empregam-
se dois métodos: o vetor de rotagdo (ou vetor de Euler) e trés rotagoes
elementares (rotagoes subsequentes sobre eixos coordenados).

Vetor de Rotagao: A base (5) é parametrizada usando rotagoes consecu-

tivas:

F(e17e2763) (Lp)’ D<d,1> /27 é = d3) M S(dl,d%ds)

sendo D(d},dj,d5) = D uma base intermedidria.
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Figura 2.2: Parametrizagao dos diretores usando vetor de rotacao.

Para chegar a base (), comegando de (F'), primeiro é necessario obter
a base intermedidria (D). Isto é realizado girando a base (F') em torno do
vetor unitario p(s) de um angulo 6 como se pode observar na Fig. 2.2. Isto
significa que entre as diregdes e3 e ds(s) existe um angulo 6. O vetor p(s)
é ortogonal ao plano OABC, formado por e3 e ds(s), e é paralelo ao plano
formado por e; e e,. Conseqiientemente “p(s) = [ pi(s) p2(s) O

Também, o vetor unitario p(s) satisfaz as relagoes:

pils) +pi(s) = 1
"pi(s)"ds(s) = pi(s)ua(s) +pa(s)ra(s) =0

Logo, resolvendo para p;(s) as equagoes acima, as componentes do vetor

unitario Fp(s) sdo:

—va(s) v (s) 0 :|T
)

p(s) = eI Ao (2-11)

D usa-se a seguinte equacao [65]:

Para calcular a matriz de rotacio T
FTP = E +5sinf “p(s) + (1 — cos0) Fp?(s)

As funcoes sinf e cosf sao encontradas usando as defini¢coes de produto

escalar e produto vetorial entre os vetores ez e F'ds(s), isto é:

|65 "ds(s)| = sin® = /vi(s)+ 1v3(s)

el F'ds(s) = cosf = us(s)
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conseqiientemente, a matriz de rotagao resulta:

V22+V3V% (va—1)vivo
vi+vi vi+v3
FmD (va—1)vivo vi4vzv2
T = 7.2 27,2 V3 (2-12)
vitvy vitv;
— ) V3

Finalmente, para alcangar a base (5), a base (D) é girada em torno
T
do vetor unitdrio Pd; = 9dz = [ 00 1 } de um angulo ¢(s) e a matriz

de rotacao associada é dada por:

cosp(s) —sinp(s) 0
DTS = | sinp(s) cosp(s) 0 (2-13)
0 0 1

Usando as matrizes de rotacao obtidas acima, é possivel representar
qualquer vetor r na base inercial (F') ou na base dos diretores (S) através

da relagao:
Fr — FTDDI' — FTDDTSSI. — FTSSI.

Resumindo, a matriz de rotacio T = "TPPT? resulta (por simpli-

cidade v4(s) = v, @(s) = ¢):

(v2+v3v?) cosp + (vs—Drivasing  (v3—Drivacose (v24v3v?)singp U
i+ vi+i3 Vi3 Vi !
FTS _ (v3—1)v1vo cos @ (v34vsv2)sing  (v2+vgvd)cosp (v3—1) v sing
= 22,2 + 212 21,2 - 2,2 Va
vitv, vitv, vi+vy vitv;
—1/1 COS Y — Vo SIN ¢ vy Sinp — 15 COS @ Vs
(2-14)

Neste ponto é 1til lembrar que a varidvel ¢ = ¢(s) mede a tor¢ao da viga

ao longo da coordenada s.

Trés Rotagoes Elementares: Devido a dificuldade de interpretar
fisicamente o significado das varidveis v;(s) nas equagbes acima, é conve-
niente descrever as rotacoes da viga usando trés rotagoes elementares con-

secutivas:

F(ey, ez, e3) % (&) (e, e, ey) P (o) R(ef, e}, ey) 2- (1) S(dy,ds, ds)
(2-15)
sendo Q(e},€e),€es) = Q e R(e], ey, es) = R bases intermedidrias. As
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matrizes de rotacao, associadas a cada rotagao elementar, sao:

[ 1 0 0 cosp, 0 sing,
Fpe = 0 cos¢, —sing, s 0 1 0 ,
| 0 sing, cos¢y —sing, 0 cosgy
[ cos¢, —sing, 0
RpS — sing, cos¢, O
0 0 1

Logo, usando a propriedade multiplicativa das matrizes de rotacdao T® =
FQQTRERETS & possivel encontrar a matriz F'T® que leva a base inercial

(F) a coincidir com a base dos diretores (5):

COS ¢, COS Py —sin ¢, cos ¢, sin ¢,
FpS = sin @y Sin @y, COS P, + cOs P Sin P,  €OS P, COS P, — sin P, sin g, sing, —sin ¢, cos @y
Sin ¢, sin ¢, — cos ¢, sin ¢y Cos P,  COS Py Sin Py sin @, + sin g, cosp,  cos ¢ cos @,
(2-16)

Expandindo as fungdes trigonométricas da Eq. (2-16) em polindmios

e igualando as componentes das matrizes, Eqs. (2-14) e (2-16), obtém-se:

vV = —I—sinqSy = +¢y—%¢2+
v = —sing,c0s6, = —dp+ieHiB s (217)
vy = tcosgyeosd, = 1—5(¢F + ;) + joid; + -

—V1COSp — psiny = sin@,sing, — cos ¢, sin ¢, cos ¢,

+upsing —1vpcosp = sin ¢, cos @, + cos ¢, sin ¢, sin ¢,

das duas tultimas equagoes, facilmente pode-se encontrar que:

sin ¢, (cos ¢, + cos ¢,) + cos ¢, sin ¢, sin ¢,
1 + cos ¢, cos ¢,

08 ¢, (COoSs ¢y + oS @) — sin ¢, sin ¢, sin @,
1 + cos ¢, cos ¢,

sinp =

cos p =

Posteriomente, expandindo as fungoes trigonométricas sin(e) e cos(e)

acima, encontra-se o valor aproximado para a variavel de torcao:

1 1,

Para finalizar, considerando polinomios de até terceira ordem, as
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relagoes entre {¢(s), 2'(s),y'(5)} € {@(s), ¢y(s), p.(s)} sao:

pls) = 6:(5)+ 50u(s)y(s) — gOs)

_(s) L3
n(s) = 7s) " +¢,(s) — ggby(s) (2-18)
n(s) = L = =09 + 50n(e)(s) + o)

As relagoes encontradas na Eq. (2-18)) serdo de muita utilidade para
resolver o problema estatico e serao usadas para encontrar as funcoes de

deslocamento da viga.

2.5
Configuracao de Referéncia

25.1
Geometria de Curvas no Espaco

O sistema de equagoes [50]:

dz(ss) = t(s), dtdf) = 7(s)n(s)
dn(s) db(s)
= —rk(s)t(s) + 7(s)b(s), 15 —7(s)n(s)

usualmente referidas como as féormulas de Frenet-Serret, formam a base

Figura 2.3: Vetores tangente, principal normal e binormal de uma curva.

da geometria diferencial das curvas no espago. Nas equagoes acima t(s)
representa o vetor unitdrio tangencial da curva espacial (apontando na
direcao crescente da coordenada s), n(s) representa o vetor unitario normal
principal (dirigido para o centro principal de curvatura) e b(s) representa
o vetor unitario binormal a curva na longitude de arco s desde algum

ponto de referéncia. Os escalares k(s) e 7(s) sdo escalares positivos, e
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representam a curvatura e a torcao geométrica da curva na longitude de arco
s, respectivamente. Os significados desses simbolos sao mais bem ilustrados

graficamente na Fig. 2.3/ e sao melhor vistos se escritos na forma matricial:

y t(s) 0 k(s) 0 t(s)
s n(s) | = | —k(s) 0 7(s) n(s)
b(s) 0 —7(s) 0 b(s)

q n(s) 0 7(s) —k(s) n(s)
bl | =] -7() 0 0 b(s) (2-19)
t(s) k(s) 0 0 t(s)

2.5.2
Deformacoes de Referéncia

Certamente existe alguma arbitrariedade quando as deformagoes sao
definidas nas Eqs. (2-2, 2-3). Isso aparece devido a arbitrariedade da
defini¢ao da base de diretores d;(s) e do parametro s. Essa arbitrariedade
¢é removida especificando uma deformacao de referéncia particular devida
ao estado de referéncia ou configuracao de referéncia. Na configuracao
de referéncia, a base S (dj(s),ds5(s),d5(s)) = S possui vetores unitarios

ortogonais dj(s), e as deformagoes de referéncia sao:

) = a6 ) | (220

W) = [ i) w) we) | 221

Usualmente supoe-se que o estado de referéncia é de energia minima
ou a configuracao livre de esforgos. Também, geralmente, o parametro s é
escolhido como sendo a longitude de arco ao longo da linha de centros da
configuragao de referéncia r°(s). Nesse caso, o vetor de deformagao linear
de referéncia satisfaz a relacao %S(S) = v°(s) com norma v°(s) = 1. No
presente trabalho, o vetor unitdrio de referéncia d3(s) é escolhido como
sendo paralelo ao vetor tangente a linha de centros da curva de referéncia.

Logo, para todo s o vetor de deformacao linear de referéncia satisfaz:
vo(s) ="di(s) —  wi(s) =v3(s) =0, vi(s) =1 (2-22)

Diferentemente do vetor de deformacao linear de referéncia, o vetor
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de deformagao angular de referéncia é obtido usando as equacgoes de Frenet-
Serret: definindo “d$(s) = t(s) o vetor unitdrio tangente, °d$(s) = n(s)
o vetor unitério normal e “d3(s) = b(s) o vetor unitdrio binormal, logo,
usando as equagbes de Frenet-Serret, Eq. (2-19), com curvatura ro(s)

e torcdo 7o(s) de referéncia, as derivadas dos vetores unitdrios “d2(s)

resultam:
d Sd°(s T
d—;() = [0 n(s) —sols) |
d 5d3(s) T
& = [ 0]
a5d(s) r
7 = _lio(s) 0 0}

Por outro lado, usando a Eq. (2-9) para a base (.5), as derivadas dos

vetores unitarios “d¢(s) resultam:

d Sd3(s) r 17
— = = |0 ui(s) —ui(s)
d Sd5(s) r 17
— = | —us(s) 0 ui(s)
d 5d3(s) r 17
— = | u(s) 0 —uils)

Comparando as equagoes acima, percebe-se que as componentes do

vetor de deformagao angular, na configuracao de referéncia, resultam:
ui(s) =0, uz(s) = ro(s), us(s) = 7o(s) (2-23)

O uso de uma configuracao de referéncia curva tem aplicacao imediata

na dinamica de colunas de perfuracao em pogos curvos.

2.6
Equacoes de Movimento da Viga de Cosserat

As equagoes de movimento da viga de Cosserat estao deduzidas no
livto de Antman [23]. Para uma viga de densidade p(s) e drea da sec@o
transversal A(s), as leis dinamicas sao:

d? Sr(s,t) d *n(s,t)
A(s)———22 = — 27 L (st
pl(s) A T 1) 4 St(s.)
d “h(s,t) d “m(s,t)

_ T\ S S S
dt - dS + V(S7t) n(s7t)+ l(s7t)
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sendo que:
“n(s,t) = :nl(s,t) na(s,t) ns(s,t) ]T (2-24)
Sm(s,t) = :ml(s,t) ma(s,t) mas(s,t) ]T (2-25)
st = [ hlsn) (o) ha(sin) | 220

Sn(s,t) é a forca de contato (interna) resultante, “m(s,t) é o momento
de contato (interno) resultante e “h(s,t) é a quantidade de movimento
angular; “f(s,t) e ®1(s, t) denotam a densidade de forca externa e densidade
de momento externo prescritos (por unidade de comprimento de referéncia
m (s,t)), respectivamente.
Supondo que as funcoes de deslocamento da viga satisfacam as corre-
spondentes equacoes de equilibrio estatico, obtem-se, na auséncia das forcas

externas e da gravidade, as equacgoes de equilibrio estatico local:

d®n(s)
— =0 (2-27)
S
1706 4 59(s)n(s) = 0 (2-28)
sendo
Sn(s) = [ m(s) na(s) ma(s) | > Sm(s) = [ ma(s) ma(s) ma(s) |

Neste ponto é importante ressaltar que, devido aos diretores d;(s) nao
d Sm(s) e d Sn(s)
ds ds
componentes somente. Deve ser incluido um termo adicional dado por um

nao sao as derivadas das

serem constantes, as derivadas

produto vetorial, que corresponde ao equivalente a rotacao da base (), p.

S| ™) 0 —usls) wals) ][ m(s)
’ ds(): my(s) | + | us(s) 0 —u(s) ma(s)
i (s) us(s)  wn(s) 0 ms(s)
2.6.1

Viga sem Cisalhamento

Referindo-se a expressao do vetor de deformacao linear, Eq. (2-2), é
possivel classificar a viga da seguinte forma: A viga é chamada inextensivel

se v3(s) = 1 é imposto como restrigao. A viga é chamada sem cisalhamento
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se v1(s) = wva(s) = 0 sdo impostos como restrigoes. Naturalmente, as trés
restricoes podem ser impostas. Nessa situacao a viga é inextensivel e sem

cisalhamento. Resumindo:

T
Inextensivel — “v(s) = | vy(s) wa(s) 1}

T
Sem cisalhamento — “v(s)= |0 0 Ug(S)] (2-29)

T
Inextensivel e Sem cisalhamento — “v(s)=1{ 0 0 1]

Para essas vigas, a forca n(s) é desconhecida, sem uma relacao
constitutiva, no entanto, as deformagoes u(s) e momentos m(s) estao
relacionados através de relagoes constitutivas [53].

Por outro lado, sabe-se que a norma de um vetor é um invariante,
ou seja, ¢ inalteravel em qualquer sistema de referéncia, conseqiientemente,
igualando a norma do vetor de deformagao linear v(s) das Eqs. (2-4) e (2-29)

obtém-se:

vs(s) = 1'(s) =\ (@())* + (1/())* + ((5))’ (2-30)

2.6.2
Equacoes Constitutivas

Nesta seccao as propriedades do material da viga sao caracterizadas,
ja que é necessario diferenciar entre vigas de ago, madeira, plastico ou outros
materiais. Esta diferenca é especificada usando as equacgoes constitutivas do
material, dadas por equacoes que relacionam os esforcos “m(s), “n(s) em
termos das deformacoes “u(s), “v(s) ou vice versa.

A escolha das equagoes constitutivas apropriadas é uma etapa im-
portante na modelagem de vigas, ja que elas descrevem o fenomeno fisico.
Talvez a equacao mais simples seja aquela que é diagonal e linear, usada por
Pai [46]. Para muitos materiais, a equagao constitutiva linear é adequada.
E necessdrio ressaltar que a viga de Cosserat pode realizar grandes deslo-
camentos mas mantendo pequenas deformacoes em cada ponto ao longo da
viga. Assim, efeitos nao-lineares importantes devido a mudanga na geome-

tria sao levados em consideragao, inclusive se o material é linear.

°n(s) = K(s) (*v(s) = Fv(s))
S o

m(s) = 53(s) (Suls) = Su(s)) (231)

Nas equacoes acima “K(s) e *J(s) sao matrizes simétricas que deter-

minam a rigidez em relagao a deformacoes lineares e angulares, respectiva-
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mente. A partir das equagoes constitutivas é facil verificar que os esforgos
na configuracao de referéncia sao nulos, ou seja, a configuracao de referéncia
estd livre de esforcos.

Por conveniéncia, a base de diretores (S) é orientada com os eixos prin-
cipais associados a se¢ao transversal. Para materiais elasticos homogéneos
e isotropicos com modulo de Young E e médulo de cisalhamento G as com-

ponentes nao nulas de “K(s) e J(s) sdo:

J1 == EF1<S), JQ = EF2<5)7 J3 = GFg(S)
K1 = GA(S), K2 = GA(S), Kg = EA(S)

Como exemplo, as componentes do segundo momento de area, de uma viga

de seccao circular uniforme, com raio interno r; e raio externo r. sao:

Di(s) = Ta(s) = 7 (! = 7), To(s) = Tu(s) + Ta(s) = (! — 1)

Logo, da Eq. (2-31)), as forcas e momentos de contato resultam:

K, 0 0 v1(s) Kivi(s)

Sn(s) = 0 Ko O va(s) = Kava(s) (2-32)
0 0 K; v3(s) — 1 | K3 (v3(s) — 1)
J 0 0 ui(s) [ Jrui(s)

m(s) = 0 Jo 0 us(s) — Ko = | Jo(ua(s) — ko) | (2-33)
0 0 Js us(s) — 7o L J3 (us(s) — o)

No presente trabalho, o estudo é realizado apenas para vigas com

curvatura constante kg = % e sem torcao 7y = 0. Vigas esbeltas, onde as
deformacoes de cisalhamento sao despreziveis podem ser modeladas como
vigas de Cosserat sem deformagao de cisalhamento. Conseqiientemente, as

equagoes constitutivas sao:

Sn(s) = [O 0 K3(03(5>_1)}T

T (2-34)
Sm(s) = [ Jiui(s)  Jo (ua(s) — ko)  Jzus(s) }
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2.6.3
Funcoes de Deslocamento da Viga de Cosserat

Usando a equacao de equilibrio estético, Eq. (2-27), as forcas de

contato resultam:

d®n(s)
ds 0
n(s) 0 —us(s) wua(s) n1(s)
nh(s) | + | us(s) 0 —up($) na(s)
nj(s) uz(s)  ui(s) 0 n3(s)
1) (s) — us(s)na(s) + ua(s)ns(s) 0
ny(s) + us(s)ni(s) —ua(s)ns(s) | = | 0 (2-35)
n4(s) — ua(s)ni(s) + ui(s)na(s) 0
Analogamente, os momentos de contato sao dados por
d “m(s) . B
15 +5%(s)°n(s) = 0
my(s) [0 —ug(s)  ua(s) m(s)
mh(s) + us(s) 0 —uy(s) ma(s)
mi(s) () w0 ] | mls)
[0 —us(s) 0 ni(s) 0
+ | wvs(s) 0 0 na(s) | =10
0 0 0 ns3(s) 0
mi(s) — us(s)ma(s) + ua(s)ms(s) — vs(s)na(s) 0
my(s) + us(s)ma(s) — ur(s)ms(s) +vs(s)na(s) | = | 0 (2-36)

my(s) — ua(s)ma(s) + ui(s)ma(s) 0

Ao invés de considerar ni(s) = 0 e na(s) = 0, como ocorre na Eq. (2-
34), as componentes da forca de contato n(s) e na(s) sao calculadas, como
feito em Maddocks [53], das duas primeiras componentes da Eq. (2-36),

resultando:

mls) = s [=mhle) = ua(s)ms () + i (s)ms(o)
1
0s(5)

vs(s)

na(s) = [+m(s) — uz(s)ma(s) + ua(s)ms(s)]

Portanto, tomando as trés componentes da Eq. (2-35) e a terceira

componente da Eq. (2-30), as equagbes diferenciais de equilibrio estético
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resultam:
ny(s) = us(s)na(s) — ua(s)ns(s)
ny(s) = wi(s)na(s) — uz(s)ni(s) (2-37)
ng(s) = u(s)na(s) — ui(s)na(s)
my(s) = uz(s)ma(s) —ui(s)ma(s)

Resumindo, o sistema de equagoes a ser resolvido é altamente nao
linear e neste trabalho é empregado o método de perturbacao [10] para sua
solucao. Todos os calculos sao realizados simbolicamente usando o programa

Maple.

2.7
Método de Perturbacao

Uma viga uniforme, de comprimento L, e inicialmente curva com
curvatura ro(s) = %, contida no plano e, — e3 é considerada, Fig. 2.4l
O angulo « é introduzido para definir alternativamente a posicao de um
ponto na configuragao de referéncia. Também, supoe-se que o elemento viga
esteja suportado arbitrariamente nos extremos s =a=0e s =b= L.

Como um prelidio para expandir as func¢oes de deslocamento numa
forma adequada para a andlise de perturbacao, faz-se necessario introduzir
alguns parametros adimensionais (o simbolo barra sobre as varidveis indica a
forma adimensional). As seguintes varidveis adimensionais sao introduzidas:

sy () y(s)

7, M) =72 gle) =7, Ae) = 7

Para a viga curva de comprimento total L, é conveniente considerar

o comprimento de referéncia Ly como sendo o comprimento nao deformado
Ly = L.

Da Fig. 2.4, a variavel adimensional o =

S

Lo
considerando pequenos angulos ag, as componentes adimensionais do vetor

varia no intervalo [0, 1] e,

de posigao e rotagoes, para um ponto genérico o da viga, sao:

(o) = eZ,, ylo) =¢cyy, 2(0) =0 +¢€Z,

(2-38)
¢z(0) = €¢zoa ¢y(0) = 5¢y07 ¢z(0) = 5¢za

Nas equagoes acima (Z,, Uy, Zo) s@0 os deslocamentos lineares ao longo
das direcoes (e1,e2,€3) € (Puy, Pyo, Pzo) SAO as rotagdes em torno das

direcoes (e, €), €5), como definido na Eq. (2-15). Também, ¢ foi introduzido
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6:0 €1 €2 }
Rcosa S
Rsina
di _—x=I/R
///
U ?S:S/Lo
Configuracio  d;
deformada Configuracao de
referéncia
qe o=1

Figura 2.4: Viga de curvatura constante.

como parametro de perturbacao. Logo, os deslocamentos e rotagoes de
um ponto genérico o podem ser arranjados num vetor adimensional q,
conseqiientemente, o vetor de deslocamento nodal para este ponto é:
T
0= 4o = [ ETs ElYs EZo 5¢xa 5¢ycf 5¢z0 ]
Supoe-se que os deslocamentos e rotacoes adimensionais nodais nas

extremidades, 0 =0 (s =a) e 0 =1 (s = b), sdo:

T
c=0(s=a) — G=|ch o €% bu By u | 20

T
o=1(s=b) — @@= [Efb EYp €2y EQuy EQyp €D ]

Logo, da Eq. (2-38), as condi¢oes de contorno para r(o) =
T
[ z(o) ylo) z(o) ] nos pontos 0 =0 (s =a) e o =1 (s =b) sdo:
R R R
() = em, y(1) = em, 2(1) = 1+¢e5
Também, substituindo as rotagdes nodais, Eq. (2-39), na Eq. (2-18),

as condigoes de contorno para {¢(o0),7/(0),y (o)} resultam:
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para o = 0:
21 3l 3
90(0) = +€¢za+€ §¢ma¢ya — €& 6 za
z'(0) 1
=0 " +5¢ya—g36 S (2-41)
y(0) 31 2 3l 3
P(0) SOt GO
para o = 1:
21 51 3
90(1) = +e¢n+e¢ §¢zb¢yb—€ 6 b
z'(1) 1
=) — +g¢yb—g36 o (2-42)
y'(1) 31 2 51 3
f’(l) = _€¢xb+€ §¢xb¢yb+5 6 xb

Tratando a varidvel € como parametro de perturbacao, as funcoes de
deslocamento da viga podem ser obtidas resolvendo a equagao de equilibrio
estético, Eq. (2-37), com as correspondentes condigoes de contorno, Egs.
(2-40), (2-41) e (2-42). No método de perturbagdo, a seguinte expansao

polinomial é empregada [10]:

) = eZi(o)+2za(o) + -
y(o) = epi(o) +e*ya(o) + -
zZ(oc) = o+ez(o)+e*zn(o)+- -
p(o) = epi(o) +%pa(0) + -

(2-43)

Substituindo a Eq. (2-43) na Eq. (2-37) e levando em conta que
{Zi(0), gi(0), Zi(0), ¢i(0)} sdo independentes de e, os coeficientes de
cada potencia de ¢ sao igualados a zero. Isto leva a um conjunto de
equacoes diferenciais lineares ordinarias, com suas respectivas condigcoes
de contorno, que sao resolvidas simbolicamente usando o programa Maple.
Conseqiientemente, a solucao aproximada ¢é obtida e os termos de primeira

ordem sao:

(0) = Ta+ Gya0 — (20ya + Gy + 3T — 3T3) 0° + (dya + Gy + 2T, — 2Tp) 0°

(0) = Yot G2a0 = (2000 + Gub — 3o + 3%) 0° + (dza + Gab — 20a + 20) 0
Z1(0) = Zo+(Zo—Za)0

(0) = ¢uat (0p— bra) 0

Para investigar deformacoes de até segunda ordem em ¢ é necessario
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truncar a Eq. (2-43) até os termos que contenham £2. Fazendo isso, resulta,

por exemplo:

= 2 3 4 5
[EQ(O’) = (C130 + C140 + C150 -+ C160 + C170
com constantes:

1
13 = (21) - Za) ¢ya + §¢xa¢za

K

ar = 507 (Zb — Za) (Pya + Oy + 2T, — 27)

Finalmente, os deslocamentos genéricos da viga, para s = [0, L], sdo:

= ex1(s) + %xa(s)

— x(s)

—y(s) = eyils) +p(s)

— 2(8) = s+ex(s)+ez(s)
()

= cp1(s) +e2pa(s)

2L¢yqa + Loy, + 34 — 313 24 Loy, + Loy, + 224 — 214 §3

21(8) = o+ Pyas —

L? L3
2L¢xa + L¢:):b - Bya + Byb L¢:pa + L¢xb - 2ya + 2yb
yl(s) = Yo+ ¢a:a3 - 72 52 + I3 83
21(8) = za+ i Z Zag
¢zb - gbza

- ¢za+T$

2 3 4 5
= (135 + C1uS” + C158" + €165 + C17S
5

2 3 4 5
= 235+ CoqS” + C258" + Co6S5 + Ca7S

(s)
()
Ya(5) = c185 + C198” + €8> + co18* 4 cans
()
() !

2 3
= Co8S5 + C29S8” + €308~ + €318


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310285/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0310285/CA

Dinamica de Estruturas Unidimensionais Esbeltas Utilizando o Continuo de Cosserat42

(6]
c1 = @aj 02 = $yai 03 = —(Ldyp + 20yal + 3za — 32)/L%; ca = (Lyp + dyal + 204 — 2a)/L°
cs = za; c6 =—(2a — 2)/Li ¢7 =ya; c8 = —$ua; co = (Ldap + 2¢zal — 3ya + 3up)/L°
ci10 = —(Léyp + dzal — 2ya +2yp) /L% c11 = bza; c12 = —(¢2a — $25)/Ls c13 = 1/2¢zadza + c2cs
c1a = 1/60(6caKscgL? — 30Jac10c12L> + 5e3KgegL® — 15¢19J3¢12L> 4 30c12J1c10L° —
180cgea L2 Jg — 60J2¢padza — 30¢4pdapJo — 120cgez Ly — 180cacgJ2) /(LJ2)
c15 = —1/60(9caKzcgL? — 60J5c10c12L> + 103 K5c6L% — 30c19J3c12L> 4 60c12J1c10L> —
180cgca L2 Jg — 30J2¢madza — 30¢4pdapJo — 120cgez Ly — 120cacg J2) /(L2 J2)
c16 = 1/12(6ci2J1c10 — 6J2c10c12 + c3K3cg — 3ci10J3c12)/J2; c17 = 1/20cq4 K3cg/J2; c18 = 1/2¢yadza + csc6
c19 = 1/60(6c10KscL? + 5cgKgcgL® + 15c4J3c12 L + 3001 cac12L® — 30c12J2ca L
—18006c10L2J1 —60J1¢yadza — 30¢ypb.pJ1 — 120cgcg LIy — 180cgceJ1)/(LJ1)
c20 = —1/60(9c19Ksc6L* + 10cgK3egL® + 30cs Jge12L® + 60J1cqc12 L — 60c12Jacs L2
—180cgc10L?J1 — 30J1dyadza — 30dypd.pJ1 — 120csco L1 — 120cscs 1) /(L2 J1)
co1 = 1/12(=6¢c12J2¢cq + coK3cp + 3cadzciz + 6J1cqc12)/J15 ca2 = 1/20c10K3¢6/J1
co3 = 1/30L(27L3cIK3 + 27L3c3 K3 + 45L%cgc19K3 + 45L%czca K3 + 30Lege1oKa + 20Lca K3 + 180LJ1 3,
+180Lci]2 + 30Lcocy K3 + 20LC§K3 + 30K3cac3 + 30K3cgcg + 180c3 Jacy + 180cgJ1¢10)/ K3
coa = —(6cgJicio + Kacaeg + Kzcgeg + 6egJaca)/Kg
cos = —1/3(2caK3 + 18J1¢c50 + 18c3J2 + 3K3cgeio + 2¢3 K3 + 3K3cacq)/ K3
c26 = —3/2cocio — 3/2czcq; car = —9/10c3 — 9/10c3,
cos = 1/2L(—6cqc19L%Js + 6cqc10L?J1 — ALegJacy — ALcigJdzcs
+2LJscqacg — 2LJgczcio + 4LcgJicig + 4LcaJicg + 3J3zcacg — 3J3cac1g — 4degJacs + 4ezJicg)/J3
c29 = —1/2(=3Jzcac1o — 4cgJacs + 4egJicg + 3J3cacg)/ I3
c30 = —(—J3czc10 — 2cgJaca — 2c19Jd2¢3 + J3cacg + 2¢3J1c10 + 2cad1cg)/J3; c31 = —3cacio(—J2 + J1)/J3

A titulo de ilustracdo, na Fig. 2.5 mostram-se diferentes configuracoes

deformadas da viga de Cosserat para varias condicoes de contorno.

(A
Il 4
il T
il 3\\\
" 2
| i) Phixa=35
4 .
RaBigS /4 priva=ts ||l
configuration X2=0.05 X2=0.05 X2=005 ||
? ¥2=0.04 Y2=0.04 Y2=0.04
Phixb=20 Phixb=20 Z2=0.0001
Phiyb=27 Phixb=20 I I/
Phiyb=27 it

Phizb=15

Figura 2.5: Configuracoes deformadas.

As solugoes obtidas acima sao parecidas com as solucgoes reportadas
por Cao et. al. [66] e Bazoune et. al. [48] quando as deformagoes de
cisalhamento sao despreziveis. Vale a pena ressaltar que os resultados da

solugao da equagao de equilibrio estatico, foram apresentados no CILAMCE-

2005 [57].
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Em dinamica, o movimento quase estatico da viga pode ser estu-
dado com deslocamentos e rotagoes nodais variaveis no tempo. Conseqtien-
temente, para a andlise dinamica, as funcoes de deslocamento, em qual-
quer ponto de viga de Cosserat, podem ser expressas na seguinte forma (o

parametro ¢ é avaliado como ¢ = 1):

x(s,t) = w1(s,t) + xa(s,t) (2-44)
y(s,t) = wyi(s,t) + ya(s, t)

2(s,t) = s+ z(s,t)+ 22(s,t)

p(s,t) = @i(s,t) + pas, 1)

A dinamica da viga de Cosserat sera tratada no capitulo siguente.
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