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4
Elementos finitos dinamicos unidimensionais

Neste capitulo serao desenvolvidos os elementos unidimensionais de
trelica e viga utilizados na modelagem da via férrea. Para cada elemento sao
apresentadas as equagoes de equilibrio, suas solucoes e os procedimentos para
a montagem das matrizes de rigidez no dominio da freqiiéncia. Por fim sao

apresentados 2 exemplos para a andlise de resultados.

4.1
Matriz de rigidez para um elemento de trelica

4.1.1
Formulacao do problema

Para um elemento de trelica com amortecimento, a equacgao diferencial

referente ao problema é dada por

Pu(w,t)  Ou(x,t) ou(z,t)
Epwm g =Y (+1)

onde E é o moédulo de elasticidade longitudinal, p é a densidade especifica

(por unidade de volume) e p = 2(p é o coeficiente de amortecimento viscoso,
definido por unidade de volume.
Supondo-se uma solucao por separacao de varidveis, o deslocamento

u (x,t) pode ser definido como:
u(z,t) = u* (z) e (4-2)

Assim, a equacao (4-1) se expressa

82 *
Engx) + p (w® + 2iCw) u*(z) = 0 (4-3)
ou 92
ngx) + K*u*(z) = 0 (4-4)
onde . P .
k* = 5 (w? + 2iCw) (4-5)

4.1.2
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Montagem da matriz de rigidez
A solugao geral da equagao (4-4) se expressa

sin(kx)

u*(z) = C4 ?

+ Cy cos(kx) (4-6)

de tal modo que
]lgirr(l) u*(z) = Chx + Cy (4-7)

Como se estd analisando um problema no dominio da freqiiéncia, em

termos de uma superposicao de harmonicos, pode-se usar
CQ =0 (4_8>

para uma solugao que oscila em torno de u*(0) = 0, sem prejuizo da formulagao
geral, como se mostra a seguir.

O campo de deslocamentos pode ser expresso na forma

. 1 sinkx sink(l — x) > Py .
= — =u 4-9
EA< : ! Hp=up (+9)

em funcao de dois parametros de forcas, numa formulacao hibrida de elementos

finitos, conforme os sistemas de coordenadas da figura (4.1). Nota-se que o
resultado serd o mesmo se usarmos uj = cos kx na equagao (4-9), assim como
nao se usar a divisao pela constante k.

Conseqiientemente, obtém-se para as tensoes normais:

du 1 o
1 _
o =F— = —< coskr —cosk(l—x) > =o'p’ (4-10)
d1, p1 d2, p2 p1* p2*
Sistema externo de coordenadas Sistema interno de coordenadas

Figura 4.1: Sistemas de coordenadas para a obtencao da matriz de rigidez de
um elemento de trelica de uma formulagao hibrida

Por outro lado, pode-se descrever para os deslocamentos nas extremida-

des do elemento, definidas como contornos I'; e I's:

u:<1 0>{21}EN1demF1 u:<0 1>{31}ENgdemF2

2 2
(4-11)
A matriz H de transformacao cinemética entre os sistemas d e p* se
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expressa:

H = /FU*TNdF—{_Ciskl}(—l)<1 0>+{ "

B —1 coskl
B coskl -1

ol

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa

F = / o Tu*NdI
I

1 1 sin kl cos kl
= == -1 0 +
EA { —coskl}( >< k > { -1
_ sin kl | coskl —1
~ kEA —1 coskl

com a correspondente inversa

_sin kl

F'=
kEA

—1  coskl

coskl -1 ]

Finalmente, obtém-se para a matriz de rigidez

kEA | coskl —1
K=H'"F'H=
sin kl —1  coskl E
pode-se verificar que
1 -1
lim K = E—A ]
k—0 [ -1 1

4.2

sin kl
0
o)

(4-13)

(4-14)

] onde k? =2 (w? + 2iCw)  (4-15)

(4-16)

Elemento de viga de Timoshenko sobre base elastica e com amorteci-

mento

Seja um elemento de viga de Timoshenko de comprimento L e area de

secao transversal A, sob uma base elastica e com amortecimento viscoso. Para

este elemento consideram-se tanto a deformacao por cisalhamento quanto a

inércia de rotacao.

4.2.1
Formulacao do problema

Devido a deformagao por cisalhamento, a rotacao ¥ (x,t) de uma segao

transversal, sobre a qual o momento fletor realiza trabalho:
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0Y(z,1)
M =FE]l—— 4-17
e (4-17)
e a derivada da elastica w diferem entre si de uma parcela yo(x, t):
x
dy(z,1)
= 4-1
o7 ¥+ (4-18)

devido a deformacao causada pelo esforco cortante:
Q = GAry (4-19)

onde k é um fator de forma que leva em conta como a secao se deforma sob
cisalhamanto. A equagdo (4-18) expressa a compatibilidade de deformacoes
de uma secao de viga, para momento fletor M e esforco cortante Q obtidos

segundo as equagoes constitutivas (4-17) e (4-19).

M+ aM dx
dx
e
v
2Q dx Yo T a_y
o
* \\ dx
i~
ry /
4.2(a): Equilibrio de um elemento infinitesi- 4.2(b): Detalhes da adigao
mal de viga de Timoshenko cineméatica devido as de-
formagoes por esforgo cor-
tante

Figura 4.2: Elemento infinitesimal de viga submetido a uma carga distribuida
e apoiado em base base elastica

Um elemento infinitesimal da viga, figura (4.2), esta em equilibrio se-

gundo as equagoes:

B oQ D%y dy _
E Fy—0:>%+q—mﬁ—2gm§—wy—0 (4—20)
OM  mId*p
D M=0=Q-Fr="F75 (4-21)

Considerando o carregamento transversal ¢ = 0, tem-se das equagoes (4-17) a

(4-21): 5
Py 0 Y _
GAR (@ - %> —m—== —2(m—— —wy = (4-22)
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oy 9% mlId*p

Fazendo N —iwt
y(ﬂf,t) =Y (I)G . (4_24>

U(z,t) = ¢ (x)e™™

tém-se as equagoes (4-22) e (4-23) na forma transformada:
azy* al/)* - .
GAk ( 527 " B > + (mw® + 2iw¢m — w) y* =0 (4-25)
2, /%

GAk <8y — " ) + Elaaw + 7 wp* =0 (4-26)

Nestas equacoes, E é o médulo de elasticidade longitudinal, G' ¢ médulo
de elasticidade transversal , I é o momento de inércia, m é a densidade
especifica, 4 = 2(m é o amortecimento viscoso, definido por unidade de
comprimento, k é o fator de forma para a deformacao de uma secao por
esforgo cortante e w é a constante de rigidez da reacao da fundacao, definida

por unidade de comprimento e proporcional ao deslocamento (constante de

Winkler).
Eliminando-se ¢*(z) nas equagoes (4-25) e (4-26) tem-se a equacao
a4y*(x> 823/*
T—5 — k' (z) =0 4-27
VD p TV k(o) (4-27
onde
4_ M 2 - w ! 4 . 3 2
_m %icw — 2 9 4-9
k o <w + 2iCw i (mw* + 2i¢mw® + ww )) (4-28)
m EN 1 El
= — |1+ =) =u? 2i — 4-2
EI [( * G/{) A% +mGA/-i( G w)} (429)
A solucao da equagao (4-27) é expressa convenientemente na forma
inkyx + sinh k inkyz — sinh k
y(2) :Clsm 1\ ksm ok +0281n 1T kgsm 9T

(4-30)
cos kix — cosh kox
L2

by = \/\/k4+—+— ky = \/\/k:4+T—2—— (4_31)

Analogamente, obtém-se da equagao (4-25) a expressao de ¢*(z

+ C3cos kix 4 cosh kox + Cy

onde
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Ky coskix + K cosh kox Kscoskix — K cosh kyx

W(l') = Cl L + 02 k3

o4

— K5 sin kjx — K sinh ks

+ C3 (—Kysinkyz + K sinh kyx) 4+ Cy 12

d
onde v mw? o M
K =— EA K,— — EA
ko ’ ky
As expressoes de y*(x) e ¢¥*(x) foram obtidas de tal modo que

3
N B s z®  Elx
EE} y*(x) = 2C5 + 2C1x — Cya® — Cy ( 3 2GA/1>

w—0

. X 3ET
£1£% Y (x) =20 — 2Cx — Oy (mQ + QGAH)

w—0

4.2.2
Obtencao da matriz de rigidez

O campo de deslocamentos transversais y*(x) é expresso por

*

Y4

*

* * * * Dy %
y = <3/1 Y2 Y3 y4> « (~YP
D3

*

Py

onde

. sinkjx + sinh kox . sinkjx —sinh kox

cos k1x — cosh kox
k2

ys = cos kyx + cosh kyz, Yy =

As rotagoes ¢*(x) sao expressas por

*

P1
* * * * * p* k%
(0 :<”¢1 vy Y3 4> i =U'p
Ds
pi
onde
. Kycoskyx + K;qcoshksx . Kscoskyx — K;qcoshksx
,lvz)l = k’ ) ¢2 = kg

—K2 sin klx — Kl sinh k2£C

3 = —Kysinkyx + Ky sinh koz, ¢ = L2

(4-32)

(4-33)

(4-34)

(4-35)

(4-36)

(4-37)

(4-38)
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pi, P5, p5 e pj sao quatro parametros de forca, numa formulagao hibrida de
elementos finitos. Os parametros p* nao tém sentido fisico definido, embora
se pudesse fazer alguma atribuigao a partir dos limites das equagoes (4-34) e
(4-35).

Para efeito de estabelecimento das equagoes que governam o problema

da viga, escreve-se, com a mesma notagao usada para o elemento de treliga,

pi
y* _ yl* 3/2* y:); yi pi = u'p* (4_39)
P (DA P D U P3

i

Conseqilientemente, obtém-se os esforgos seccionais, segundos as equacoes

(4-17) a (4-19):
{ ]6; } = N'p” (4-40)

onde
>yt mw? e 423 mw? e A3 mw? e 4] mw? ) *
N* = EJ dx? EA wl dx? + EA ¢2 dx? + EA ¢3 dx? + EA ¢4
i ay3 day3 ayj
dzx dzx dx dx
(4-41)
2 4 M M
1 3 Q Q
X
Sistema de coordenadas Convengao para momento
para a matriz de rigidez e cortante positivos

Figura 4.3: Sistemas de coordenadas e convencao de esforcos para a viga.

Por outro lado, usando a primeira das figuras (4.3) para a defini¢ao das
grandezas do sistema externo de coordenadas e a segunda para a convenc¢ao
de momentos fletores e esforgcos cortantes positivos, pode-se descrever para
os deslocamentos e rotagoes nas extremidades do elemento, definidas como os

contornos I'y e I'y, assim como para as matrizes A com os co-senos diretores:

dy
* 10 00 d 1 0
4 = SR Nid A= em I
¥ 0100 ds 0 —1
dy

(4-42)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410750/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410750/CA

Capitulo 4. Elementos finitos dindmicos unidimensionais 56

dy
* 0010 d -1 0
4 = 2\ = Nod Ay = em I’y
P* 0 0 01 ds 1
dy

(4-43)

A matriz H de transformacao cinematica entre os sistemas d e p* se

expressa

AN, + N1 AN, (4-44)
=0 l

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se espressa

H:N*T

xr=

+ N*T
=0

F=N" (4-45)

T
Alu*
=0

xr=

T
Agu*
=l

xr=

z=l
Apés a avaliacao da inversa F~1, obtém-se a matriz de rigidez do elemento

através da seguinte expressao:
K=H'F'H (4-46)

Alternativamente, (Dumont-2003), podemos obter a matriz de rigidez
utilizando a matriz U*, de acordo com a segunda das equagoes (3-17).

Apesar da grande quantidade de termos, podemos representar a matriz
de rigidez do elemento de viga de Timoshenko de forma fechada, em funcao
dos parametros definidos nas equagoes (4-28) e (4-29) e escrevendo, por
simplicidade, C' = cosh kx, ¢ = coskx, S = sinh kx e s = sin kx. Considerando-

se a simetria escrevemos

Kll K12 K13 K14

K — | | 22 23 24 (4_47>
. o Ksy K

em funcao dos termos cujas expressoes sao

EIK1K2<CK15 + CKQS)(Kle + Kle)

K =— 2Ko K Cc+ (K2 — K2)sS — 2K,K, (4-48)
Ky, - PHGI (Kb + Kok) (“1+C) 4 (Chaka = lnK)sS)
2K, K (—1 4 cC) + (K3 — K)sS
BIK Ky(K\S + Ko5)(Kiks + Koky)
BT KK Cc+ (K2 — K2)sS — 20, K, 0
EIK Ky(C — ¢)(Kiky + Koky)
14:_ZKKCC+(K2—K2)SS—2K2K1 (4-51>
24)1 2 1
Ko EI(—sK,C + KycS)(Kiks + Kaky) (4-52)
27 2K,K,Ce + (K2 — K2)sS — 2K, K,
Ky, —  PIKS(C = o) (Kiks + k) (4-53)

T 2KGK Co+ (K2 — K2)sS — 2K, K,
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E](KQS - SK1>(K1]€2 + ng'l)

KM::_QB@K300+(K§—<K@&S—2BQK1 (4-54)
K%:_MmeKﬁ+m@mm@+mh) (455)

2K, K, Cc+ (K2 — K2)sS — 2K, K,
KM:_MKmx@m@+Kmmq+an+@@m—tha (456)

2K, K, (—1+ cO) + (K3 — K2)sS

_ BI(—sK\C + KycS)(Kiky + K»ky)

T OKLK Co+ (K2 — K2)sS — 2KGK, (4-57)
4.3

Exemplo para o elemento de trelica

Na figura (4.4) temos uma barra eldstica com extremidades apoiada e
livre representada por 5 elementos de trelica e submetida a uma carga constante
P na extremidade livre. As propriedades mecanicas, em unidades coerentes

(Dumont-2005), sao apresentadas na tabela (4.1).

(A[L] B |
| 1] 1]1000 |

pl¢]
1]5]

Tabela 4.1: Propriedades fisicas e geométricas para os elementos de trelica.

P
%X) O —

Figura 4.4: Barra com extremidades apoiada e livre submetida a uma forca P
constante (¢ > 0) discretizada em 5 elementos de trelica.

Para uma carga constante aplicada, com correspondente deslocamento
independente do tempo u(x) = Px/EA, a solugao transiente é obtida utilizando
a equagao (3-33) e impondo a condi¢ao inicial de deslocamentos wu(z, ¢ =
0)=—Pz/FEA. Na figura (4.5), observamos que os resultados obtidos utilizando
n = 4 (expansao em série de freqiiéncia com termos acima de w®) sdo mais
proximos aos valores analiticos, comparados com a abordagem classica, que usa

somente dois termos na expansao (w e w2) para problemas com amortecimento.
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Figura 4.5: Resposta transiente do deslocamento no segundo né (z = 0.4L)
para n = 1 (teoria cldssica) e n = 4 (expansao usando termos de ordem w®),
comparadas com a solucao analitica.

4.4
Exemplo para o elemento de viga

Vamos considerar uma viga biapoiada, figura (4.6), com propriedades

conhecidas, submetida a uma carga retangular de P(t) = 1000kN em £.

F—

by ey By

EITOTETATITITAT:

Figura 4.6: Viga biapoiada sob base elastica com amortecimento.

Utilizando o elemento de viga desenvolvido nas se¢oes anteriores, iremos
discretizar a viga da figura(4.6) utilizando 2, 4 e 6 elementos, respectivamente.

As propriedades adotadas sao listadas na tabela (4.2).
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[Am*) [I(m) [ L (m) |

| E(V/m?) [ m (kg/m) | C(1/s) | w (N/m?) |

K
o
6

0,09 | 0,0027 | 2,00

2,1.10%0 60,25 0,49 1,1.108

Tabela 4.2: Propriedades fisicas e geométricas para a viga.

lpm

4}; ot 200 00, 6 G0 1000

4.7(a): Discretizagao utilizando 2 elementos 4.7(b): Amplificacoes para n=2

0.4&

l P(t)

o o 2000 400 ¢ E00 800 1000

4.7(c): Discretizacao utilizando 4 elementos 4.7(d): Amplificacoes para n=2

dit)
d...

l P(t)

% ot 200 400 B0 00 1000

4.7(e): Discretizacao utilizando 6 elementos 4.7(f): Amplifica¢oes para n=2

Figura 4.7: Respostas para as amplificacoes da viga no né central
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Deslocamentos normalizados

2 elementosy,
- = = 4 elementos
. 6elementos
\
0 | | | \ | | | ; 14 |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Tempo (S)

Figura 4.8: Comparagao dos resultados em um pequeno intervalo de tempo e
n=2.

A resposta transiente da viga é mostrada na figura (4.7b), (4.7d) e
(4.7f). As amplitudes dos deslocamentos foram normalizadas em relagdo ao
deslocamento estatico em cada um dos casos.

Na figura (4.8) observa-se que houve uma boa correspondéncia dos
resultados nos trés modelos de discretizagao, para um mesmo nimero de
matrizes de rigidez, massa e amortecimento utilizadas na expansao. Nas figuras
(4.7) observamos que as amplitudes diminuem exponencialmente ao longo do
tempo de acordo com a taxa de amortecimento ( e os deslocamentos tendem

ao valor estatico.
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