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4
Método Numérico

A modelagem do tensor sub-malha e os erros de comutagao constituem
apenas uma parcela dos erros encontrados numa metodologia LES. Por
serem estes, em geral, de magnitude reduzida, as Simulacoes de Grandes
Escalas requerem um cuidado adicional na implementagao numérica, para
que erros de discretizacao e outros erros numéricos nao mascarem a mo-
delagem do termo sub-malha. Ao mesmo tempo, e de forma conflitante, a
metodologia deve ser geral e flexivel o suficiente para lidar com geometrias
mais complexas, tais como as encontradas em aplicagoes de interesse na
industria, envolvendo possivelmente, malhas altamente nao-uniformes ou
até nao-estruturadas. Além disso, deve-se permitir facil paralelizacao do
c6digo, sem a qual, o tempo de simulagao seria extremamente longo.

Dentre as varias possibilidades relacionadas na literatura, tais como
Diferencas Finitas, Elementos Finitos, métodos espectrais, e outros, a que
mais se adequa ao que se propoe neste trabalho (Jasak, 1996) é o Método
dos Volumes Finitos, por oferecer a melhor relacao de compromisso entre
flexibilidade e acurécia.

Todos os casos simulados no presente trabalho fazem uso de uma bibli-
oteca desenvolvida no Imperial College em linguagem C++, disponivel gra-
tuitamente na internet, chamada OpenFOAM (OpenFoam, 2006). Consiste
de um conjunto de classes e objetos, com todas as ferramentas necessarias
para Simulacoes Numéricas de Equacoes Diferenciais Parciais, especialmente
adequada para fenomenos de transporte. Tem-se acesso a todo o cédigo, o
que permite uma enorme flexibilidade para se modificar classes, operadores,
e qualquer codigo que se verifique necessario. Em particular, sua estrutura
baseada em orientacao a objeto provou ser bastante adequado para pesqui-
sas de novos modelos de turbuléncia e esquemas numéricos.

Neste capitulo sao apresentados os detalhes do método e esquemas

numéricos deste codigo mais relevantes para este trabalho.
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4.1
Discretizacao do Dominio Computacional

Para que as equagoes de transporte que governam o movimento do
fluido possam ser utilizadas em simulacoes numéricas, é necessario um
processo de discretizacao do dominio do escoamento e dos operadores
derivada que nelas aparecem.

A discretizacao do dominio resulta numa malha computacional, so-
bre a qual a versao discretizada das equacoes de transporte é resolvida. No
caso do Método dos Volumes Finitos, o dominio é particionado num certo
niumero de volumes de controle, que definem, nao somente as localizacoes
onde se deseja obter a solucao para as variaveis de interesse, como também
possibilitam a definicao das versoes discretas dos operadores de derivada
espacial necessarias. A topologia dos volumes de controle suportados pelo
cédigo OpenFOAM é bem geral, permitindo a utilizacao de qualquer poli-
edro, onde cada face plana cercando o volume de controle é compartilhada
por apenas um outro volume de controle. Um volume de controle tipico é
mostrado na Fig. X1l onde o ponto A se localiza no centréide do mesmo, e
o ponto f, no centréide de cada face. O ponto B caracteriza o centréide de

um volume vizinho, que compartilha a face que contém f.

Rl

-""F

Figura 4.1: Topologia de um volume de controle

Um vetor Af é definido para cada face, na direcao perpendicular a
mesma, com modulo igual a sua area. A orientacao deste vetor segue o
sentido do centrdide de menor indice para o de maior indice na lista de

volumes de controle. O centréide de menor indice nessa lista é considerado
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o "dono” da face "f”, ou o ”Principal”, identificado na Fig. BTl por "A”,
enquanto o adjacente, é chamado simplesmente de ”vizinho” e identificado
por "B”. No caso de faces pertencentes a uma regiao de fronteira, seu tinico
volume de controle é considerado o principal, e o vetor Af aponta para fora
do dominio do escoamento.

Embora o presente estudo tenha se limitado a utilizagao de malhas
estruturadas, de elementos hexaédricos, a capacidade de lidar com formas
mais gerais (poliedros) permite enorme flexibilidade e adaptabilidade na
geragao da malha, e garante que as metodologias aqui estudadas (incluindo
o modelo proposto) sejam extensiveis a qualquer topologia ndo-estruturada,
possibilitando melhor representacao de geometrias complexas em futuros
trabalhos.

4.2
Discretizacao da Equacao Geral de Transporte

Em geral, a equagao de transporte a ser discretizada, é da forma

0
(p 9) + V-(puo¢) = V-(I'Ve) +Sc + Spo,
8 t %,—/ . ~ 4 (. ~ )
termo advectivo  termo difusivo termo fonte

termo transiente
(4-1)
onde ¢ é a variavel dependente, I' é o coeficiente de difusao associado a ¢ e
Sc e Sp sao as parcelas constante e o coeficiente do termo de geragao de ¢.
Por se tratar de uma equacao de segunda ordem, é recomendavel que

os erros de discretizacao também sejam, pelo menos, de ordem 2.
Uma maneira facil de se discretizar a Eq. B=1l é através da filtragem
temporal e espacial de cada um de seus termos, por meio de integrais
definidas. De fato, uma integral é um operador suavizador, que filtra

informacoes, e no caso de FVM, é definida como

(i) = —— [ /) dx! di' 42
CL(Zan)_AtV CL(X,t) x dt, <_)
? tn T

onde a primeira integral a ser realizada é uma integral espacial, sobre
o i-ésimo volume de controle (V;), e a segunda, uma integral temporal
entre o instante de tempo t,, e o instante seguinte, t, + At, sendo At o
passo de tempo. Como resultado dessa operacao de filtragem, a integral da
fungao continua a(x,t) retorna uma unica variavel, a(i,n), para cada par

”volume de controle x instante de tempo”. Isto feito, parte das informacgoes
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originais contidas na variavel continua sao perdidas, sendo a parcela restante
sinteticamente representada por um conjunto discreto de varidveis a(i,n),
“armazenadas” nos centrdides dos volumes de controle.

Note-se que esse processo de discretizacao (ou filtragem) pode ser
feito em duas etapas: a integral espacial, seguida pela integral no tempo.
A aplicacao da discretizacao espacial a Eq. B=Tl é detalhada separadamente
a seguir, para cada um de seus termos transiente, advectivo, difusivo, e
fonte. Posteriormente a segao ([EZZ), tratara do processo de discretizagao

temporal.

4.2.1
Discretizacao Espacial

A discretizacao espacial dos termos da equacao de transporte
fundamenta-se no Teorema de Gauss Generalizado, o qual permite que inte-
grais sobre volumes sejam escritas como integrais sobre as fronteiras dos vo-

lumes (0 V). Faz-se uso, nesta segao, das seguintes identidades matematicas:

/V-adV:jg a-dA, (4-3a)
Vi Vi

/ VodV = ¢ ¢dA, (4-3D)
i aV;

/VadV:% adA, (4-3c)
Vi av;

7

onde o vetor d A tem mdédulo igual a drea infinitesimal, é normal a superficie

0V, e aponta para fora da mesma.
Além disso, as funcoes sobre as quais os operadores atuam sao apro-
ximadas por diferencas centrais, ou seja, expansoes em série de Taylor de

segunda ordem, em torno do centréide i,

¢(x) = o(x;) + (Vo) - (x = x;) + -+ + O((x — x:)%) , (4-4a)

a(x) =a(x;) + (Va); - (x —x;) + -+ O((x — x;)?). (4-4b)

O subescrito 7 indica que a funcao ou o operador derivada é avaliado

no centroide do volume de controle, cuja posicao é, por sua vez, dada por:

X; = % Vide. (4-5)
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A aplicacao destas expressoes em operadores continuos envolvendo
derivadas espaciais resulta nos operadores discretos apresentados a seguir.
Primeiramente sao mostrados operadores bésicos, como o operador linear,
o divergente, e o gradiente. A partir destes, constroem-se termos mais
complexos, como os termos advectivo, difusivo, e termo fonte, presentes

nas equagoes de transporte, que serao posteriormente introduzidos.

Termo Fonte

De acordo com a Eq. B=Il, o termo fonte de uma variavel ¢ genérica
pode ser linearizado em relacao a ¢, sendo Sc a parte constante da fonte e
Sp seu coeficiente angular, o qual de acordo com Patankar, (1980) deve ser
sempre negativo para garantir um esquema numérico estavel (Sp < 0).

Para discretizar o termo de fonte, considera-se que a fonte é constante
dentro do volume de controle, logo ¢ igual ao valor no ponto nodal 7, de

acordo com a Eq. B=Zal O termo de fonte discretizado espacialmente é:

Sc+Squm%/[Sc—l-Sp(b(X)]dV:Sc—i-Sp(bi. (4-6)

i

Divergente

Para o operador divergente, V - (), tal qual o encontrado no termo
difusivo e no advectivo da equacao de transporte, a discretizacao resulta
num simples somatério sobre as faces do volume de controle (V;), uma vez

que essas ultimas sao planas e de nimero limitado. Assim, aplicando-se a

identidade B=3al, tem-se:

N.

o 1 1 1
v-aﬁ—/v-advz— a-dA ==Y 'a;-A;, 47
Vi Jv, Vi Jov, \4; Fo (4-7)

sendo a; o valor de a sobre a face, normalmente obtido por interpolacao
linear, N; ¢ o numero de faces do volume de controle i, e o vetor Ay é o
vetor area da face f do volume de controle ¢, orientado sempre “para fora”
do volume de controle.

Como o vetor Af aponta para fora do volume somente quando o

volume é o “dono” da face, para escrever a E=1 em termos de Af, deve-
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se, entao, separar as faces no somatério, da seguinte forma:

R L [ Ng

discr

V-a— Vzaf'Af: VA ZafA 'AffA - Z afp 'AffB ) (4‘8>
Lt i

fa=1 fB=1

onde o subescrito f4 e fp indicam, respectivamente, as faces para as quais o
volume em questao é o principal e as faces para as quais é o volume vizinho.
O sinal ”—" se encarrega de inverter o sentido do vetor Af quando o volume

de controle em questao (V;) nao é o dono daquela face.

Gradiente

Apesar de existirem outras alternativas disponiveis no cédigo Open-
Foam, apresenta-se aqui apenas aquela que corresponde as diferencas cen-
tradas do Método das Diferencas Finitas.

Na discretizacao espacial do gradiente, utiliza-se a identidade B=30k

1 1

N.
. 1 <
w‘*ﬂ—/wdvz— dpdA =—> ¢; As, 4-9
Vi Jv, Vi Jov, vile Fo (+9)

onde ¢ representa o valor de ¢ avaliado, ou interpolado, na face f.

Analogamente ao caso anterior, reescreve-se o somatério como:

1

N Na Ny
Vo == v D drAr= | D bp Afy = > g, Afp,| . (4-10)
i =

fa=1 fe=1

Vi

Para obter o valor de ¢ na face (¢y), adota-se neste trabalho um
esquema de interpolacao linear entre o valor disponivel nos centréides
“dono” e “vizinho” da mesma, ponderado pelas distancias, de acordo com

o esquema de diferencas centradas. Assim,
pr=wos+ (1—w)opp , com w=-—r (4-11)

onde |AB| e |Bf| sao os mdédulos dos segmentos de reta unindo os res-
pectivos pontos. A extensao da interpolacao linear para casos vetoriais é

imediata.
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Gradiente na Face

Caso seja necessario avaliar o gradiente numa face, e a diregao de
interesse seja apenas a do segmento de reta que une os dois centréides
vizinhos (A e B), existe uma alternativa mais eficiente do que a simples
interpolagao dos gradientes calculados de acordo com o item EE2Tl

Assim, ao invés de se usar

AB - (Vo)r = AB - [w(V)a + (1 -w)(Ve)s] (4-12)

sendo (V¢)a calculado por meio da Eq. B=I0, pode-se utilizar diretamente

AB-(Vo); =o¢p — ¢a. (4-13)

A diferenca entre essas duas formas de se determinar a projecao sobre
o segmento AB do gradiente na face é a base da metodologia proposta no
Capitulo Bl Novamente, a extensao para o caso de um gradiente de um vetor

¢é trivial.

Termo Convectivo

A versao discreta do termo advectivo da equagao de transporte Eq.
E=Tl pode ser construida trivialmente a partir do operador divergente, Eq.
=8 bastando para isso, substituir a por p u ¢. Como (pu) - Af tem um
significado fisico de fluxo de massa que cruza a face f, 7y, costuma-se

aproximar

(pug)s- Af =y ¢y, (4-14)

onde
rivy = Afy - (pu)y. (4-15)

O termo advectivo discretizado pode entao ser obtido de
1 NA NB
discr . .
Volpud) —=y D titgabi = D Wb (4-16)
b Lfa=1 fB=1

Interpolacoes lineares, tal como a Eq. BE=TTl, sao utilizadas tanto para

¢ como para o fluxo de massa .
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Termo Difusivo

A transformagao do termo difusivo num operador discreto também se
reduz a uma aplicacao direta do esquema para o divergente (21]), operando
sobre o vetor I'V¢,

NA NB
iscr ]-
V(I Vo) =5= v Y T (Vo) - Afpy = > Ty (Vo) - Afy,
! fa=1 fe=1
(4-17)

Em malhas ortogonais, o produto interno (V ¢); - Af; pode ser

eficientemente calculado de acordo com o esquema de gradiente na face

([EZTI), logo

(T Vo), ALy~ () Jag 2220 (4-18)

O problema com malhas nao ortogonais advém do fato de Af nao estar

alinhado com AB, tornando impossivel a utilizacao do esquema exposto em

21 (Eq. B=T3). Tal dificuldade pode ser contornada decompondo-se Af em
duas componentes, sendo uma delas paralela a AB.

Assim, o termo Afy - (V¢); pode ser escrito como

Afp - (Vo)y=d- (Vo) + (Afy —d) - (Vo)y, (4-19)

onde d é o componente de Afy paralelo a AB, e o primeiro termo do lado
direito pode entao ser calculado com o auxilio da Eq. B=T3

Varias propostas para essa decomposicao sao detalhadamente apre-
sentadas em Jasak (1996), com as respectivas implica¢oes numéricas em
termos de estabilidade e erro de truncamento.

Entretanto, no que se refere aos objetivos do corrente trabalho, o

exposto acima é considerado o suficiente.

4.2.2
Discretizacao Temporal

O processo de discretizacao espacial filtra uma fungao continua a(x, t),
disponibilizando Ny valores de a(i,t), sendo Ny o numero total de volumes

de controle. Assim, a funcao original foi apenas parcialmente discretizada,
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uma vez que t ainda é uma variavel continua. A equacao de transporte

semi-discretizada pode ser, entao, escrita em forma matricial, como

2(p [1:(0)]) + [CTei()] = [D] ()] + [F] [0:(8)] (4-20)

ot
onde as matrizes [C], [D], e [F], sao as resultantes do processo de discre-
tizacao espacial dos termos advectivo, difusivo e fonte, respectivamente, e
[I] é a matriz identidade, todas elas com Ny x Ny elementos. O vetor ¢;(t)
contém as variaveis de interesse, correspondentes a cada volume de controle
i.

A discretizagao temporal empregada no presente trabalho (disponivel
no coédigo OpenFOAM), consiste de uma aproximacao de segunda ordem,
conhecida como diferengas retrégradas (backward differences, BD) (Jasak,
1996). Neste esquema, a integral responsavel pela filtragem temporal reduz-
se a uma simples amostragem no instante de tempo ¢t = ¢,,,;. Considerando-
se que as matrizes [C], [D], e [F] ndo variam ao longo do tempo, obtém-se

o seguinte sistema de equacoes:

o) (5 loen) O] =Dl A ] )

n+1

onde se considerou p independente do tempo.

A derivada temporal no instante futuro (t,1), no primeiro termo da
Eq. EEZ0], é calculada com aproximacao de ordem dois a partir de séries de
Taylor, envolvendo trés niveis temporais: o proximo instante de tempo, ¢,,1,
o atual, ou o que contém as informagoes mais atualizadas, t,, e o instante

passado, t,_1. Tem-se entao, que

0¢i(t) R o
( ot )W = ox7 130T — 467 + 77 (4-22)

Levando-se a Eq. a Eq. B=2T] obtém-se:

1

Pl A7

(367 — 407 + 67 ] +[C] [07] =
(D] + [F1[0f]

(4-23)

que, resolvida sucessivamente para uma seqiiéncia de instantes de tempo,

fornecerd a evolucao temporal de ¢.
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Em qualquer dos casos acima, a discretizacao resulta num sistema
de Ny equagoes a Ny incognitas, que pode ser resolvido por métodos
apropriados de algebra linear. A principio, a escolha do método de solugao
para esse sistema € irrelevante do ponto de vista da previsao do escoamento,
que ¢é o foco do presente trabalho. Na pratica, dificilmente o erro cometido
na solucao do sistema de equacoes resultante supera os demais erros,
provocados ao longo de todo o processo, desde a modelagem fisica das
equagoes, até as discretizacoes temporais e espaciais. Nao obstante, por
razoes 6bvias, da-se preferéncia a algoritmos rapidos, se possivel, com pouco
armazenamento em memoria, tal como métodos iterativos com gradiente
conjugado (Golub e Van Loan, 1996).

4.3
Discretizacdao das Equacoes de Navier-Stokes

Como apresentado no Capitulo B, as equagoes de Navier-Stokes filtra-
das, onde a turbuléncia é modelada por meio de um processo difusivo, sao

expressas como:

O YW=V gy (Tt 7))~ Voo, (421

V-u=0, (4-24b)

onde Verr = v + Vsgs-

Ambas as equagoes podem ser consideradas como um caso particular
da equagao geral de transporte, Eq. (B=]]). No caso da continuidade ¢ = 1,
' = Sc = Sp = 0; j4 no caso da equagao de conservagao de quantidade
de movimento ¢ = u, I' = vy, Sc =, + V- [l/eff (VTu)} e Sp=20.0
termo da pressao também é um termo de fonte constante Sc, porém como
¢ desconhecido, necessita de tratamento especial.

Apesar das equagoes de transporte que governam o movimento de um
fluido incompressivel serem apenas casos particulares da equacao de trans-
porte, Eq. (=), algumas caracteristicas peculiares requerem tratamento
especial. Entre elas, destacam-se a nao-linearidade do termo advectivo, que
neste caso é quadratico em u, e o acoplamento implicito entre velocidade e
pressao, pela equacao de continuidade.

A nao-linearidade do termo advectivo nao traz nenhuma dificuldade

adicional, j& que, a matriz [C] é avaliada no instante de tempo n, logo, de
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acordo com a Eq. B=T4]

(puu)y- Ap =} u/ "t (4-25)

Porém, devido ao carater advectivo deste termo, visando a estabilidade
numérica do método, pode-se utilizar diferentes interpolagoes para determi-
nar u;""'. Uma possibilidade é, como vimos, empregar uma interpolagao
linear de acordo com o esquema de diferencas centrais. No entanto, pode-se
alternativamente, atribuir pesos maiores para informagoes a montante da
face, o que resulta numa familia de esquemas ”polarizados”, sendo o mais
famoso destes, o esquema Upwind de primeira ordem. Neste ultimo, o peso
para o valor disponivel no centréide a montante da face é um, enquanto
para o a jusante, zero.

O termo de forcamento de pressao é o responsavel por garantir a
conservagao de massa (Eq. B=240), a qual, implicitamente, acopla os campos
de velocidade e pressao. Assim, associada a equacao de conservacao de
massa, deve haver uma equagao para a pressao.

Neste estudo, o acoplamento é feito através do procedimento PISO,
proposto por Issa (1985). Para tal, reescreve-se o sistema linear resultante

das discretizacoes das equagoes de quantidade de movimento como:

apup =H(u) — Vp, (4-26)

enquanto para a conservacao de massa, tem-se que:

D upAg=0. (4-27)

face
Na Eq. B=268, ap s@o os coeficientes que multiplicam as incognitas
principais (up) no sistema linear resultante. Por sua vez, H(u) é formado,
nao sé pelos coeficientes fora da diagonal, que multiplicam os vizinhos
(uy), como também, pelos termos fontes, que incluem o termo transiente,
condigoes de contorno, e demais fontes, porém excluindo o gradiente de

pressao,
H(u) = ) ayuy +bou’ +b, (4-28)
N

onde by sao os coeficientes que multiplicam os valores antigos das incégnitas,

simbolicamente representados por u’, e b, as demais fontes.
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A partir da Eq. B=28, as velocidades up podem ser expressas por:

Hw 1

ap ap

Uup =

vp) (4_29)

que interpolada, fornece os valores nas faces,

(up)y = (T?)f - (éw)f. (4-30)

Tomando-se o produto interno desta ultima equacao por Ag e

realizando-se o somatorio sobre as faces do volume de controle, tem-se:

> Ar-(up)y=) A (%:))f_ 2 Ar (ivp)f

faces faces

(4-31)

~ 3 A (H<u))f_ 3 A¢ (ai)f(vp)f,

P

a qual deve se anular para cada volume de controle, a fim de garantir
conservacao de massa na forma discreta. Note-se que a passagem da Eq.
para a Eq. B=3T] corresponde a versao discreta do operador divergente,
de acordo com o esquema apresentado na secao 2Tl

Assim, tém-se uma equacao para a pressao que forca a garantia
da conservagao de massa, que juntamente com a conservacao discreta de

momento, forma o sistema discreto fechado que rege o escoamento:

up = %;) - %Vp, (4-32a)
fZ Ag- (i)f(%) ;= fZ Ag- <Ha(;‘))f , (4-32b)

onde o fluxo A¢ - (u)y é calculado como

Ag-(u); = Ag- (H(“))f ~ap (i)f(vp)f. (4-33)

ap ap

Este sistema é resolvido de forma segregada, de acordo com o algoritmo

PISO (1985), que envolve trés passos principais:

1. A equagdo de momento (E=3Za) é resolvida primeiramente, sendo os
coeficientes ap, H e gradiente de pressao calculados com os valores

mais recentes de u disponiveis (u™). A solugao da equagdo de momento
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fornece entao uma previsao para um novo campo de velocidades, que
no entanto deve ser corrigido de forma a garantir conservagao de

massa. Este passo é chamado de preditor do momento.

2. Usando os valores previstos de u, o operador H(u) é construido
e a equacao de pressao (E=32H) pode ser formulada. A solugao da
equacao de pressao fornece uma primeira estimativa do novo campo

de pressoes. Este passo é conhecido como solucao da pressao.

3. Os fluxos podem ser recalculados através da Eq. B=33, de forma a
serem consistentes com o novo campo de pressao. Este novo fluxo
satisfaz a conservacao de massa em cada volume de controle. O
campo de velocidades também deve ser corrigido, de maneira explicita,
utilizando-se a Eq. E=29.

Os itens Pl e Bl formam um ciclo interno do algoritmo PISO, o qual pode
ser repetido até que se atinja uma certa tolerancia, ou um certo nimero de
iteracoes.

Pode-se dizer, entao, que o PISO consiste, para cada passo de tempo,
numa previsao implicita do momento, seguida de uma série de ciclos de
solucao de pressao, com correcoes explicitas de velocidade.

O objetivo deste capitulo foi entao, mais do que expor os muitos de-
talhes internos do cédigo OpenFoam, apresentar os tratamentos numéricos
mais relevantes para o presente trabalho, seja para a utilizacao dos tradici-
onais modelos sub-malha (Capitulo [1), seja para formar um embasamento
que facilite as discussoes sobre uma possivel alternativa para a modelagem

sub-malha, apresentada no préximo Capitulo.
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