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4
Codigos Turbo e a Teoria dos Grafos-Fatores

E uma idéia natural a de que uma fungao complexa envolvendo muitas
variaveis pode ser mais facilmente manipulada quando reescrita, caso isto
seja possivel, como o produto de funcgoes locais mais simples. A teoria de
grafos-fatores [25] formaliza essa idéia através do conceito de grafo-fator,
um grafo bi-particionado que representa de forma concisa a fatoracao de
uma determinada funcao global.

A partir de um grafo-fator representando uma funcao global, fungoes
marginais associadas a essa funcao global podem ser calculadas eficiente-
mente através de um algoritmo genérico conhecido como algoritmo Soma-
Produto. Este algoritmo explora a estrutura do grafo-fator — isto é, a ma-
neira na qual a fungao global é fatorada — para reutilizar célculos inter-
mediarios e assim economizar na complexidade do calculo das fungoes mar-
ginais.

Como mostrado em [25], o algoritmo BCJR utilizado na decodificagao
turbo pode ser visto como um caso particular do algoritmo Soma-Produto.
Uma das motivacoes de se avaliar a decodificagao turbo através da teoria dos
grafos-fatores consiste na vantagem didatica que esta teoria apresenta em
relacao a abordagem convencional desenvolvida no Cap. 3, pois esclarece de
maneira simples algumas questoes importantes sobre a decodificacao turbo.

O objetivo deste capitulo é portanto apresentar a teoria de grafos-
fatores, bem como sua aplicabilidade para compreensao da decodificacao
turbo, segundo uma abordagem moderna que denominamos de abordagem
por grafos-fatores.

A histéria dos grafos-fatores e do algoritmo Soma-Produto tem inicio
em 1962 com o trabalho de Gallager [2], que introduziu os cédigos de matriz
de paridade de baixa densidade (LDPC) e um algoritmo iterativo para
decodificacao através do célculo das probabilidades a posteriori, o qual é
considerado a primeira instancia do algoritmo Soma-Produto a aparecer
na literatura. Em 1981, Tanner [3] introduziu grafos bi-particionados para

descrever familias de cédigos que sao generalizacoes dos codigos de Gallager.
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Este tipo de grafo é hoje conhecido como grafo de Tanner. Em 1995,
Wiberg et al. [8] estendem os grafos de Tanner ao introduzir varidveis de
estado, e com isso proporcionam uma conexao com a descricao de codigos
através de trelicas e com o algoritmo BCJR usado na decodificagao turbo.
McEliece et al. mostram em [12] que o algoritmo de decodificacao turbo
pode ser visualizado como uma instancia do algoritmo belief propagation
usado em inteligéncia artificial. Finalmente, Kschischang and Frey [13]
observam que muitos algoritmos importantes, utilizados em diversas areas
como inteligéncia artificial, processamento de sinais e comunicacoes digitais,
incluindo o algoritmo belief propagation, o algoritmo BCJR, o algoritmo
de Viterbi e o algoritmo de decodificacao turbo, podem todos ser obtidos
como instancias do algoritmo Soma-Produto quando aplicado ao grafo
apropriado. Aji e McEliece também obtém resultado semelhante através
de uma abordagem diferente [21]. Como mencionado em [25], o conceito de
grafos-fatores como uma generalizacao dos grafos de Tanner foi desenvolvido
conjuntamente por um grupo que incluiu, além de Kschischang, Frey e
Loeliger, também Forney, Koetter, MacKay, McEliece, Tanner e Wiberg.
Este capitulo organiza-se da seguinte forma. Na Secao 4.1 é abordada
a teoria de grafos-fatores, seus principais conceitos e defini¢oes. Na Secao
4.2, é mostrado como esta teoria pode ser utilizada para a modelagem do
problema da decodificacao. Na Secao 4.3 é mostrado que o algoritmo MAP é
uma instancia do algoritmo Soma-Produto. Por fim, na Secao 4.4 é realizada

a interpretacao do problema da decodificacao turbo nesta abordagem.

4.1
Marginalizacao Utilizando Grafos-Fatores

4.1.1
Fatoracao e os Grafos-Fatores

Considerando {x1,2s,...,zx} um conjunto de varidveis, que para
cada i, x; assume valores de um alfabeto A;. Seja g(z1,s,...,2y) uma

funcao dessas variaveis, com dominio S = A; X Ay X+ - - X Ay e contradominio
R, onde [31]

Definicao 4.1 (Semi-Anel Comutativo) Um semi-anel comutativo
(R,+,-) é formado por um conjunto R associado a duas operagoes bindrias

+ e - que satisfaz os seguintes axiomas:

Axioma 1 A operacao + ¢é associativa e comutativa, e ha uma identidade

aditiva “0”, de modo que r + 0 = r para todo r € R.
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Axioma 2 A operacao - é associativa e comutativa, e ha uma identidade

multiplicativa “1”, de modo que 1-r = r para todo r € R.

Axioma 3 A lei distributiva é satifeita: (ry-r9)+ (r1-7r3) =71+ (ro+73). B

Anéis sao bastante tteis e interessantes para o desenvolvimento de
algoritmos de decodificagao, conforme sera visto na Secao 4.3.1. A Tabela

4.1 apresenta alguns exemplos.

Tabela 4.1: Semi-Anéis Comutativos

| Conjunto R | “(+,0)” | “(-,1)” | Nome do Semi-Anel |
0, 00) (+,0) (,1) Soma-Produto
(—o0, 0] (min,00) | (4,0) Minimo-Soma
[—00,0) | (max,—o0) | (+,0) Méximo-Soma

O dominio S de g pode receber a denominagao de espaco de confi-
guracgoes. E cada elemento pertencente a S é conhecido como uma confi-
guracgao particular do conjunto de varidveis, ou simplesmente, uma confi-
guracgao de varidveis.

Considerando que g(z1,...,zy) pode ser fatorada como o produto de

|.J| fungoes locais, com J sendo um conjunto discreto de indices, tem-se que

g(x1,. . on) =[] £(X5) (4-1)
jeJ
onde X; é um subconjunto de {z1,...,zx} e f;(X;), uma fungao tendo
elementos de X; como argumentos.
A Eq. (4-1) pode ser representada por um grafo-fator cuja definigao é

apresentada a seguir [25].

Definigao 4.2 (grafo-fator) Um grafo-fator G é um grafo bi-particionado
que expressa a estrutura da fatoragdo em (4-1). Um grafo-fator possui
vértices que representam as variaveis x;, denominados de vértices ou nos de
varidveis, e vértices que representam as fungoes f;, denominados de vértices
ou nos de fungoes. H4 um ramo ligando um né de variavel a um determinado

noé de funcao, se somente se, x; ¢ argumento de f;. B

Por exemplo, considere que g(x1, x9, T3, x4, T5) pode ser fatorada como

g(w1, 02,03, 04, 5) = f1(z1) fal2) f3(71, T2, 73) falw3, v4) f5 (23, 05)  (4-2)
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de modo que J = {1,2,3,4, 5}, X1 = {(L’l}, X2 = {l’g}, X3 = {Il,l’g,x‘g},
Xy = {x3,24} ¢ X5 = {x3,25}, o grafo-fator para Eq. (4-2) é mostrado na

Fig. 4.1.
PARE

fi fo f3 fa f5

Figura 4.1: Grafo-fator para Eq. (4-2).

Note que o grafo-fator é portanto um ferramenta grafica que ilustra a

relacao “é argumento de” que hé entre fungoes locais e variaveis.

4.1.2
O Algoritmo Soma-Produto

O algoritmo Soma-Produto quando aplicado a um grafo-fator G, sem
ciclos, que representa a fatoracdo de uma fungao global g¢(z1,...,zxN),

calcula as fungbes marginais g;(z;) exatas, definidas como

gi(xi):Z---ZZ---Zg(xl,...,xN) (4-3)

Ti—1 Ti+1 TN

= Z g(z1,...,TN)

~{z;}

onde ) foi denominado de operador sumdrio em [25], e designa de forma
~{i}
compacta os multiplos somatorios ao longo de todos de os argumentos de

g, exceto x;.

O algoritmo Soma-Produto é dito um algoritmo de passagem de
mensagens que opera em G. A propagacao de mensagens ¢é regida pelos
nos de G que sao concebidos com a finalidade de receber as mensagens
provenientes de seus respectivos nés vizinhos, atualiza-las, e transmiti-las.
Nesse processo, os ramos agem como canais de comunicacao, através do qual
as mensagens sao propagadas.

A propagacao de mensagens realizada pelo algoritmo Soma-Produto

deve obedecer ao seguinte principio bésico:

A mensagem transmitida por um né v para um né u através do
ramo e(v,u), deve independer de qualquer mensagem proveni-

ente de u.
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As mensagens propagadas em G sao fungoes das variaveis {z1,...,xy}
e contém informagoes sobre as fung¢oes marginais g;(x;). Considere que um
ramo e(z, f) conecta um né de varidvel  a um né de funcdo f em G,
conforme ilustrado na Fig. 4.2.

As mensagens transmitidas através de e(z, f) nos sentidos (v — f)
e (f — ), sdo representadas pela notacao ji,—.¢(r) € pr_.(x), respecti-
vamente. As mensagens transmitidas através ramos incidentes em z sao
fungoes p(z), e podem ser especificadas através de um vetor cujos elemen-

tos sao os valores que a funcao f assume em todo dominio de x.

. @

f2

Figura 4.2: Propagacao de mensagens entre os nés x e f em G.

Por exemplo, se  é uma varidvel bindria com dominio A = {0, 1},

tem-se que

1(0)
p(1)

Se G possui E ramos, a propagacao de mensagens ¢ realizada em 2F

Mw—»f(x) = (4—4)

passos, visto que sao propagadas duas mensagens por ramo, uma em cada
sentido.

Considere que a notacdo N(x) é introduzida para caracterizar o
conjunto de nés vizinhos do né z, e a notagdo N(f) para representar o
conjunto de nés vizinhos do né f. Se f é vizinho de x, o conjunto que contém
todos os vizinhos de x exceto f é representado pela notacao N(z)\f.

O algoritmo Soma-Produto para um grafo G, sem ciclos, é definido em
3 etapas: uma de wnicializacao, na qual sao atribuidos valores as mensagens
transmitidas pelas folhas de G aos seus nés vizinhos; uma de atualizagao,
onde todos os nods restantes de G, recebem as mensagens provenientes de seus
vizinhos, as atualizam, e as retransmitem aos respectivos vizinhos; e por fim
uma etapa de finalizacdo, na qual as fungoes marginais sao calculadas. Estas

etapas sao definidas abaixo:

Algoritmo 4.1 (Soma-Produto)

1) Inicializagao: A mensagem transmitida pelo né de varidvel x ao né
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4)

de funcao f com f € N(x), na inicializacao, é dada por

paoy(2) =1 (4-5)

enquanto que a mensagem enviada pelo né de fungao f ao nd de

2

variavel z, x € N(f), é

pif—a(®) = f(2) (4-6)

observe que este é o valor da fungao f(-) obtido quando o valor do

argumento é x.

Atualizacao: A mensagem atualizada pelo né z, a ser repassada ao

no vizinho f, é
pes@) =TI mela) (47)
heN(x)\{f}

e da mesma maneira a mensagem a ser repassada pelo né f ao né

vizinho z é

pra(@) =Y FX) [T s |- (4-8)

~{z} yeN()\{=}

Observe que X = N(f) é o conjunto correspondente aos vizinhos

(argumentos) de f.

Finalizacao: Depois que todos os nés do grafo-fator receberam
mensagens provenientes de todos os seus nés vizinhos, a funcao

marginal p(x) para a varidvel z, pode ser obtida por

pl@) =TT nsale). (+9)
)

fEN(z

Fim. n

Note que a mensagem que um né de varidavel x; pertencente a um

grafo bi-particionado! transmite ao seu vizinho f;, é obtida multiplicando-se

todas as mensagens recebidas em x; provenientes de todos os seus vizinhos

fr € N(z;)\fj. J& a mensagem que um né de fungdo f; transmite a seu

vizinho z; é obtida multiplicando-se f; por todas as mensagens recebidas

em f;, exceto a mensagem proveniente de z;, e entao realiza-se o somatério

1O grafo-fator é um grafo bi-particionado, e por definicio os vizinhos de um né de
varidvel x; serdo todos nés de funcoes f; € N(x;).
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( 3> ) como indicado em (4-8). Por fim, a fungao marginal p(z;), para a
~{zi}
variavel z;, é obtida multiplicando-se todas as mensagens recebidas no né

;.
Foi provado em [25], que a fun¢ao marginal p(z;) obtida pelo algoritmo
Soma-Produto em G é exatamente a funcdo g;(z;). O seguinte teorema

encerra este comentario.

Teorema 4.1 - Em um grafo-fator finito, sem ciclos, que representa a
fatoragao da fungao g(z1,...,zy), a funcdo u(z;) calculada pelo algoritmo

Soma-Produto de acordo com Eq. (4-9) é a fungdo marginal g;(z;). B

Exemplo:

Considere o grafo da Fig. 4.3, que representa a fatoracao da funcao

g(x1, T2, w3, 14, T35, T6), dada por

9(z1, T2, 23, T4, 5, 6) = f1(21, T2, T4) fo(23, T4a) f3(24, 25, T6) fa(5). (4-10)

A seguir a obtengao da fungdo marginal g4(z4), usando o Algoritmo
4.1, é detalhada.

folhas @

Ay

folhas

AP\
n(z)\{f}
Figura 4.3: Grafo-fator genérico.

Tem-se:
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Inicializagao:

Atualizagao:

|
X2
xs3

Xyg

Zs
Ze

S

f2

fa:

fa:

: no folha
: no folha

: n6 folha

€
Ta
T3
Ty
Ts
T
fi
Ja:
J3:
Ja:

~{z4}

P (:E1> =

1
Hxo— fi (1‘2) =1
Mﬂc3—>f2(x3> =1

: nod interno
: nod interno

: uxﬁg)fs(xﬁ) =1

: no interno

nd interno

nd interno

Hfy—as <SL‘5) = f4(l‘5)

CMzy—fs (z4) = K1 —aq (z4) - Hfo—zs (74)
= > Al 0, 34) fals, 74)

D Has— s (25) = fa(s)

: n6 folha

~{z4}

- ¥

~{za}

fl(.rl,x27$4)

: ,ufzﬂx4<x4) = Z f2($3,$4) * Pas— fa (.1'3)

~{z4}

3

~{z4}

fa(ws, x4)

o8

(4-11)

(4-12)

Ly (T4) = Z fi(@y, w2, 24) (pay— 1, (T1) * fhag— g (22))

M fz—as (z4) = Z f3(x47x57m6)(:uw5—>f3<x5) ) /"LJUGS—’fS(xG))
~{za}

no folha

3

~{z4}

f3(-7€4> Ts, $6)f4($5)
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Finalizacao:
g4(x4) = Kf1—ay (584) C My <x4) * M f3—my (fL‘4> (4‘13)
= Z fl(ﬂfl,3U2,334)f2(5133,954)f3(9€4,$5,$6)f4($5)-
~{z4}

Note que as mensagens obtidas acima sao calculadas uma tnica vez,
e serao reutilizadas nos cdlculos de g;(z1), g2(x2), g3(x3), g5(x5) € go(xg).
A reutilizacao de calculos intermedidrios é a razao pela qual o algoritmo

Soma-Produto calcula fungoes marginais de maneira eficiente. |

4.2
Modelagem de Sistemas Utilizando Grafos-Fatores

Considere um sistema como sendo um conjunto de variaveis que inte-
ragem entre si. Grafos-fatores podem ser utilizados para modelar sistemas,
sendo o modelo de um sistema definido por uma fungao global fatoravel
cujos argumentos sao as variaveis do sistema.

Sistemas de comunicacao que utilizam codificacao de canal possuem
um grafo-fator que embute em sua estrutura dois modelos combinados: um
comportamental e outro probabilistico.

De maneira qualitativa, um modelo comportamental especifica
possiveis “comportamentos” que um sistema pode assumir. Isso é rea-
lizado através de uma funcao global denominada de func¢ao indicadora,
que testa quais configuragoes de varidaveis sao consideradas validas para
o sistema. A fatoracdo da funcao indicadora fornece informagoes sobre a
estrutura do sistema.

No modelo probabilistico, o grafo-fator representa a fatoracao de uma
funcao densidade de probabilidade conjunta das varidveis pertencentes ao
sistema. Esta fatoracao ilustra a dependéncia estatistica que ha entre as

varidveis do sistema.

421
Modelo Comportamental

Seja {x1,22,...,xx} um conjunto de varidveis com espago de confi-
guracao S = A; X Ay X - - X Ax. Um comportamento em S é definido como
qualquer subconjunto B de S. Os elementos de B sao considerados como

configuragoes de variaveis vélidas.
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A funcao indicadora que determina B é definida como

1, se(z1,...,zy) € B
Xp(z1,...,xn) 2 ’ Y . 4-14
5(® ) 0, caso contrario ( )

Geralmente a fungao indicadora X é fatoravel, o que significa dizer
que o comportamento B pode ser decomposto em varios comportamentos
locais. Um comportamento local consiste em um teste que envolve um
determinado subconjunto das variaveis pertencentes ao sistema. Neste caso,
uma configuracao de variaveis é elemento de B e portanto considerada
valida, se somente se satisfizer todos os comportamentos locais que compoem
B, ou seja, se passar em todos os testes.

Note que sendo Xp fatoravel, esse sistema pode ter seu modelo
comportamental representado por um grafo-fator.

Aplicando esse conceito a codificacao de canal, e considerando que
o dominio de cada varidavel seja um alfabeto finito A, com espaco de
configuracao S = AV, tem-se que um comportamento C C S resulta em um
cbdigo de bloco de tamanho N, sendo cada elemento ¢ € C correspondente
a uma palavra cédigo. Sua funcao X é fatorada em funcoes locais que estao
relacionadas a testes de paridade obtidos através da matriz de paridade do
codigo.

No caso de um cédigo convolucional C cuja trelica é 7, o com-
portamento C estd associado ao espaco de configuracoes das varidveis
{00,...,0n,M1,..., MmN, C1,...,cx}? e pode ser decomposto em N com-
portamentos locais, um para cada secao Ty de 7, comt =1,..., N.

Os comportamentos locais, neste caso, sao responsaveis por testar se
determinada configuragdo de varidveis (oy_1,my, ¢, 04) corresponde a um
ramo valido na se¢ao T; da trelica.

A funcao indicadora Az que define C, é fatorada em N fungoes locais

fi cujos argumentos sao o;_1, My, ¢; e 0. Tem-se entao que

N
Xe = Hft(gt—hmt»ct,(ft) (4‘15)

t=1

onde

1, se (o_1, My, C e T
ft(o-t—lamtactagt) é ’ (O-t b /t’. t7at) t (4—16)
0, caso contrario.

2Vide notacdo na Secdo 2.1.2.
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Por exemplo, no caso da trelica da Fig. 2.4, a fungao
fi(or—1,my, ¢i,04) = 1 para as configuragdes de varidveis: (00,0, 00,00),
(00,1,11,10), (01,0,11,00), (01,1,00,10), (10,0,01,01), (10,1,10,11),
(11,0,10,01) e (11,1,01,11).

O grafo-fator que representa a Eq. (4-15) é visto na Fig. 4.4.

&)

T1 Tg T3 TN
fi J2 f3 In
() () (&) (=)
Figura 4.4: Grafo-fator correspondente a um cédigo convolucional.
4.2.2
Modelo Probabilistico
Considere que a seqiiéncia codificadac = ( ¢; --- ey ), gerada por

um codigo convolucional C, foi transmitida através de um canal ruidoso, e
sejar = (r, --- 7y )aseqiiéncia observada. Para uma seqiiéncia r fixa,
a probabilidade a posteriori P(m, o, ¢|r) é proporcional a func¢ao densidade

de probabilidade conjunta p(m, o, c,r). Seja

g(m,o,c) £ p(m,o,c,r) (4-17)
=p(rle,m,c)P(m,o,c)

= p(r|e)P(m,o,c)

onde p(r|e) é a funcdo verossimilhanga de ¢ e P(m, o, ¢) é a probabilidade
conjunta entre a seqiiéncia de estados o, a seqiiéncia de entrada m e c.
Note que r é considerado parametro e nao argumento de g, pois foi fixada.

A probabilidade P(m, o, ¢) pode ser escrita como®

P(m,o,c) = P(oo) [ [ P(mo) [ ] filor-1,mu, ¢, 00). (4-18)

t=1

Em um canal sem memoria, a fungao verossimilhanca de ¢ pode ainda

ser fatorada como
N

plrle) = [[ plriler). (4-19)

t=1

30 desenvolvimento da Eq. (4-18) é apresentado no Apéndice A.
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A fungdo g(m, o, c) em 4-17 é expressa entao por

=z

:]z

N
g(m,o,c) P(m H (0t-1, M4, €1, 04) HP Tley).  (4-20)

t=1 t=1

onde fi(oy_1,my, ¢, 04) foi definida na Eq. (4-16).

O grafo-fator que representa a fatoragao da Eq. (4-20) é ilustrado na
Fig. 4.5 e tem estrutura similar ao da Fig. 4.4 — a diferenca consiste apenas
em se ter os nés de fungoes p(r¢|c;), P(m;) e P(0y), que sdo anexados devido
a inclusao do modelo probabilistico no grafo-fator que representa o cédigo

C.

P(m;) P(ms) P(mj) P(my)

T1 T2 T3 TN

ON HoN SoN WoRNE o
R @
B N B ||

p(riler) p(rz2|c2) p(rsles) p(rylen)

<]

Figura 4.5: Grafo-fator correspondente a um cédigo convolucional, incluindo
os modelos comportamental e probabilistico.

Note que os nés de varidveis correspondentes a r;, t = 1,..., N, foram
omitidos pois 7y, estd fixada para Vi, sendo desnecesséria sua representacao
no grafo-fator da Fig. 4.5.

Caso o codificador seja terminado, o estado final oy e as entradas my
parat = N—v, ..., N, correspondentes aos bits de cauda, sao determinados.

A probabilidade conjunta é fatorada agora como

N—v N
P(m,o,c) = P(0o)P(ox) [ P(m H (0_1, My, c0,00)t (4-21)
t=1 t=1

e dé origem a um grafo-fator semelhante ao apresentado na Fig. 4.5,
anexando-se apenas um né de fungdo P(oy) ao estado final oy, e
suprimindo-se os nds de varidveis P(m;) correspondentes aos bits de cauda.

Na codificacao turbo, deseja-se encontrar o grafo-fator correspondente

a um c6digo convolucional sistemético C = (2,1, K), terminado. O grafo-

4Vide Apéndice A.
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fator para este codigo é facilmente obtido através do grafo da Fig. 4.5,

estando ilustrado na Fig. 4.6.

P(ms)
TN
In
‘ ; b
1) prVe?) prs”1e5”) P55 pei”1el”)  p(rses) Py 1) PO le)
Figura 4.6: Grafo-fator correspondente a um codigo convolucional sis-
temdtico (2,1, K).
;. sy 0 .

Como C ¢ sistematico, tem-se que cg ) = my, sendo assim redundante

. . i . (0
a representacao dos nos das variaveis CE ), Vt. Dessa forma o grafo-fator da

Fig. 4.6 pode ser simplificado, resultando no grafo da Fig. 4.7.

p(ri”ma) p(rs”|ma) p(rs” [ms) p(ry)[m)
P(ml) P(’n’I2) P(mg)

@ of NG e

T1 Tg T3 TN
() —()— - —

fi fa fa fn

® © @ @
P(o0) P(on)

p(r{V]ei?) prs"les)) p(r§”es?) p(r ey

Figura 4.7: Grafo-fator simplificado correspondente a um cédigo convoluci-
onal sistemético C = (2,1, K).

4.3
O Algoritmo MAP

O algoritmo Soma-Produto, quando aplicado ao grafo-fator que repre-

senta um cédigo convolucional C, resulta no algoritmo MAP da Secao 3.1.
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Diz-se por essa razao que o algoritmo MAP pode ser visto como uma
instancia do algoritmo Soma-Produto [25].

O problema da decodificagao utilizando o algoritmo MAP, como
dito anteriormente, consiste em encontrar as maximas probabilidades «a
posteriori marginais P(my|r) para cada simbolo transmitido m,, t =
1,..., N, a partir da probabilidade conjunta P(m, o, c|r).

Como P(m,o,clr) = P(m,o,c|r)/p(r) < g(m,o,c), as probabili-
dades marginais P(my|r) também sdo proporcionais as fungdes marginais
gi(my). As fungodes g;(m;) sdo obtidas através do algoritmo Soma-Produto,
a partir do grafo-fator que representa o cédigo.

Considerando que C = (2,1, K) seja um cddigo convolucional sis-
tematico recursivo, tem-se para este cédigo: o grafo-fator G ilustrado na
Fig. 4.7, e a fun¢ao g(m, o, ¢) definida em (4-21).

As mensagens propagadas pelo algoritmo Soma-Produto para ob-
tencao das funcgoes marginais g; sao obtidas através dos passos descritos

no Algoritmo 4.1. Em resumo tem-se

1) A transmissdo de mensagens é iniciada pelas folhas, vide Fig. 4.7,
que transmitem® P(my), p(rt(o)|mt), p(rt(l)|ct), P(0y) e P(oy) como
mensagens para os nos my, ¢;, 0g € oy, respectivamente.

2) As fungoes p(r£0)|mt) e p(r§1)|ct) sao obtidas através do modelamento
do canal. Caso o codificador seja iniciado e terminado no estado zero®,
ou seja, g = oy = 0, tem-se que P(oyp = 0) = P(oy = 0) = 1.
Assume-se que os bits m; sdo equiprovaveis, resultando em P(m; =
0)=P(my;=1)=0.5, Vt.

3) Os nés de varidveis o9 e oy por serem vértices de grau 2, apenas

repassam as mensagens recebidas para os nés fi e fy.
4) O mesmo vale para os nos ¢, Vt.

5) Os nés m; transmitem as mensagens p(rt(o)\mt)P(mt) para os nos
fi, obtidas multiplicando-se todas as mensagens recebidas em my,

excetuando-se a mensagem proveniente do ramo e(my, fi).

6) Osnés f1 e fy apos terem recebido as mensagens provenientes de seus
vizinhos (0g, m1,¢1) € (on, my, cn), estdo aptos a transmitirem men-
sagens para os noés de variaveis oy e oy _1, inciando uma propagacao de

mensagens em dois sentidos: crescente e decrescente de t. As mensa-

5A fim de simplificar a notacdo optou-se por representar C,El) apenas por ¢;.

6Caso o codificador nio seja terminado, as varidveis aleatérias oy e oy sdo uniforme-
mentes distribuidas.
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gens transmitidas no sentido crescente sao denominadas na literatura

por «, enquanto que no sentido decrescente, por (.

7) A propagagao de mensagens prossegue até que tenham sido transmi-

tidas duas mensagens em todos os ramos e(oy, f;).

As métricas a e (8 a serem calculadas sao obtidas aplicando-se as

equagoes (4-7) e (4-8) do Algoritmo 4.1, e desta forma tem-se

alo) =3 florr,me, e, o) alor)p(r” [m)p(ri e ) P(m,)  (4-22)
~{o+}

Blor) =Y florr,mece,o0)Bo)p(r” lme)p(r ) P(my)
~{ot—1}

Denominando o fator p(rt(o) |mt)p(r§1) le)) P(my) de (041, 0¢), como foi
feito em (3-33) no Capitulo 3, e considerando e(o;_1, my, ¢, 04) 0 ramo na
qual f;(e) = 1. Para cada ramo e, tem-se que a(o;_1) = af(e), B(oy) = [(e) e
v(o¢-1,0¢) = v(e). Utilizando a notacao E;(o;) para caracterizar o conjunto
dos ramos que incidem no estado o; pertencente a secao T; da trelica,

permite que « e J sejam reescritas

alor) = Y ale)y(e) (4-23)

e€FEi(ot)

Bloa)= D Blenle)

e€EFR(ot—1)

que corresponde as equagoes (3-20) e (3-22), obtidas na Secao 3.1. Na Fig.
4.8 esta ilustrada a propagacao de mensagens realizada pelo algoritmo MAP

na secao 1; de G.

| RED
i

et ()
oo

a(oi—1) a(oy)
Ot—1 ” ” Gt\

1 —
prPler) |}

Figura 4.8: Propagacao de mensagens na secao 7; de G.
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Dado que o grafo-fator que representa a trelica de um codificador
convolucional é um grafo sem ciclos, o algoritmo Soma-Produto obtém as
funcoes marginais exatas para cada variavel my, lembrando que as funcoes
marginais sdo proporcionais as probabilidade a posteriori P(m|r).

Por fim, as marginais g;(m;) sdo obtidas multiplicando-se todas as

mensagens recebidas pelos nés m;

ge(me) = p(r®my) P(my)d (my) (4-24)

onde

S(me) = 3 florr.me, e, o) a(or)p(re) (o). (4-25)
~{m¢}

Considerando que a notacao Fi(m;) representa o conjunto de ramos

associados a entrada m; pertencentes a secao T; da trelica, tem-se

S(me) =Y ale)p(r”m)s () (4-26)
e€Fi(my)
Sendo Pint,t(mt) = p(T§O)|mt), Ppri,t(mt) = P(mt) € Pext,t(mt) = 5(”%)7
tem-se que
gt(mt) = Pint,t(mt) : Ppri,t(mt) : Pext,t(mt) (4-27)

que corresponde a Eq. (3-35) obtida na Segao 3.1.1, comprovando que o
algoritmo Soma-Produto quando aplicado ao grafo-fator referente a um

codificador convolucional, resulta no algoritmo MAP.

43.1
Os Algortimos Max-Log-MAP e Log-MAP

Apesar de sua excelente performance, o algoritmo MAP é um algo-
ritmo de grande complexidade se comparado, por exemplo, ao algoritmo de
Viterbi. Por essa razao ha um grande interesse em se utilizar algoritmos de
complexidade inferior a do algoritmo MAP, mesmo que isto implique em
perda no seu desempenho. Em [7], foram propostos como alternativas de
menor complexidade com perda de desempenho admissivel em relagao ao
algoritmo MAP, os algoritmos Max-Log-MAP e Log-MAP, ambos versoes
do algoritmo MAP no dominio logaritmico.

O algoritmo MAP pode ser enunciado, no dominio logaritmico,
utilizando-se o logaritmo de certas quantidades. Considere a seguinte

notacao:
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= In(P(m )) (4-28)

Para calcular recursivamente & e (3, aplica-se o logaritmo neperiano a

ambos os lados das equagoes em (4-23), e obtém-se

o=l 3 a(@n(e) (4-29)

EEEt(O't)

B(oi_y) =In Z Be)y(e) | - (4-30)

eEEt(Utfl)

Através das relagoes definidas em 4.3.1, tem-se que

a(e) = (e )
5(e) = ¥

Y (6) = eP(mt) ( )|mt)€p( )|ct)

7 (e) =1In(y (e)) = P(mt) +p( ’mt) _|_p( ’Ct)

assim (4-29) e (4-30) podem entao ser reescritas como

a(oy) =In Z ae)y(e) | =ln Z (@) (4-32)
e€Ei(o¢) e€Ey(ot)
—In Z e(@(e)+7(e))
EEEt(O't)
Blo) = | > Ble)yle)| =In e
e€Ei(ot—1) e€FE(ot—1)
=1In Z e(Ble)+7(e)

e€Ei(ot—1)

Duas variagoes do algoritmo MAP denominadas de algoritmo Log-
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MAP e algoritmo Max-Log-MAP sao obtidas a partir de como a expressao

In(e™ +---4€") (4-33)

é solucionada. O algoritmo Max-Log-MAP é obtido quando em (4-33) a

aproximacao

In(e™ 4 ---+e™) = max (z) (4-34)

é utilizada. Enquanto que o algoritmo Log-MAP é obtido quando a definicao

de logaritmo Jacobiano

In(e™ + e2) = max (21, 23) 4 In (1 + e~l#1722l) (4-35)

¢é usada.

Note que a diferenga entre as equagoes Eq. (4-35) e (4-34) é a fungao
de correcio f.(A) = In(1+e?), onde A = |r; — x3|. Esta funciao que
proporciona o aumento na complexidade” do algoritmo Log-MAP em relacao
ao algoritmo Max-Log-MAP, e é também o que garante ao algoritmo o
mesmo desempenho que o do algoritmo MAP.

Foi mostrado em [7], que f.(A) nao precisa ser calculada repetida-
mente, podendo ser armazenada em um tabela pré-calculada, o que diminui
a complexidade do algoritmo Log-MAP. A tabela pré-computada é dada

abaixo

Tabela 4.2: Tabela para fungao de correcao f.(A).
A € [a, 0] fe(A)
[0,0.625) 0.54905486

[0.625,1.25) | 0.33045821

[1.25,1.875) | 0.19029914
[1.875,2.5) | 0.10633724
[2.5,3.125) | 0.05832048

[3.125,3.75) | 0.03163911
[3.75,4.375) | 0.01705960
[4.375,00] | 0.00916753

Considere a funcao

g(21,22) = max (21, 25) + In (1 + e~ ler=22l)

"A complexidade de cada algoritmo pode ser vista na Secdo 5.3.

(4-36)
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e defina

max *(x1,...,2n8) 2 9oy, glan_1,. .., g(x3, g(22,21)))). (4-37)

Como foi definido na Secao 4.1.1, é necessario que o contradominio R
da funcao g cuja fatoracao é representada por um grafo-fator G, seja tal que
(R, max, +), ou (R, max*, +), seja um semi-anel.

A razao para esta necessidade estd no fato de que os céalculos efe-
tuados pelo algoritmo Soma-Produto através de G, fundamenta-se na lei
distributiva e sendo (R, +, ) um semi-anel, garante-se que este possui duas
operacoes, “+”7 e “”, bem definidas, que satisfazem a lei distributiva.

E facil ver que o conjunto R = [—o0, 0] associado as operagoes “+” e

“max” resulta em um semi-anel®, satisfazendo a lei

Va,b,c € R, a+ max(b,c) = max(a + b,a+ c) (4-38)

¢

o mesmo ¢ valido quando R ¢é associado as operagoes “+7 e “max*”.
Dado o anel (R, max,+), as equagoes em (4-32), sdo obtidas pelo

algoritmo Max-Log-MAP como

a(or) = max (a(e) +7(e)) (4-39)
Bor) = _max (3(e) +7(e))

e pela Eq. (4-26), tem-se que

S(m) =(3(my)) =In [ Ym0 (4-40)
e€F;(my)
S _ = 2 —r (1)
§(me) = max (a(e)+5(e) +p(ri"ler))
e
gi(ma) = p(r” [my) + P(my) + 5(my) (4-41)

= _int,t(mt) + ppri,t(mt) + Pext,t<mt)-

8Note que o conjunto R associado as operacdes + e mazx resulta no semi-anel maximo-
soma definido na Tabela 4.1.
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Na Fig. 4.9 estéa ilustrada a propagacao de mensagens realizada pelos
algoritmos Log-MAP e Max-Log-MAP.

. P(my)
!
s =20

—
s ()

Figura 4.9: Propagacao de mensagens no dominio logaritmico na segao 7
de G.

O algoritmo Log-MAP é obtido através do mesmo desenvolvimento,
trocando-se apenas a operacao “max” pela operacao “max *”, o semi-anel
utilizado no algoritmo Log-MAP é definido como (R, max *, +).

Conclui-se que trabalhar no dominio logaritmo é trabalhar nos semi-
anéis (R, max,+) para o algoritmo Max-Log-MAP e (R, max *,+) para o
algoritmo Log-MAP.

4.4
Decodificacao Turbo e sua Interpretacao em Grafos-Fatores

O grafo-fator G de um cédigo turbo C representa a fatoragao de uma
funcdo global® g(m,m,o™, 6, M, ) proporcional 4 funcao densidade
de probabilidade conjunta p(m,m,o™, o®, M c?), e resulta em um
grafo composto pelos grafos fatores G; e Gy, correspondentes ao primeiro
e segundo codificadores, respectivamente, interligados através de um en-
trelacador II, conforme é ilustrado na Fig.4.10.

Note que em G, os registradores de ambos os codificadores sao iniciali-

1 2
zados, usualmente no estado zero, 0((] ' —0e 0(() )

= 0, com apenas o primeiro
codificador sendo terminado, pois devido ao entrelacador II, os bits de cauda

utilizados para terminar o primeiro codificador, depois de entrelacados, com

9Nesta funcéo, o) e ¢ correspondem as seqiiéncias de estados descritas pelos
registradores dos codificadores 1 e 2, respectivamente.
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- Codificador| €t
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Figura 4.10: a) Codificador turbo C; b) Grafo-fator G, correspondente a C.

(2)
1

@f

alta probabilidade nao correspondem ao bits de cauda necessarios para ter-
minar o segundo codificador, que por isso nao ¢ terminado'®.

Ainda que os grafos-fatores G; e G, sejam arvores'!, quando os mesmos
sao interligados para compor G, resultam em um grafo-fator com ciclos.
Quando o algoritmo Soma-Produto é aplicado a G, devido a presenca dos

ciclos, os seguintes comentarios se aplicam:

— O algoritmo obtém aproximacoes das fungoes marginais e nao mais as

funcoes exatas, apresentando portanto um desempenho subétimo;

— O principio béasico para a propagacao de mensagens nao é mais
obedecido, os nés recebem mensagens que contém informagoes sobre
Si;

— A propagacao de mensagens efetuada pelo algoritmo dentro dos ciclos

de G, prossegue indefinidamente, pois os nés pertencentes aos ciclos

10Na literatura foi proposta uma técnica para terminar ambos os codificadores conco-
mitantemente, mas o ganho em desempenho devido & técnica, nao justifica o aumento de
complexidade que ela implica [31].

1Vide Definicao 2.14.
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estarao sempre recebendo e transmitindo mensagens, sendo por isto
necessaria a utilizacao de um critério de parada com o intuito de
finalizar o algoritmo, e de um cronograma de execucao que lide com

a propagacao de mensagens ao longo dos ciclos.

Em relacao ao principio basico da propagacao de mensagens, notou-se

712 apresenta um desempenho

que um grafo-fator que possua ciclos “longos
préximo do 6timo, como é o caso do grafo que representa codificadores turbo,
pois mensagens propagadas através de ramos distantes de um determinado
no, mesmo contendo informagoes sobre este nd, possuem pouco influéncia
sobre o mesmo, o que permite que o grafo-fator seja considerado sem ciclos
nas vizinhangas do né [22].

Em @, o componente que determina os comprimentos dos ciclos
¢ o entrelagador II, ao embaralhar a seqiiéencia de entrada do segundo
codificador, ele acaba alongando os comprimentos dos ciclos se comparados
aos comprimentos que os ciclos teriam caso nao houvesse um entrelagador
entre os codificadores.

Note que o aumento do tamanho de II, contribui para o aumento nos
comprimentos dos ciclos de G, o que melhora a aproximacao da estrutura de
G em uma estrutura de um grafo-fator sem ciclos, melhorando o desempenho
do codificador turbo.

A propagacao de mensagens indefinidas que o algoritmo Soma-
Produto ocasiona em G, cria a necessidade de um critério de parada, que no
caso dos codigos turbo consiste em estabelecer um niimero pré-definido de
iteragoes; e de um cronograma de execugao que sera responsavel por deter-
minar quais ramos estao ativos no grafo e em quais dire¢oes as mensagens
estao sendo propagadas para cada instante de tempo'®.

O cronograma de execugao que organiza a propagacao de mensagens
na decodificacao turbo é definido, para uma iteracao, de acordo com as

seguintes etapas, vide Fig. 4.11:

. . , 1 . ’
1) Primeiramente, os ndés m; e cﬁ ) enviam mensagens para os nos fy,

Vt, iniciando a propagacao de mensagens que resulta na execucao do

algoritmo MAP para o primeiro cédigo componente;

2) Terminada a Etapa 1, os nés f; enviam as mensagens 6V (m;,) para os

noés my, Vt, finalizando a primeira fase da iteracao;

3) Os nés my, enviam direcionados pelo entrelagador II, juntamente com

s ) 5 fy, Vt', iniciand io d
os nos ¢, ', mensagens para os nds fy, Vt', iniciando a propagacao de

120 tamanho de um ciclo ¢ igual ao nimero de ramos que o compdem.
13Considera-se que as mensagens sio transmitidas em instantes discretos de tempo.
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mensagens que resulta na execucao do algoritmo MAP para o segundo

codigo componente;

4) Por fim, os nés fy enviam as mensagens 62 (m;) para os nés my, Vt,

completando uma iteracao.

e ==

l

a(oi-1) B(ot)
me
flsn

p(r”my) F@)H P(my)
I

o

a(oy-1) Blo) N
o, =

r s
() |e?) FC)

Figura 4.11: Propagacao de mensagens para decodificacao turbo iterativa.

O cronograma de execucao acima € repetido até que o nimero maximo
especificado de iteragoes seja alcancado. Finalizada a propagacgao de men-
sagens em G, multiplica-se todas as mensagens recebidas pelos nés m; e
obtém-se

ge(me) = p(r'® me) P(my) 6™ (m) 5 (my). (4-42)

Vale lembrar que g;(m;) nao corresponde a fungdo marginal exata, sendo
apenas uma aproximagao para a probabilidade P(my|r).

Nesta secao pode-se observar que alguns pontos da decodificagao turbo
sao explicados de maneira simples através da observacao da estrutura
de G. As mensagens, métricas na abordagem convencional, sao obtidas
de maneira mais intuitiva pela abordagem por grafos-fatores que pela

abordagem convencional. Por estas razoes, consideramos a abordagem por
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grafos-fatores uma abordagem mais didatica que a abordagem convencional,

desenvolvida no Capitulo 3.

44.1
Decodificacao Turbo e Outras Modulacoes

A decodificacdo turbo proposta em [4], foi desenvolvida para um
canal DMC obtido pelo uso da modulagao BPSK em um canal AWGN.
Entretanto, para aplicagoes que possuam limitacao em banda, é de interesse
que codigos turbos estejam associados a modulagoes eficientes em relacao
ao uso da banda disponivel.

Considere o codificador turbo C associado ao modulador M ilustrado
na Fig. 4.12. As saidas do codificador turbo sao entregues a um conversor

paralelo/série que apresenta em sua saida
c= ( mi ¢V & my cg\l,) 05\2,) ) (4-43)

O vetor codificado ¢ é entrada para um entrelacador de bits [Ty, que
disponibiliza ao modulador M, a versao entrelacada ¢ de ¢. O modulador M
possui uma constelagao b-aria, unidimensional, A% = {#+1,...,£(2" — 1)},
e mapeia um bloco de b bits, &, de € no simbolo zy, ou seja, r, = M(é&),
onde ¢ = < Ci -+ € -+ Cpy ) e M = %. O simbolo x, assume valores

na constelacao A”.

m
(1) G
m C C(2) P/S C ]___[_/\/l (¢ M X
C

Figura 4.12: Codificador turbo C associado ao modulador M.

O grafo-fator G de um codificador turbo associado a M, representa a

fatoracdo de uma funcao g(m,m, o™ @ cM @ x) definida como

g(m, 13, 0D, 0@ ), ¢, 2) 2 p(rlz)P(lc) P(m, o, ) Plri, o), &)
(4-44)
onde P(m, o™, cM) e P(m,oc®, c?) podem ainda ser fatoradas de acordo

com as equagoes (4-21) e (4-18), respectivamente.
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Assumindo um canal sem memoria, tem-se ainda

p(rlz) = [ [ p(rdze) (4-45)
=1

=

P(x|c) = P(z|¢).

~
Il
—

A funcdo densidade de probabilidade p(r¢|z,) é obtida através do

modelamento do canal. As probabilidades P(x/|€,) sao dadas por

1,se M(&) = x4

0, caso contrario

P(x|e,) = { (4-46)

O grafo G diferencia-se do ilustrado na Fig. 4.10, apenas pela substi-
tuicao dos nés p(ri” [my), p(r |V e p(?“g,o) ]cg,z)) pelos nds p(re|ze), P(xe|€)
e xy.

A inclusao dos nés P(zy|é,) cria novos ciclos em G, sendo conveniente
utilizar um entrelagador de bits IIy entre os nds {m, cgl), cg,?)} e xy, a fim
de aumentar os comprimentos destes ciclos e melhorar conseqiientemente o

desempenho do algoritmo Soma-Produto.

Exemplo:

Considere a modulagao ASK-4 cujo grafo esta ilustrada na Fig. 4.13.
Tem-se que x, pertence a constelacdo A* = {£+1, £3}, & € {00,01, 10,11},

(S P(ZL’A&[) =1 para (Ztg, éz) c {(1, 00), (3, 01), (—1, 10), (—3, 11)}
De acordo com a Fig. 4.13, tem-se que z; = M(mg, cél)), utilizando
o algoritmo Soma-Produto descrito na Segao 4.1.2, as mensagens que o né

. 1 . , o )~ .
de fungao P(z1|ms, cg )) envia para os nés de varidveis ms e cg ) sd0 obtidas

por
WPy —ms (M3) = Z P(an\mg,cgl))p(h\xl) (4-47)
~{ms}
(&) = Y Plafmg, f)p(rifz1).
~ef}

onde por simplicidade utiliza-se a notacdo P, = P(x4|¢), ou seja, P, =
1
P(a1[ms, &5").
O cronograma de execucao para Fig. 4.13, é o mesmo descrito na Secao

4.4, incluindo apenas uma etapa inicial, denominada de etapa 0, descrita
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p(rilz1) p(ralzg) p(rarlzpg)

Codificador Turbo

Figura 4.13: Grafo-fator de um codificador turbo associado a modulagao
ASK-4.

COIMoO:

0) O . (1) . (2) .
) Os ramos que conectam os nés my, ¢; ' aos nés fi, my e ¢;;’ aos nos

fir, ficam inativos nesta etapa. Os nés x,, £ = 1,..., M, recebem

as mensagens p(ry|x,) e apenas as repassam aos nés P, que por fim

: . (1) (2) — 1 N
enviam suas mensagens aos nos ny, ¢;’ e ¢, , parat = 1,..., N,
' =1,...,N. Os ramos que foram desativados sao reativados para
etapa 1. |

Note que o desenvolvimento realizado nesta se¢ao, pode ser facilmente
expandido para o caso da modulacao QAM-16, pois para o canal AWGN
essa modulacao pode ser implementada com o uso de dois canais AWGN
em paralelo, cada um com um modulador!* ASK-4. O grafo-fator utilizado
para a decodificacao sera o mesmo da Fig. 4.13, mas com o dobro do nimero

de nés para Py, z, e p(re|zy), onde agora ¢ = 1,...,2M.

140 mesmo vale para as modulacdes QAM-M e ASK-N, onde M = N x N, por exemplo,
QAM-4(QPSK) e ASK-2(BPSK).
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