
3Equações de Pfa�
3.1Campos de Pfa�Seja X um esquema sobre k. Suponhamos que X é liso e de dimensãopura n ≥ 2.De�nição 3.1 Seja a um inteiro tal que 0 < a < n. Uma equação de Pfa�de posto a em X é uma equação σ = 0, em que σ é uma seção diferente dezero de Ωa

X ⊗N , onde N é um feixe invertível.Exemplo 3.2 Seja ω ∈ H0(Ω1
P

n
k
(m)) uma seção diferente de zero. Então ωde�ne uma equação de Pfa� de posto 1.Da seqüênia de Euler (1-2) tensorizada por OP

n
k
(m) obtemos aseqüênia exata urta

0 → Ω1
P

n
k
(m) → OP

n
k
(m − 1)⊕n+1 → OP

n
k
(m) → 0. (3-1)Considerando a seqüênia longa de ohomologia, podemos extrair a seqüên-ia exata:

0 → H0(Pn
k , Ω1

P
n
k
(m)) → H0(Pn

k ,OP
n
k
(m − 1)⊕n+1) → H0(Pn

k ,OP
n
k
(m)).Seja R := k[X0, . . . , Xn], e seja Rj ⊂ R o subespaço de polin�mioshomogêneos de grau j, para ada j ≥ 0. Dos isomor�smos

H0(Pn
k ,OP

n
k
(m)) ∼= Rm (Teorema 1.3)

H0(Pn
k ,OP

n
k
(m − 1)⊕n+1) ∼=

n⊕

i=0

H0(Pn
k ,OP

n
k
(m − 1))

∼=

n⊕

i=0

Rm−1 (Teorema 1.3)e da seqüênia exata aima, vemos que podemos assoiar a ada ω ∈

H0(Pn
k , Ω

1
P

n
k
(m)) uma únia (n + 1)-upla de polin�mios homogêneos
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 57
F0, . . . , Fn de grau m − 1, tal que X0F0 + · · · + XnFn = 0. Dizemos que
ω =

∑
Fi dXi.Observemos que m ≥ 2. De fato, m ≥ 1, pois nenhum polin�miopode ter grau negativo. Mas, se m = 1, a únia (n + 1)-upla de polin�miosonstantes (F0, . . . , Fn) tal que ∑

i XiFi = 0 é a upla zero, que não épermitida.De�nição 3.3 O lugar singular de uma equação de Pfa� σ = 0 é osubesquema fehado de X ujo feixe de ideais é a imagem do mor�smo
(Ωa

X)∨ ⊗N ∨ σ∨

// OXExemplo 3.4 Voltemos rapidamente ao Exemplo 3.2. Se S é o lugarsingular de ω = 0, e IS,Pn
k
é o seu feixe de ideais, então temos o diagramaomutativo

TP
n
k
(−m) ω∨

//

$$ $$JJJJJJJJJ

OP
n
k

IS,Pn
k

-



<<
yyyyyyyy

Sejam Y um subesquema fehado de X e IY,X o feixe de ideais de Y em
X. Consideremos a seqüênia exata (veja [5℄, Proposição II.8.12, página 176)

IY,X

I2
Y,X

d
−→ Ω1

X |Y
β

−→ Ω1
Y −→ 0, (3-2)omo �zemos em (2-1).Tendo em mente a de�nição na página 138 de [6℄, fazemos a de�niçãoseguinte:De�nição 3.5 Uma solução de uma equação de Pfa� σ = 0, de posto a, éum subesquema fehado Y ⊂ X de odimensão pura a, tal que o mor�smoabaixo é nulo:

(∧ad) ∧ (σ ⊗N ∨)|Y : (
∧a IY,X

I2
Y,X

) ⊗N ∨|Y −→
∧2

Ωa
X |Y .Exemplo 3.6 Seja F ∈ k[X0, . . . , Xn] um polin�mio homogêneo de grau d,livre de quadrados. Seja

ω = F0dX0 + · · · + FndXn
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 58uma seção diferente de zero de Ω1
P

n
k
(m). Se existir uma 2-forma

θF ∈
∧2 Ω1

k[X0,...,Xn]|ktal que ω ∧ dF = FθF , então a hipersuperfíie H dada por F = 0 em Pn
k éuma solução da equação de Pfa� ω = 0.De fato, ω ∧ dF = FθF se e somente se

F |(Fi

∂F

∂Xj

− Fj

∂F

∂Xi

)para todo i, j = 0, . . . , n om i 6= j. Por outro lado, para garantirmos que
d ∧ (ω ⊗OP

n
k
(−m))|H :

IH,Pn
k

I2
H,Pn

k

⊗OP
n
k
(−m)|H −→

∧2 Ω1
X |H (3-3)é zero, basta veri�armos que o homomor�smo orrespondente de módulosgraduados é zero.Seja I = (F ), e tome G ∈ I. Então existe G′ ∈ k[X0, . . . , Xn] para oqual G = FG′. O homomor�smo de módulos assoiado ao mor�smo (3-3)leva (G + I2) ⊗ (P + I) na lasse módulo F de dG ∧ Pω. Mas

dG ∧ Pω ≡ G′P
(∑ ∂F

∂Xi

dXi ∧ ω
)
≡

≡ G′P
(∑

i<j

(Fj

∂F

∂Xi

− Fi

∂F

∂Xj

)dXi ∧ dXj

)
(mod F ).Logo dG ∧ Pω ≡ 0 (mod F ) para todo G ∈ I e todo P se e somente se

F |(Fi

∂F

∂Xj

− Fj

∂F

∂Xi

)para todo i, j = 1, . . . , n.Suponha agora que X é um esquema sobre k de dimensão n, nãoneessariamente liso ou equidimensional. Sejam L um feixe invertível sobre
X e b um inteiro tal que 0 < b < n.De�nição 3.7 Um mor�smo η : Ωb

X → L diferente de zero é dito umampo de Pfa� de posto b (veja a de�nição na página 3781 de [19℄). O lugarsingular S de η é o subesquema fehado de X ujo feixe de ideais IS,X é a
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 59imagem do mor�smo induzido
Ωb

X ⊗ L∨ η⊗L∨

// OX .Um subesquema fehado Y de X é dito invariante pelo ampo de Pfa� η sea restrição η|Y : Ωb
X |Y −→ L|Y fatora-se pelo mapa (∧bβ) : Ωb

X |Y −→ Ωb
Y ,em que β é o mor�smo de restrição de formas difereniais que aparee em(3-2). Ou seja, Y é invariante por η se existe um mor�smo ϕ : Ωb

Y → L|Yque torna o diagrama abaixo omutativo:
Ωb

X

η //

��

L

��
Ωb

X |Y
η|Y //

∧bβ

��

L|Y

Ωb
Y

ϕ // L|Yem que os primeiros mor�smos vertiais são os mapas naturais de restrição.Observação 3.8 Sejam X um esquema liso de dimensão pura n e a umnúmero inteiro positivo. De�na b := n − a. Temos um isomor�smo
Ωa

X
∼= (Ωb

X)∨ ⊗ Ωn
X .De fato, podemos analisar o que oorre loalmente. Seja U = Spec(A) umavizinhança a�m de X na qual temos uma trivialização de Ω1

X , ou seja,
Ω1

X(U) é um A-módulo livre de posto n. Denotemos este módulo por M .Consideremos o seguinte homomor�smo an�nio de A-módulos
τa :

∧
a

M ⊗
∧

n−a

M →
∧

n

M

m1 ∧ . . . ∧ ma ⊗ m
′

1 ∧ . . . ∧ m
′

n−a 7→ m1 ∧ . . . ∧ ma ∧ m
′

1 ∧ . . . ∧ m
′

n−aDe τa obtemos o homomor�smo:
τa :

∧n−a M ⊗ (
∧n M)∗ → (

∧a M)∗

x ⊗ φ 7→

{
φx :

∧a M → A

m 7→ φ(τa(m ⊗ x))Um álulo simples, usando uma base de M , mostra que τa é um isomor�smode A-módulos, ou seja,
∧n−a

M ⊗
(∧n

M
)∗

∼=
(∧a

M
)∗

. (3-4)Os isomor�smos loais τ a são naturais e ompatíveis. Assim, de�nem um
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 60isomor�smo global,
Ωn−a

X ⊗ (Ωn
X)∨ ∼= (Ωa

X)∨,donde, após dualização, obtemos o isomor�smo menionado no iniio.Observação 3.9 Vejamos a relação entre equações de Pfa� e ampos dePfa� sobre um esquema X liso e de dimensão pura n.Uma equação de Pfa� de posto a é dada por um elemento de
H0(X, Ωa

X ⊗N ). De�namos b := n − a. Como X é liso e equidimensional,então o feixe Ω1
X é loalmente livre de posto n, e o mor�smo

τb : Ωb
X ⊗ Ωa

X −→ Ωn
Xé um emparelhamento perfeito. Portanto, Ωa
X

∼= (Ωb
X)∨ ⊗ Ωn

X (veja aObservação (3.8)).Temos então que
H0(X, Ωa

X ⊗N ) ∼= Hom(OX , (Ωb
X)∨ ⊗ Ωn

X ⊗N )
∼= Hom(Ωb

X , Ωn
X ⊗N ).Portanto, temos uma equivalênia entre equações de Pfa� e ampos de Pfa�no aso em que X é liso e equidimensional: à equação σ = 0 assoiamos oampo η := (τb ⊗N ) ◦ (σ ⊗ Ωb

X).Observação 3.10 Supondo que X é liso e de dimensão pura n, então olugar singular de um ampo de Pfa� η é igual ao lugar singular da equaçãode Pfa� σ = 0 orrespondente. De fato, dois subesquemas são iguais se elessão loalmente iguais. Loalmente, tomando parâmetros loais t1, . . . , tn euma trivialização de N , uma seção de Ωa
X ⊗N é uma soma

σ =
∑

fi1,...,iadti1 ∧ . . . ∧ dtia ,onde os fi1,...,ia são funções regulares. O lugar singular da equação de Pfa�é o lugar dos zeros destas funções.Por outro lado, o ampo de Pfa� orrespondente leva dtj1 ∧ . . . ∧ dtjbem
fi1,...,iadtj1 ∧ . . . ∧ dtjb

∧ dti1 ∧ . . . ∧ dtia ,onde
{i1, . . . , ia, j1, . . . , jb} = {1, · · · , n}.Assim, o lugar singular do ampo de Pfa� é também dado pelos mesmos

fi1,...,ia.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 61No aso em que X é uma variedade lisa de dimensão pura n, aProposição 3.2 em [19℄ mostra que, em ondições razoáveis, soluções deuma equação de Pfa� são subesquemas invariantes pelo ampo de Pfa�orrespondente. Enuniamos abaixo este resultado:Proposição 3.11 Sejam X um esquema liso equidimensional, η : Ωb
X → Lum ampo de Pfa�, S o lugar singular de η e σ = 0 a equação de Pfa�orrespondente. Seja Y um subesquema fehado de X, e suponha que Y éreduzido de dimensão pura b, e que nenhuma omponente de Y está ontidaem S. Então Y é invariante por η se e somente se Y é uma solução de

σ = 0.Observação 3.12 Para de�nirmos equações ou ampos de Pfa� não éneessário supormos que o esquema X é liso e equidimensional. Entretanto,para termos uma equivalênia entre equações de Pfa� e ampos de Pfa�preisamos destas hipóteses.Com relação aos subesquemas que são soluções de equações de Pfa�de posto a �zemos uma restrição na sua odimensão. Esta restrição tambémnão é neessária. Entretanto, omo usamos resultados que exigem estarestrição, a saber Teoremas 1.15 e 1.16, ahamos onveniente aresentá-lasà de�nição. Além disso, no aso de equações de Pfa� integráveis, as folhastêm odimensão igual ao posto da equação, então soluções desta odimensãosão partiularmente relevantes.Exemplo 3.13 Voltemos brevemente ao Exemplo 3.6. Pela Proposição 3.11vemos que a proura por polin�mios F que satisfazem a equação
ω ∧ d F = F θF equivale à proura por hipersuperfíies invariantespelo ampo de Pfa� assoiado à equação ω = 0.Seja m um número inteiro positivo. Seja ω uma seção global diferentede zero de Ω1

P
n
k
(m). Então, omo vimos na Observação 3.9, ω induz umampo de Pfa� de posto n − 1, a saber :

η : Ωn−1
Pn

ω⊗Ωn−1

Pn
k // Ω1

P
n
k
(m) ⊗ Ωn−1

P
n
k

τ⊗OPn
k
(m)

// Ωn
P

n
k
(m),em que τ é o emparelhamento perfeito:

τ = τ1 : Ω1
P

n
k
⊗ Ωn−1

P
n
k

−→ Ωn
P

n
k

x ⊗ x1 ∧ . . . ∧ xn−1 7−→ x ∧ x1 ∧ . . . ∧ xn−1.Como Ωn
P

n
k

= OP
n
k
(−n − 1), temos então que η tem oe�ientes em

OP
n
k
(m − n − 1).
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 62Teorema 3.14 Suponha n ≥ 2. Sejam ω ∈ H0(Pn
k , Ω1

P
n
k
(m)) uma seçãodiferente de zero, e S o lugar singular da equação de Pfa� ω = 0. Sejam

H ⊆ Pn
k uma hipersuperfíie reduzida de grau d, Σ o lugar singular de H e

σ := reg(Σ) a sua regularidade. Se H é uma solução da equação reduzida
ω = 0, se nenhuma omponente de H está ontida em S, e se a araterístiade k é p ≥ 0 om p ∤ d, então

d ≤

{
m − 1, se ρ ≤ 0

m − 1 + ρ, se ρ > 0onde ρ := σ − d + 2.Demonstração:Denotemos por η o ampo de Pfa� induzido por ω. Se H é solução de
ω = 0, então, pela Proposição 3.11, H também é invariante por η. Portanto,existe um mor�smo ϕ : Ωn−1

H → OH(m − n − 1) de OH -módulos fazendo odiagrama abaixo omutar:
Ωn−1

P
n
k

η //

��

OP
n
k
(m − n − 1)

��
Ωn−1

P
n
k
|H //

∧n−1β

��

OH(m − n − 1)

Ωn−1
H

ϕ

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkSeja
I := Im(ϕ ⊗OH(−m + n + 1)) ⊆ OH .Como ∧n−1β é um mor�smo sobrejetivo, para determinarmos I bastaidenti�armos a imagem J de η⊗OP

n
k
(−m + n + 1). Pela Observação 3.10,temos que J = IS,Pn

k
, e portanto I = IS,Pn

k
OH = IS∩H,H .Como Σ ⊆ H é o subesquema das singularidades de H , ou seja, oesquema de zeros do primeiro ideal de Fitting de Ω1

H , da seqüênia
IH,Pn

k

I2
H,Pn

k

−→ Ω1
P

n
k
|H

β
−→ Ω1

H −→ 0induzimos o homomor�smo
IH,Pn

k

I2
H,Pn

k

⊗ Ωn−1
H −→ Ωn

P
n
k
|H ,
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 63uja imagem é IΣ,H ⊗ Ωn
P

n
k
|H. Do homomor�smo aima obtemos o homo-mor�smo

Ωn−1
H −→ Ωn

P
n
k
|H ⊗ (

IH,Pn
k

I2
H,Pn

k

)∨ ∼= OH(−n − 1 + d),uja imagem é IΣ,H(−n−1+d). Observemos ainda que, pelo Teorema 7.11,na página 245 de [5℄, ωH
∼= Ωn

P
n
k
|H ⊗ (

IH,Pn
k

I2
H,Pn

k

)∨.Como H é reduzida, logo generiamente lisa, temos que Σ tem odi-mensão pelo menos 1 em H . Além disso, omo por hipótese nenhuma om-ponente de H está ontida em S, também S∩H tem odimensão pelo menos1 em H . Temos portanto os seguintes isomor�smos:
Ωn−1

H

T (Ωn−1
H )

∼= IΣ,H(−n − 1 + d)

Ωn−1
H

T (Ωn−1
H )

∼= IS∩H,H(m − n − 1).Destes obtemos uma seguinte seqüênia exata urta:
0 → IΣ,H(−n − 1 + d) → OH(m− n − 1) → OS∩H(m− n − 1) → 0. (3-5)Suponhamos primeiro que ρ > 0. Então
Hn−1(IΣ,Pn

k
(ρ + d − n − 1) = Hn−1(IΣ,Pn

k
(σ − n + 1) (pela de�nição de ρ)

= 0 (pois σ = reg(Σ))

Hn(IH,Pn
k
(ρ + d − n − 1)) ∼= Hn(OP

n
k
(ρ − n − 1)) (pois H tem grau d)

= 0 (pelo Teorema 1.3)Considerando a ohomologia da seqüênia exata de OP
n
k
-módulos

0 → IH,Pn
k
(ρ+d−n−1) → IΣ,Pn

k
(ρ+d−n−1) → IΣ,H(ρ+d−n−1) → 0,obtemos a seqüênia exata

Hn−1(IΣ,Pn
k
(ρ+d−n−1)) → Hn−1(IΣ,H(ρ+d−n−1)) → Hn(IH,Pn

k
(ρ+d−n−1)),da qual onluímos que Hn−1(IΣ,H(ρ + d − n − 1)) = 0.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 64Agora, tomando a ohomologia da seqüênia exata (3-5), tensorizadapor OP
n
k
(ρ), obtemos a seqüênia exata
Hn−1(IΣ,H(ρ + d − n − 1)) → Hn−1(OH(m − n − 1 + ρ)) →

→ Hn−1(OS∩H(m − n − 1 + ρ)).Temos que Hn−1(OS∩H(m − n − 1 + ρ)) = 0, pois S ∩ H tem dimensão nomáximo n − 2. Portanto
Hn−1(OH(m − n − 1 + ρ)) = 0. (3-6)Como na prova do Teorema 2.13, guardemos (3-6) para mais adiante.Suponhamos agora que ρ ≤ 0. Consideremos a seqüênia exata

0 → T (Ωn−1
H ) → Ωn−1

H → IΣ,H(−n − 1 + d) → 0e tomemos a sua ohomologia para obter a seqüênia exata
Hn−1(T (Ωn−1

H )) → Hn−1(Ωn−1
H ) → Hn−1(IΣ,H(d−n−1)) → Hn(T (Ωn−1

H )).Como T (Ωn−1
H ) é um feixe de torção em H , temos que

Hn−1(T (Ωn−1
H )) = Hn(T (Ωn−1

H )) = 0,donde onluímos que
Hn−1(Ωn−1

H ) ∼= Hn−1(IΣ,H(d − n − 1)).Da hipótese temos d − 2 ≥ σ. Portanto, segue do item (a) doTeorema 1.20 que
Hn−1(IΣ,Pn

k
(d − n − 1)) = Hn−1

(
IΣ,Pn

k
(d − 2 − (n − 1))

)
= 0e

Hn(IΣ,Pn
k
(d − n − 1)) = 0.Agora, da seqüênia exata

0 → IH,Pn
k
(d − n − 1) → IΣ,Pn

k
(d − n − 1) → IΣ,H(d − n − 1) → 0,obtemos a seqüênia exata de ohomologia
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Hn−1(IΣ,Pn

k
(d − n − 1)) → Hn−1(IΣ,H(d − n − 1)) →

→ Hn(IH,Pn
k
(d − n − 1)) → Hn(IΣ,Pn

k
(d − n − 1))e portanto

Hn−1(IΣ,H(d − n − 1)) ∼= Hn(IH,Pn
k
(d − n − 1))

∼= Hn(OP
n
k
(−n − 1)) (H tem grau d)

∼= k (Teorema 1.3).Como S ∩ H tem dimensão no máximo n − 2, temos que
Hn−1(OH∩S(m − n − 1)) = 0. Portanto, tomando ohomologia na se-qüênia (3-5), onluímos que o homomor�smo abaixo é sobrejetivo:

Hn−1(IΣ,H(d − n − 1)) → Hn−1(OH(m − n − 1).Podemos juntar todas estas onlusões no diagrama omutativo
Hn−1(Ωn−1

P
n
k

)
Hn−1(η) //

��

Hn−1(OP
n
k
(m − n − 1)) = 0

��
Hn−1(Ωn−1

H )
Hn−1(ϕ) //

≀

��

Hn−1(OH(m − n − 1))

k ∼= Hn−1(IΣ,H(−n − 1 + d))

33 33gggggggggggggggggggggonde o mapa inlinado é sobrejetivo, e o mapa vertial inferior é um isomor-�smo. Assim Hn−1(ϕ) é sobrejetivo. Pelo Teorema 1.15 ou Teorema 1.16,temos que o homomor�smo vertial superior à esquerda não é zero. Entãoexiste γ ∈ Hn−1(Ωn−1
P

n
k

) uja imagem em Hn−1(Ωn−1
H ) não é zero. Denotemosesta imagem por α. Observemos que α é um gerador de Hn−1(Ωn−1

H ) e quesua imagem em Hn−1(OH(m−n− 1)) é zero. Como Hn−1(ϕ) é sobrejetivo,onluímos que
Hn−1(OH(m − n − 1)) = 0. (3-7)Finalmente, pelo Teorema 1.5, temos que

Hn−1(OH(i)) = H0(OH(d − n − 1 − i))′.Como H0(OH(d−n−1− i)) = 0 se e somente se d ≤ n+ i, o teorema segueda igualdade (3-6) para ρ > 0, e de (3-7) para ρ ≤ 0.
�
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 66Observação 3.15 Sejam η : Ω1
P
2

k

→ OP
2

k
(m−1) um ampo vetorial de grau

m > 0 e S seu lugar singular. O ampo η orresponde à uma equação dePfa� σ = 0, onde σ ∈ H0(Ω1
P2(m + 2)) (veja a Observação 3.9) .Seja C ⊆ P2

k uma urva reduzida de grau d. Assuma que k é um orpoalgebriamente fehado de araterístia p ≥ 0 om p ∤ d. Suponha que C éuma urva invariante por um ampo vetorial de P2
k de grau m. Então peloTeorema 3.14 onluímos que

d ≤






m + 1, se ρ ≤ 0

m + 1 + ρ, se ρ > 0.Assim, vemos que o Teorema 3.14 generaliza o Teorema 0.2.Observação 3.16 Sejam ω ∈ H0(Pn
k , Ω1

Pn
k
(m)) e H ⊆ Pn

k uma hipersu-perfíie reduzida. Suponha que ω é irredutível e não integrável, ou seja,
ω ∧ dω 6= 0. Se H é uma solução da equação de Pfa� ω = 0, então
deg(H) ≤ 2m − 3.De fato, suponha que H é dada por F = 0. Como H é uma soluçãode ω = 0, existem um polin�mio homogêneo G ∈ k[X0, . . . , Xn] e uma1 - forma η ∈ H0(Pn

k , Ω1
P

n
k
(d)) tais que ω = G dF + F η (veja [6℄,Proposição 4.1, página 126). Derivando ω obtemos

dω = dG ∧ dF + dF ∧ η + F dη,e portanto que
w ∧ dω = w ∧ dG ∧ dF + ω ∧ dF ∧ η + F ω ∧ dη.Da hipótese sobre H segue que ω ∧ dF = FθF , donde onluímos que

0 6= w ∧ dω = −F dG ∧ dθF + F θF ∧ η + F ω ∧ dη,e portanto que F | ω ∧ dω. Como ω ∈ H0(Pn
k , Ω1

P
n
k
(m)), segue que

deg(H) ≤ 2m − 3.Sejam m um inteiro positivo e ω uma seção global de Ω1
P

n
k
(m) diferentede zero. Denotemos por η o ampo de Pfa� induzido por ω, e por K o núleode ω∨. Seja S o lugar singular de ω = 0.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 67Suponhamos que K é um feixe loalmente livre, e que S tem odimen-são pelo menos 2. Então existe uma outra forma de assoiarmos um ampode Pfa� à equação ω = 0.De fato, omo K é loalmente livre, temos uma resolução de ompri-mento 2 de OS por feixes loalmente livres:
0 // K

η1 // TP
n
k
(−m) ω∨

// OP
n
k

//
OPn

k

IS,Pn
k

// 0 . (3-8)Tensorizando (3-8) por OP
n
k
(m) e dualizando-a obtemos novamente umaseqüênia exata:

0 −→ OP
n
k
(−m) −→ Ω1

P
n
k

η∨
1−→ K∨(−m)De fato, basta observar que Exti

OP
n
k

(OS ,OP
n
k
) = 0 para i = 0 e i = 1, pois Stem odimensão pelo menos 2 em Pn

k (veja [21℄, Proposição 18.4, página 454e Teorema 18.7, página 455). Desta seqüênia obtemos o seguinte ampo dePfa� de posto n − 1

Ωn−1
P

n
k

∧n−1η∨
1 //

∧n−1
(
K∨(−m)

)
. (3-9)Observação 3.17 Temos que ∧n−1 K ∼= OPn

k
(−n(m − 1) + 1). De fato,onsideremos a resolução (3-8) de OS . Essa resolução nos dá uma seqüêniaexata urta de feixes loalmente livres em Pn
k − S, de onde, tomandodeterminantes, onluímos que

∧n−1 K
∣∣∣
P

n
k
−S

∼=
∧n TP

n
k
(−m)

∣∣∣
P

n
k
−S

.Dualizando a seqüênia de Euler, torida por−m, e tomando determinantes,onluímos que
∧n TP

n
k
(−m) ∼= OP

n
k
(−n(m − 1) + 1).Logo

∧n−1 K
∣∣∣
P

n
k
−S

∼= OP
n
k
(−n(m − 1) + 1)

∣∣∣
P

n
k
−S

.Como, por hipótese, S tem odimensão pelo menos 2 em Pn
k , e estamostratando de feixes invertíveis de�nidos em Pn

k , temos um isomor�smo
∧n−1 K ∼= OP

n
k
(−n(m − 1) + 1).
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 68Pela Observação 3.17, temos que o ampo ∧n−1η∨
1 é na verdade ummapa

Ωn−1
P

n
k

−→ OP
n
k
(m − 1 − n).Apesar de o ampo de Pfa� aima ter sido onstruído de outra forma, eleoinide loalmente om o ampo de Pfa� η, omo veremos na prova daProposição 3.18 abaixo, através do Teorema de Hilbert�Burh.Proposição 3.18 Sejam m um número inteiro positivo e ω uma seçãoglobal diferente de zero de Ω1

P
n
k
(m). Suponha que o lugar singular S daequação de Pfa� ω = 0 tenha odimensão pelo menos 2 em Pn

k , e que o núleode ω∨ seja um feixe loalmente livre. Seja H ⊆ Pn
k uma hipersuperfíiereduzida tal que nenhuma omponente de H está ontida em S. Então, H éinvariante pelo ampo de Pfa� η se e somente se H é invariante pelo ampode Pfa� ∧n−1η∨

1 .Demonstração: Como H é uma solução de ω = 0, segue da Proposição 3.11que H é invariante por η. Denotemos por K o núleo de ω∨. Por hipótese,
K é loalmente livre, e seu posto é n − 1. Para provarmos a proposição,basta veri�armos o que oorre loalmente. Seja P o anel loal de um pontode Pn

k . Consideremos os módulos de germes de seções de Ω1
P

n
k
(m), de IS,Pn

ke de K neste ponto; denotemo-los por M , I e K, respetivamente. Então
I ⊆ P . Visto que Ω1

P
n
k
(m) e K são loalmente livres, M e K são P -móduloslivres, de postos n e n− 1 respetivamente. Fixe uma base m1, . . . , mn para

M , e também uma base para K. Então η1 é desrito por uma matriz Gde tamanho n × (n − 1) om entradas em P . Também, ω∨ é desrito por
(f1, . . . , fn) para funções fi em I. Seja Gi a submatriz quadrada de tamanho
n − 1 obtida de G eliminando-se a i-ésima linha para ada i = 1, . . . , n, efaça δi := (−1)i det(Gi).Loalmente, o ampo de Pfa� η pode ser esrito na forma:

η :
∧n−1 M −→

∧n M

m1 ∧ . . . ∧ m̂i ∧ . . . ∧ mn 7−→ (−1)i+1fi m1 ∧ . . . ∧ mnPor outro lado, sabendo que (3-8) tem loalmente a forma:
0 // P n−1 G // M∨

(f1,...,fn) // P // P/I // 0,temos que ∧n−1η∨
1 satisfaz

∧n−1η∨
1 :

∧n−1 M −→ P

m1 ∧ . . . ∧ m̂i ∧ . . . ∧ mn 7−→ (−1)iδi
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 69Pelo Teorema de Hilbert�Burh ([21℄, Teorema 20.15, página 506), existe
u ∈ P diferente de zero tal que fi = uδi para todo i = 1, . . . , n. Mas,omo assumimos que S tem odimensão pelo menos 2 em Pn

k , temos que u éinvertível. Portanto, a menos da multipliação por um elemento invertível,o ampos de Pfa� η e ∧n−1η∨
1 são iguais. Assim, H é invariante por η se esomente se H é invariante por ∧n−1η∨

1 .
�Observação 3.19 Pela fórmula de Auslander�Buhsbaum, supor que Stem odimensão pelo menos 2 em Pn

k e que o núleo de ω∨ é loalmentelivre é equivalente a supor que S é Cohen�Maaulay de odimensão (pura)2 em Pn
k . Esta é uma hipótese forte, mas é razoável.De fato, podemos sempre supor que S tem odimensão pelo menos2. (Caso ontrario ω é um múltiplo de uma seção ω′ ∈ H0(Pn

k , Ω1
Pn

k
(m′)),para algum m′ < m, tal que o lugar singular de ω′ = 0 tem odimensão pelomenos 2, e podemos substituir ω por ω′.) E quando a equação de Pfa� ω = 0é integrável, isto é, ω ∧ dω = 0 em Ω3

k[X0,...,Xn]|k pela de�nição na pagina 91de [6℄, então a odimensão de S em Pn
k é de fato 2, pela Proposição 2.6de [6℄.Mas a hipótese que S é Cohen-Maaulay é mais forte. Contudo, F.Cukierman e J. V. Pereira mostram no Teorema 1 de [1℄ que se o núleo de

ω∨ é loalmente livre, e totalmente deomposto (em uma soma de �bradosem retas), e se ω é integrável e dω tem singularidades bem omportadas,então o mesmo se veri�a para qualquer ω′ integrável próximo de ω, emtermos de moduli.3.2Regularidade do lugar singularSeja m um número inteiro positivo. Seja ω uma seção global diferentede zero de Ω1
Pn

k
(m). Então ω induz um ampo de Pfa� de posto n − 1, asaber :

η : Ωn−1
P

n
k

ω⊗Ωn−1

Pn
k // Ω1

P
n
k
(m) ⊗ Ωn−1

P
n
k

τ⊗OPn
k
(m)

// Ωn
P

n
k
(m),em que τ é o emparelhamento perfeito:

τ = τ1 : Ω1
P

n
k
⊗ Ωn−1

P
n
k

−→ Ωn
P

n
k

x ⊗ x1 ∧ . . . ∧ xn−1 7−→ x ∧ x1 ∧ . . . ∧ xn−1.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 70Como Ωn
P

n
k

= OP
n
k
(−n − 1), temos então que η tem oe�ientes em

OP
n
k
(m − n − 1).Seja S o lugar das singularidades do ampo de Pfa� η. Então

IS,Pn
k

⊆ OP
n
k
é também a imagem de ω∨ : TP

n
k
(−m) → OP

n
k
. Suponhamosque ker(ω∨) =

n−1⊕

i=1

OP
n
k
(−ai), em que os ai são inteiros.Observação 3.20 Observemos que ai ≥ m−1 para todo i. De fato, temosum mor�smo injetivo

n−1⊕

i=1

OP
n
k
(−ai) →֒ TP

n
k
(−m).Seja

K :=
n−1⊕

i=1

OP
n
k
(−ai).Considerando o dual da seqüênia de Euler (1-2), torida por−m, e tomandoa seqüênia longa exata derivada de Hom(K,−), teremos uma seqüêniaexata:

0 → Hom(K,OP
n
k
(−m)) → Hom(K,OP

n
k
(−m + 1)⊕n+1) →

→ Hom(K, TP
n
k
(−m)) → Ext1(K,OP

n
k
(−m)).Como K =

n−1⊕

i=1

OP
n
k
(−ai), temos que

Ext1(K,OP
n
k
(−m)) ∼=

n−1⊕

i=1

H1(Pn
k ,OP

n
k
(ai − m)) = 0.Portanto, existe um mor�smo

µ : K → OP
n
k
(−m + 1)⊕n+1fazendo o diagrama abaixo omutar:

K
�

� i //

µ

&&NNNNNNNNNNNNN TP
n
k
(−m)

OP
n
k
(−m + 1)⊕n+1

OO

onde i : K → TP
n
k
(−m) é a inlusão. Como i é injetivo, µ também é. Se
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 71
aj − m + 1 ≤ −1 para algum j, teríamos que H0(OP

n
k
(aj − m + 1)) = 0,e portanto µ levaria o somando OP

n
k
(−aj) de K em zero, ontrariando suainjetividade. Logo aj ≥ m − 1 para todo j ∈ {1, . . . , n − 1}. Além disso,omo observamos no Exemplo 3.2, temos que m > 1, e logo aj > 0 paratodo j.Proposição 3.21 Seja ω uma seção global de Ω1

P
n
k
(m) diferente de zero,

n ≥ 2. Suponha que o núleo K do mor�smo
ω∨ : TPn

k
(−m) // OP

n
kse deompõe na forma

K = OP
n
k
(−a1) ⊕ · · · ⊕ OP

n
k
(−an−1)om ai ∈ Z. Então a regularidade reg(S) do lugar singular S de ω = 0satisfaz:

reg(S) = max{m − 1, a1 − 1, · · · , an−1 − 1}.Demonstração: Pelo Teorema 1.3, para quaisquer i, j = 1, . . . , n − 1 e
l ∈ Z, temos H i(OP

n
k
(−aj + l)) = 0. Por outro lado, para todo s ∈ Z,sabemos que

H i(TP
n
k
(s)) ∼= Hn−i(TP

n
k
(s)∨ ⊗OP

n
k
(−n − 1))′ (Teorema 1.5)

= Hn−i(Ω1
Pn

k
(−s − n − 1))′e pelo Teorema 1.6 podemos a�rmar que, se i = 1, . . . , n − 2, então

H i(TP
n
k
(s)) = 0. Em partiular tomemos s := l − m. Considerando aseqüênia exata urta
0 →

n−1⊕

i=1

OP
n
k
(−ai + l) → TP

n
k
(l − m) → IS,Pn

k
(l) → 0 (3-10)e tomando a seqüênia exata longa de ohomologia obtemos

0 → ⊕H0(OP
n
k
(−ai + l)) → H0(TP

n
k
(l − m)) → H0(IS,Pn

k
(l)) →

→ ⊕H1(OP
n
k
(−ai + l)) → H1(TP

n
k
(l − m)) → H1(IS,Pn

k
(l)) →

→
... →

... →
... →

→⊕Hn−1(OPn
k
(−ai + l))→Hn−1(TPn

k
(l − m))→Hn−1(IS,Pn

k
(l))→

→ ⊕Hn(OP
n
k
(−ai + l)) → Hn(TP

n
k
(l − m)) → Hn(IS,Pn

k
(l)) → 0,
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 72donde onluímos que H i(IS,Pn
k
(l)) = 0 para todo l ∈ Z e ada

i = 1, . . . , n − 2.Preisamos então enontrar o menor inteiro positivo r para o qual
Hn−1(IS,Pn

k
(r − n + 1)) = 0 e Hn(IS,Pn

k
(r − n)) = 0.Da seqüênia exata longa aima vemos que Hn−1(IS,Pn

k
(u−n+1)) = 0implia que

Hn−1(TP
n
k
(−m + u − n + 1)) = 0,e portanto

H1(Ω1
P

n
k
(m − u − 2)) = 0.Pelo Teorema 1.6 temos então que

Hn−1(TP
n
k
(−m + u − n + 1)) = 0 se e somente se u 6= m − 2. (3-11)Portanto

Hn−1(IS,Pn
k
(m − 2 − n + 1)) 6= 0.Segue então do item (a) do Teorema 1.20 que r ≥ m − 1.Se u ≥ m − 1, então

m − (u − n) − n − 1 = m − u − 1 ≤ 0e portanto
Hn(TP

n
k
(u − n − m)) = H0

(
Ω1

P
n
k
(m − (u − n) − n − 1)

)′

(Teorema 1.5)

= 0 (Teorema 1.6)Logo, da seqüênia exata longa aima vemos que Hn(IS,Pn
k
(u − n)) = 0 se

u ≥ m − 1. Portanto, basta veri�armos qual é o menor inteiro r ≥ m − 1tal que Hn−1(IS,Pn
k
(r − n + 1)) = 0.Agora, do Teorema 1.5 segue

Hn(TP
n
k
(−m + u − n + 1)) ∼= H0(Ω1

P
n
k
(m − u − 2))′.Se u ≥ m − 1, então m − u − 2 ≤ −1, e do Teorema 1.6 segue que

H0(Ω1
P

n
k
(m − r − 2)) = 0. Portanto,

Hn(TP
n
k
(−m + u − n + 1)) = 0 se u ≥ m − 1 (3-12)Segue de (3-11) e de (3-12), usando a seqüênia longa de ohomologia aima,

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124796/CB



Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 73que, se u ≥ m − 1,
Hn−1(IS,Pn

k
(u − n + 1)) ∼=

⊕
Hn(OP

n
k
(−ai + u − n + 1)),e portanto Hn−1(IS,Pn

k
(u − n + 1)) = 0 se e somente se

Hn(OP
n
k
(−ai + u − n + 1)) = 0 para todo i = 1, . . . , n − 1. Como aúltima igualdade vale se e somente se u ≥ ai − 1 para todo i, segue aproposição.

�Exemplo 3.22 Sejam η : Ω1
P
2

k

→ OP
2

k
(m − 1) um ampo vetorial de grau

m ≥ 0, e S seu lugar singular. Temos portanto uma sobrejeção
Ω1

P
2

k
(1 − m) → IS,P2

k
.Supondo que S é um lugar �nito, o omplexo de Koszul assoiado,

0 → Ω2
P2

k
(2 − 2m) → Ω1

P2

k
(1 − m) → IS,P2

k
→ 0,é exato, e portanto o núleo de η ⊗OP

2

k
(1 − m) é

Ω2
P2

k
(2 − 2m)) ∼= OP

2

k
(−3) ⊗OP

2

k
(2 − 2m) ∼= OP

2

k
(−1 − 2m).Além disso, η orresponde a uma equação de Pfa� ω = 0, om ω uma seçãoglobal de Ω1

P
2

k

(m + 2) (veja a Observação 3.15). Logo, pela Proposição 3.21,a regularidade de S é
reg(S) = max{m + 1, 2m}.Segue que reg(S) = 1 se m = 0 e reg(S) = 2m se m > 0. Assim,reuperamos o Teorema 2.10 no aso n = 2.Exemplo 3.23 Em [1℄, Fernando Cukierman e Jorge Vitório apresentamalguns exemplos de 1-formas ω em Pn

k ujo núleo do mor�smo ω∨ éloalmente livre e totalmente deomposto. Um exemplo que pode serenontrado nesse artigo para n ≥ 3 é o "pullbak" linear de 1-formas geraisde P2
k.
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