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3
Equacoes de Pfaff

3.1
Campos de Pfaff

Seja X um esquema sobre k. Suponhamos que X é liso e de dimensao

pura n > 2.

Definicao 3.1 Seja a um inteiro tal que 0 < a < n. Uma equagao de Pfaff
de posto a em X é uma equacao o = 0, em que o é uma secao diferente de

zero de Q% ® N, onde N é um feixe invertivel.

Exemplo 3.2 Seja w € H°(Qpy(m)) uma secio diferente de zero. Entao w
define uma equacao de Pfaff de posto 1.
Da seqiiéncia de Euler (1-2) tensorizada por Opr(m) obtemos a

seqiiéncia exata curta
0 — Qpp(m) — Opp(m — 1) — Opp(m) — 0. (3-1)

Considerando a seqiiéncia longa de cohomologia, podemos extrair a seqjiién-

cia exata:
0 — H(Py, Qpn(m)) — H(Py, Opg(m — )" Y) — HO(Py, Opp (m)).

Seja R := k[Xo,...,X,], e seja R; C R o subespaco de polinomios

homogéneos de grau j, para cada 7 > 0. Dos isomorfismos

H°(PR, Opr(m)) = R, (Teorema 1.3)

HO(B}, O (m — 1)) = (P HOP}, Oy (m — 1))
=0

12

@ R,,—1 (Teorema 1.3)

=0

e da seqiiéncia exata acima, vemos que podemos associar a cada w €

HO(Py,Qpp(m)) uma tnica (n + 1)-upla de polinomios homogeneos
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Fy, ..., F, de grau m — 1, tal que XoFy + --- + X, F,, = 0. Dizemos que
w=> FdX;.

Observemos que m > 2. De fato, m > 1, pois nenhum polinémio
pode ter grau negativo. Mas, se m = 1, a tnica (n + 1)-upla de polinémios
constantes (Fp,...,F,) tal que >, X;F; = 0 é a upla zero, que nao é

permitida.

Definicao 3.3 O lugar singular de uma equagao de Pfaff ¢ = 0 é o

subesquema fechado de X cujo feixe de ideais é a imagem do morfismo

(%)Y N —F—Ox

Exemplo 3.4 Voltemos rapidamente ao Exemplo 3.2. Se § é o lugar
singular de w = 0, e Zspr € 0 seu feixe de ideais, entao temos o diagrama

comutativo
Vv

sz(—m) @

~

Ispy

OPZ

Sejam Y um subesquema fechado de X e Zy x o feixe de ideais de Y em

X. Consideremos a seqiiéncia exata (veja [5]|, Proposicao I1.8.12, pagina 176)

I -
S S 0y S 0p —o, (3-2)
T3 x
como fizemos em (2-1).

Tendo em mente a definigio na pagina 138 de [6], fazemos a defini¢ao

seguinte:

Definicao 3.5 Uma solucao de uma equacao de Pfaff o = 0, de posto a, é
um subesquema fechado Y C X de codimensao pura a, tal que o morfismo

abaixo é nulo:

a Ty x
2
IY,X

(A A (@@ Ny (N ) @ Ay — A 0%y

Exemplo 3.6 Seja F € k[Xy, ..., X,] um polindmio homogéneo de grau d,

livre de quadrados. Seja

w = FQdX0+ —f-Fnan
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uma secao diferente de zero de le(m). Se existir uma 2-forma

tal que w A dF' = F0p, entao a hipersuperficie H dada por F' = 0 em P} é
uma solucao da equacao de Pfaff w = 0.

De fato, w A dF = Fr se e somente se

oF OF
F|(Ff— — F,——
para todo i, = 0,...,n com i # j. Por outro lado, para garantirmos que
- Tupy

d N (w® Opp(—m))|n : ® Oy (—m) | — N Qln (3-3)

IIQJ,IP’Z
é zero, basta verificarmos que o homomorfismo correspondente de médulos
graduados é zero.

Seja I = (F), e tome G € I. Entao existe G’ € k[Xy, ..., X,] para o
qual G = FG'. O homomorfismo de modulos associado ao morfismo (3-3)
leva (G + I?) ® (P + I) na classe modulo F' de dG A Pw. Mas

oF
0X;

dG A Pw EG’P( dXZ-/\w> =

s OF  OF
=ye. P(Z(Fja—Xi ~ Figx JaX de) (mod F).

i<j
Logo dG A Pw =0 (mod F) para todo G € I e todo P se e somente se

OF OF

F\(Fia—Xj— ja—)g)

para todo i, =1,...,n.

Suponha agora que X é um esquema sobre k de dimensao n, nao
necessariamente liso ou equidimensional. Sejam £ um feixe invertivel sobre

X e b um inteiro tal que 0 < b < n.

Defini¢ao 3.7 Um morfismo n : Q4% — L diferente de zero é dito um
campo de Pfaff de posto b (veja a definigao na pagina 3781 de [19]). O lugar

singular § de 1 é o subesquema fechado de X cujo feixe de ideais Zs x € a
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imagem do morfismo induzido

Oh @ L —"E Oy
Um subesquema fechado Y de X é dito invariante pelo campo de Pfaff 7 se
a restrigao nly : Q%|y — L]y fatora-se pelo mapa (A’3) : Q% |y — Q%
em que J é o morfismo de restricao de formas diferenciais que aparece em
(3-2). Ou seja, Y é invariante por 7 se existe um morfismo ¢ : Q% — Lly
que torna o diagrama abaixo comutativo:

9&477)5

|

O ly s L]y

o

b ®
)~ Ly
em que os primeiros morfismos verticais sao os mapas naturais de restricao.

Observacao 3.8 Sejam X um esquema liso de dimensao pura n e a um

nimero inteiro positivo. Defina b := n — a. Temos um isomorfismo
a ~v b \V n
Q% = (QX) ® .

De fato, podemos analisar o que ocorre localmente. Seja U = Spec(A) uma
vizinhanga afim de X na qual temos uma trivializacio de Q%, ou seja,
QL(U) é um A-modulo livre de posto n. Denotemos este modulo por M.
Consideremos o seguinte homomorfismo canénico de A-mo6dulos

Tw: N'MoN"*M — AN'"M

MIA...AMg@M A . AM e — M A AMGAMIA...AM _4a

De 71, obtemos o homomorfismo:

Fo NTUME (ATM) (A M)
b N'°M — A

T®¢ ~ m = (1 (m 1))

Um calculo simples, usando uma base de M, mostra que 7, é um isomorfismo

de A-modulos, ou seja,

* *

A v (N ) = (A v (3-4)

Os isomorfismos locais 7, sao naturais e compativeis. Assim, definem um
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isomorfismo global,
Oy @ (%) = (%),

donde, apo6s dualizacao, obtemos o isomorfismo mencionado no inicio.

Observacao 3.9 Vejamos a relagao entre equagoes de Pfaff e campos de
Pfaff sobre um esquema X liso e de dimensao pura n.

Uma equacao de Pfaff de posto a é dada por um elemento de
H°(X,Q% ® N). Definamos b := n — a. Como X é liso e equidimensional,

entao o feixe Q% ¢é localmente livre de posto n, e o morfismo
Tp - Qg( ® Q5% — Q%

¢ um emparelhamento perfeito. Portanto, Q% = (Q%)" ® Q% (veja a
Observagao (3.8)).

Temos entao que

12

H(X, Q% @ N) Hom(Ox, (Q%)" @ Q% @ N)

Hom (Q%, 0% @ N).

12

Portanto, temos uma equivaléncia entre equacoes de Pfaff e campos de Pfaff
no caso em que X é liso e equidimensional: & equacao o = 0 associamos o
campo 1 := (17, @ N) o (0 @ Q% ).

Observacgao 3.10 Supondo que X é liso e de dimensao pura n, entao o
lugar singular de um campo de Pfaff n é igual ao lugar singular da equagao
de Pfaff 0 = 0 correspondente. De fato, dois subesquemas sao iguais se eles
sao localmente iguais. Localmente, tomando parametros locais ¢y,...,t, e

uma trivializagdo de N, uma se¢ao de Q% ® N é uma soma

0= fiiati Ao Adti,,

onde os f;, i, sao fungoes regulares. O lugar singular da equacao de Pfaff

é o lugar dos zeros destas funcoes.
Por outro lado, o campo de Pfaff correspondente leva dt; A ... Adtj,
em

fi1,...,iadtj1 VANRIRVAN dtjb A dtil VANIAN dtia,

onde
{il,...,’ia,jl,...,jb}:{1,-'-,71}.

Assim, o lugar singular do campo de Pfaff é também dado pelos mesmos

Jitooosia-
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No caso em que X é uma variedade lisa de dimensao pura n, a
Proposigao 3.2 em [19] mostra que, em condig¢oes razoaveis, solugoes de
uma equacao de Pfaff sao subesquemas invariantes pelo campo de Pfaff

correspondente. Enunciamos abaixo este resultado:

Proposigao 3.11 Sejam X um esquema liso equidimensional, n : Q% — L
um campo de Pfaff, S o lugar singular de n e 0 = 0 a equagao de Pfaff
correspondente. Seja Y um subesquema fechado de X, e suponha que Y é
reduzido de dimensao pura b, e que nenhuma componente de Y estd contida
em S. Entao Y € invariante por n se e somente se Y € uma solug¢ao de

o =0.

Observacgao 3.12 Para definirmos equagoes ou campos de Pfaff nao é
necessario supormos que o esquema X ¢é liso e equidimensional. Entretanto,
para termos uma equivaléncia entre equacoes de Pfaff e campos de Pfaff
precisamos destas hipoteses.

Com relacao aos subesquemas que sao solucoes de equacoes de Pfaff
de posto a fizemos uma restricao na sua codimensao. Esta restricao também
nao é necessaria. Entretanto, como usamos resultados que exigem esta
restricao, a saber Teoremas 1.15 e 1.16, achamos conveniente acrescenti-las
a definicao. Além disso, no caso de equacoes de Pfaff integraveis, as folhas
tém codimensao igual ao posto da equagao, entao solucoes desta codimensao

sao particularmente relevantes.

Exemplo 3.13 Voltemos brevemente ao Exemplo 3.6. Pela Proposicao 3.11
vemos que a procura por polindmios F que satisfazem a equacao
w A dF = F 0 equivale a procura por hipersuperficies invariantes

pelo campo de Pfaff associado & equacao w = 0.

Seja m um ntimero inteiro positivo. Seja w uma secao global diferente
de zero de le(m). Entao, como vimos na Observagao 3.9, w induz um

campo de Pfaff de posto n — 1, a saber :

W®Q$n_l TQOpn (M)
. -1 k 1 n—1 k
n Qe ————>pn(m) @ Qpr

em que 7 é o emparelhamento perfeito:

T=T: Q%Z@)Q%Z_l — Opn

TRTIN...NTp_1 — TATIN...\NTp_q.

Como €, = Opr(—n — 1), temos entao que 7 tem coeficientes em
OPZ (m —n — 1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124796/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0124796/CB

Conjuntos Algébricos Invariantes de Folheagoes no Espaco Projetivo 62

Teorema 3.14 Suponha n > 2. Sejam w € H°(P}, Qpn(m)) uma segio
diferente de zero, e S o lugar singular da equacao de Pfaff w = 0. Sejam
H C P} uma hipersuperficie reduzida de grau d, ¥ o lugar singular de H e
o = reg(X) a sua reqularidade. Se H é uma solu¢ao da equagdo reduzida
w = 0, se nenhuma componente de H estd contida em S, e se a caracteristica

dek é p>0 comptd, entao

-1 <
d< m , se p<0
m—1+p, sep>0

onde p =0 —d+ 2.

Demonstracao:

Denotemos por 17 o campo de Pfaff induzido por w. Se H é solugao de
w = 0, entao, pela Proposicao 3.11, H também é invariante por 7. Portanto,
existe um morfismo ¢ : Q%" — Oy (m —n — 1) de Oy-mobdulos fazendo o

diagrama abaixo comutar:

Qgil il OPZ (m —n — 1)
Q' Op(m —n—1)
/\n—lﬁl /
Q’}{l

Seja
Z:=Im(p® Og(—m+n+1)) C Oy.

Como A™ '3 ¢ um morfismo sobrejetivo, para determinarmos Z basta
identificarmos a imagem J de n® Opr(—m +n+1). Pela Observagao 3.10,
temos que J = 1—37[92, e portanto Z = IS,pZOH = Lsnm,H-

Como ¥ C H é o subesquema das singularidades de H, ou seja, o

esquema de zeros do primeiro ideal de Fitting de Q1;, da seqiiéncia

IH,P;;

B
25 Oyl - 0 — 0
HP?

induzimos o homomorfismo

IH P

"k n—1 n

ZQ ® QH QIP’Z ‘H7
H,P}

“k


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124796/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0124796/CB

Conjuntos Algébricos Invariantes de Folheagoes no Espaco Projetivo 63

cuja imagem é Ty, gy ® Q§Z|H. Do homomorfismo acima obtemos o homo-

morfismo

L) > Oy(—n —1+d),
cuja imagem ¢ Zy, y(—n—1+d). Observemos ainda que, pelo Teorema 7.11,
Ty py
k )\/
5 :
IH,PZ

Como H é reduzida, logo genericamente lisa, temos que ¥ tem codi-

na pagina 245 de [5], wy = Q$Z|H ® (

mensao pelo menos 1 em H. Além disso, como por hipétese nenhuma com-
ponente de H esta contida em S, também SNH tem codimensao pelo menos

1 em H. Temos portanto os seguintes isomorfismos:

!
M > Tou(—n—14d
T(QT;I—l) ZvH( n + )
!
— T —n—1).
T(QT]L{—l) SﬂH,H(m n )

Destes obtemos uma seguinte seqiiéncia exata curta:
0—=Zgu(-n—1+d) — Og(m—n—1) = Osag(m —n—1) — 0. (3-5)
Suponhamos primeiro que p > 0. Entao

H" ' Zgpr(p+d—n—1) = H" Y Igp(c —n+1) (pela definicao de p)
=0 (pois o = reg(X))

H"(Zgpp(p+d—n—1)) = H"(Op(p—n—1)) (pois H tem grau d)
=0 (pelo Teorema 1.3)

Considerando a cohomologia da seqiiéncia exata de Opp-m6dulos
0—Zypn(ptd—n—1) = Ispn(p+d—n—1) = Iy g(p+d—n—-1) — 0,
obtemos a seqiiéncia exata

H" NIspp(prd—n—1)) = H" H(Is u(p+d—n—1)) — H"(Zup;(p+d—n—1)),

da qual concluimos que H" Y (Zg y(p+d —n —1)) = 0.
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Agora, tomando a cohomologia da seqiiéncia exata (3-5), tensorizada

por Opz(p), obtemos a seqiiéncia exata

H" ' (Zsu(p+d—n—1)) = H" ' (Op(m —n—1+4p)) —
— H" Y (Osnu(m —n—1+p)).

Temos que H" 1 (Osng(m —n — 1+ p)) =0, pois SN H tem dimensao no

maximo n — 2. Portanto
H" 1 (Og(m —n—14p)) =0. (3-6)

Como na prova do Teorema 2.13, guardemos (3-6) para mais adiante.

Suponhamos agora que p < 0. Consideremos a seqiiéncia exata
0— T -t - Ty y(-n—14+d) — 0

e tomemos a sua cohomologia para obter a seqiiéncia exata
H" Y (T(Qy ") = H" (") = H' (Zeu(d—n—1)) — H(T(Q ).
Como T(Q ") é um feixe de torgao em H, temos que

H™ (T ) = BY(T(2) =0,
donde concluimos que

H N 2 H NIy g(d —n —1)).

Da hipotese temos d — 2 > o. Portanto, segue do item (a) do

Teorema 1.20 que

H" N Zypp(d —n — 1)) = H™! (IZ,PZ(d 2 (n— 1))) ~0

Agora, da seqiiéncia exata
0— Ivaz(d —n — 1) — Igvpz(d —n — 1) — IgvH(d —n — 1) — 0,

obtemos a seqiiéncia exata de cohomologia
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Hnil(zvzypz(d —n — 1)) — Hnil(IzyH(d —n — 1)) —

e portanto

H”fl(Ig,H(d—n— ].)) Hn(IH’]pz(d—’rL—]_))

H"(Opn(—n —1)) (H tem grau d)

I

= k (Teorema 1.3).
Como & N H tem dimensao no maximo n — 2, temos que
H" 1 (Opns(m — n — 1)) = 0. Portanto, tomando cohomologia na se-

qiiéncia (3-5), concluimos que o homomorfismo abaixo é sobrejetivo:
H" Y Zs g(d—n—1)) — H"YOyx(m —n —1).

Podemos juntar todas estas conclusoes no diagrama comutativo

H"1(n)

Hn—l(Qgil) H"fl(OPZ(m—n— 1)) =0

H () /Hgl(om —n—1))

k= Hnil(:zvz H(—TL -1+ d))

)

H™ ()

onde o mapa inclinado é sobrejetivo, e o mapa vertical inferior é um isomor-
fismo. Assim H" !(p) é sobrejetivo. Pelo Teorema 1.15 ou Teorema 1.16,
temos que o homomorfismo vertical superior & esquerda nao é zero. Entao
existe y € H”_l(Qgil) cuja imagem em H" 1(Q% ) ndo é zero. Denotemos
esta imagem por a. Observemos que « é um gerador de H" 1(Q} 1) e que
sua imagem em H" 1(Og(m —n —1)) é zero. Como H" !(¢) ¢ sobrejetivo,
concluimos que

H" Y (Og(m—n—1)) =0. (3-7)
Finalmente, pelo Teorema 1.5, temos que
H" 1 (Og(i) = H(Ogx(d —n — 1 —1)).

Como H*(Og(d—n—1—1)) =0 se e somente se d < n+i, o teorema segue
da igualdade (3-6) para p > 0, e de (3-7) para p < 0.
U
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Observagao 3.15 Sejam 7 : Q]%Di — Opi(m— 1) um campo vetorial de grau
m > 0 e § seu lugar singular. O campo 7 corresponde a uma equacao de
Pfaff o = 0, onde o € H°(Qp,(m + 2)) (veja a Observacio 3.9) .

Seja C' C P? uma curva reduzida de grau d. Assuma que k é um corpo
algebricamente fechado de caracteristica p > 0 com p { d. Suponha que C' é
uma curva invariante por um campo vetorial de P4 de grau m. Entao pelo

Teorema 3.14 concluimos que

m+ 1, se p<0

m+1+p, sep>0.

Assim, vemos que o Teorema 3.14 generaliza o Teorema 0.2.

Observagao 3.16 Sejam w € HO(Py,Qpp(m)) e H C P} uma hipersu-
perficie reduzida. Suponha que w é irredutivel e nao integravel, ou seja,
wAdw # 0. Se H é uma solucao da equacao de Pfaff w = 0, entao
deg(H) < 2m — 3.

De fato, suponha que H é dada por F' = 0. Como H é uma solucao
de w = 0, existem um polindmio homogéneo G € k[Xy,...,X,] e uma
1 - forma n € HO(Py,Qpp(d)) tais que w = GdF + Fn (veja [6],

Proposigao 4.1, pagina 126). Derivando w obtemos
dw=dG NdF +dF \Nn+ Fdn,
e portanto que
wAdw=wANdGNIF +wANdF An+ FwAdn.
Da hipotese sobre H segue que w A dF' = F6r, donde concluimos que
0#FwAdw=—-FdGNd0p+ FOr An+ FwAdn,
e portanto que I | w A dw. Como w € HY(P}, Qpn(m)), segue que
deg(H) < 2m — 3.
Sejam m um inteiro positivo e w uma secao global de le(m) diferente

de zero. Denotemos por 17 o campo de Pfaff induzido por w, e por K o niicleo

de w. Seja S o lugar singular de w = 0.
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Suponhamos que K é um feixe localmente livre, e que S tem codimen-
sao pelo menos 2. Entao existe uma outra forma de associarmos um campo
de Pfaff & equacao w = 0.

De fato, como K é localmente livre, temos uma resolucao de compri-
mento 2 de Og por feixes localmente livres:

\Y%

1 w Opn
0—K L) sz(—m) OPZ gt

IS’]PZ O ‘ (3_8)
Tensorizando (3-8) por Opr(m) e dualizando-a obtemos novamente uma

seqiiéncia exata:
Vv
0 — Opp(—m) — Qﬂuz 2 KV (=m)

De fato, basta observar que Extzbﬂnz (Os,0pr) =0parai=0ei=1, pois S
tem codimensdo pelo menos 2 em P} (veja [21], Proposicao 18.4, pagina 454
e Teorema 18.7, pagina 455). Desta seqiiéncia obtemos o seguinte campo de
Pfaff de poston — 1

/\nfl

n—1 ny n—1 {1~y

opt A (ic (—m)). (3-9)
Observacao 3.17 Temos que A" 'K = Opp(—n(m — 1) + 1). De fato,
consideremos a resolucao (3-8) de Ogs. Essa resolugiao nos da uma seqiiéncia
exata curta de feixes localmente livres em P} — S, de onde, tomando
determinantes, concluimos que

N K I N Ter (—m)

n_8 Pr—S

Dualizando a seqiiéncia de Euler, torcida por —m, e tomando determinantes,

concluimos que
N Tep(—m) = Opp(—n(m — 1) +1).

Logo
AT K =~ Opp(—n(m — 1) + 1)

Pr—S Pr—8
Como, por hipotese, S tem codimensao pelo menos 2 em P}, e estamos

tratando de feixes invertiveis definidos em P}, temos um isomorfismo

/\nil ’C it OPZ(—n(m — 1) + 1)
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Pela Observagao 3.17, temos que o campo A" 'n) é na verdade um
mapa

Qﬁil — Opg(m— 1 —n).

Apesar de o campo de Pfaff acima ter sido construido de outra forma, ele
coincide localmente com o campo de Pfaff n, como veremos na prova da

Proposicao 3.18 abaixo, através do Teorema de Hilbert—Burch.

Proposicao 3.18 Sejam m um niumero inteiro positivo € w uma Se¢ao
global diferente de zero de le(m). Suponha que o lugar singular S da
equagao de Pfaff w = 0 tenha codimensao pelo menos 2 em P}, e que o nicleo
de w" seja um feize localmente livre. Seja H C P} uma hipersuperficie
reduzida tal que nenhuma componente de H estd contida em S. Entao, H €

invariante pelo campo de Pfaff n se e somente se H é invariante pelo campo
de Pfaff A" .

Demonstracao: Como H é uma solucao de w = 0, segue da Proposicao 3.11
que H é invariante por 7. Denotemos por K o niicleo de w". Por hipotese,
IC & localmente livre, e seu posto é n — 1. Para provarmos a proposicao,
basta verificarmos o que ocorre localmente. Seja P o anel local de um ponto
de IP7. Consideremos os modulos de germes de segoes de Qﬂ;z (m), de Zgpn
e de IC neste ponto; denotemo-los por M, I e K, respectivamente. Entao
I C P. Visto que le(m) e K sao localmente livres, M e K sao P-mo6dulos
livres, de postos n e n — 1 respectivamente. Fixe uma base mq, ..., m, para
M, e também uma base para K. Entao 7; é descrito por uma matriz G
de tamanho n x (n — 1) com entradas em P. Também, w” é descrito por
(fi,-.., fn) para func¢des f; em I. Seja GG; a submatriz quadrada de tamanho
n — 1 obtida de G eliminando-se a i-ésima linha para cada ¢ =1,...,n, e
faca §; := (—1)" det(G,).

Localmente, o campo de Pfaff n pode ser escrito na forma:

n: /\n—l M _ /\nM

miA. AN Am, — (=D fmy AL Amy,
Por outro lado, sabendo que (3-8) tem localmente a forma:

G ]\/[V (flv"'vf’n) P P/I 0’

0 Pn—l
temos que A" lny satisfaz

Ay s NI M — P
miA. AN AmM, — (=1)%;
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Pelo Teorema de Hilbert—Burch ([21], Teorema 20.15, pagina 506), existe
u € P diferente de zero tal que f; = ud; para todo ¢ = 1,...,n. Mas,
como assumimos que S tem codimensao pelo menos 2 em P}, temos que u é
invertivel. Portanto, a menos da multiplicacao por um elemento invertivel,
o campos de Pfaff n e A" 1) sdo iguais. Assim, H é invariante por 7 se e

somente se H é invariante por A" 15y,

g

Observacgao 3.19 Pela formula de Auslander-Buchsbaum, supor que S
tem codimensao pelo menos 2 em P} e que o nicleo de w” é localmente
livre é equivalente a supor que S é Cohen—-Macaulay de codimensao (pura)
2 em P}. Esta é uma hipotese forte, mas é razoavel.

De fato, podemos sempre supor que S tem codimensao pelo menos
2. (Caso contrario w é um miltiplo de uma secao w’ € H°(P}, Qp,(m')),
para algum m’ < m, tal que o lugar singular de w’ = 0 tem codimensao pelo
menos 2, e podemos substituir w por w’.) E quando a equagao de Pfaff w = 0
é integravel, isto é, w A dw = 0 em Qi[xowxn”k pela definicao na pagina 91
de [6], entdo a codimensao de S em P} é de fato 2, pela Proposi¢ao 2.6
de [6].

Mas a hipotese que S é Cohen-Macaulay é mais forte. Contudo, F.
Cukierman e J. V. Pereira mostram no Teorema 1 de [1] que se o nicleo de
w" é localmente livre, e totalmente decomposto (em uma soma de fibrados
em retas), e se w € integravel e dw tem singularidades bem comportadas,
entdo o mesmo se verifica para qualquer ' integravel proximo de w, em

termos de moduli.

3.2
Regularidade do lugar singular

Seja m um ntimero inteiro positivo. Seja w uma secao global diferente
de zero de le(m). Entao w induz um campo de Pfaff de posto n — 1, a
saber :

W®Q$n_l TQOpn (M)
ot kOl (m) @ QL b
n Py Pk( ) ® Py

em que 7 é o emparelhamento perfeito:

-1

TRTIN...NTp_1 — TATIN...\NTp_q.
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Como €, = Opp(—n — 1), temos entdo que 7 tem coeficientes em
OPZ (m —n — 1)
Seja S o lugar das singularidades do campo de Pfaff 7. Entao

Ispr C Opp é também a imagem de w" : Tpp(—m) — Opn. Suponhamos

n—1
que ker(w") = @ Opr(—a;), em que 0s a; sdo inteiros.
i=1

Observacgao 3.20 Observemos que a; > m — 1 para todo i. De fato, temos

um morfismo injetivo

n—1
@ Opz(—ai) — sz(—m)
i=1

Seja

n—1

K= @ Opz(—ai).

i=1
Considerando o dual da seqiiéncia de Euler (1-2), torcida por —m, e tomando
a seqiiéncia longa exata derivada de Hom (K, —), teremos uma seqiiéncia

exata:

0 — Hom(K, Opn(—m)) — Hom (K, Opy (—m + 1)ty —
— Hom(K, Tpn (—m)) — Ext' (K, Opn(—m)).

n—1

Como K = @ Opr (—a;), temos que
=1

Ext! (K, Opp (— @H v Oprp(a; —m)) = 0.

Portanto, existe um morfismo
p: K — Opn(—m + 1)
fazendo o diagrama abaixo comutar:
e—*t Tpr (—m)
T
Opp (—m + 1)®entt

onde i : K — Tpp(—m) é a inclusao. Como i é injetivo, p também é. Se
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aj —m 41 < —1 para algum j, teriamos que H°(Opn(a; —m + 1)) = 0,
e portanto y levaria o somando Opr(—a;) de K em zero, contrariando sua
injetividade. Logo a; > m — 1 para todo j € {1,...,n — 1}. Além disso,
como observamos no Exemplo 3.2, temos que m > 1, e logo a; > 0 para

todo 7.

Proposicao 3.21 Seja w uma se¢ao global de le(m) diferente de zero,

n > 2. Suponha que o nicleo KC do morfismo
w” 1 Tpp(=m) — Opp
se decompoe na forma
K= Opp(—a1) @+ @ Opr(—an_1)

com a; € 7. Entao a regularidade reg(S) do lugar singular S de w = 0
satisfaz:

reg(S) = max{m — 1l,a; — 1, a,_1 — 1}.

Demonstracgao: Pelo Teorema 1.3, para quaisquer 7,7 = 1,...,n — 1 e
Il € Z, temos H'(Opyp(—a; + 1)) = 0. Por outro lado, para todo s € Z,

sabemos que

HZ(TPE(S)) = Hn_i(T]kaL(S)v (%9 OPE(—n — 1)>/ (Teorema 15)
= H(Oby (s —n - 1))

e pelo Teorema 1.6 podemos afirmar que, se ¢ = 1,...,n — 2, entao
H'(Tpr(s)) = 0. Em particular tomemos s := | — m. Considerando a

seqiiéncia exata curta

n—1
0 — & Opp(—ai +1) — Top (I — m) — Zspp(l) — 0 (3-10)

=1

e tomando a seqiiéncia exata longa de cohomologia obtemos

0— ®H(Opr(—a; +1)) — HO(TPZ(l—m)) — HO(IS,pZ(l)) —

— ©HY(Opp(—a; +1)) — HY(Tpp(l —m)) — H' (Zspn(l)) —
— : — : — : —

H@anl(opg(_ai + l))%Hnil(TPZ (l — m))%Hnil(Ig’]pg (l))—>


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124796/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0124796/CB

Conjuntos Algébricos Invariantes de Folheagoes no Espaco Projetivo 72

donde concluimos que H'(Zspp(l)) = 0 para todo | € Z e cada
i =1,...n—2

Precisamos entao encontrar o menor inteiro positivo r para o qual
Hn_l(:z—s’pz(r —n+1))=0 e H"(Zspr(r—n)) =0.

Da seqiiéncia exata longa acima vemos que H" ™' (Zspr(u—n+1)) =0
implica que
H”_l(TPZ(—m +u—n+1))=0,

e portanto
170l _
H* (Qpp(m —u —2)) = 0.

Pelo Teorema 1.6 temos entao que
H" '(Tpn(—m+u—n+1)) =0 seesomentese u#m—2 (3-11)

Portanto
Hnil(z—syz(m — 2 —n 4+ 1)) 7é O

Segue entao do item (a) do Teorema 1.20 que r > m — 1.

Se u > m — 1, entao
m—(u—n)—n—1=m-u—1<0
e portanto

HM(Tog (= —m)) = HO(Qby (m — (u—n) —n — 1))' (Teorema 1.5)
=0 (Teorema 1.6)

Logo, da seqiiéncia exata longa acima vemos que H"(Zspr(u —n)) = 0 se
u > m — 1. Portanto, basta verificarmos qual é o menor inteiro » > m — 1
tal que H" N(Zspn(r —n+1)) = 0.

Agora, do Teorema 1.5 segue
H"(Tpp(—m +u —n+1)) = HO(Q%;Z(m —u—2))".

Seu > m—1, entao m —u — 2 < —1, e do Teorema 1.6 segue que
HO(Qpp(m — 1 — 2)) = 0. Portanto,

H"(Tpr(-m+u—n+1))=0 se u>m-—1 (3-12)

Segue de (3-11) e de (3-12), usando a seqiiéncia longa de cohomologia acima,
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que, se u > m — 1,
Hnil(z—svpz(u -n+ 1)) = @H"(Opz(—al +u—n-—+ 1)),

e portanto H" '(Zspr(u — n 4+ 1)) = 0 se e somente se
H"(Opn(—a; +u — n+1)) = 0 para todo i = 1,...,n — 1. Como a
ultima igualdade vale se e somente se u > a; — 1 para todo ¢, segue a
proposicao.

O

Exemplo 3.22 Sejam 7 : Qp, — Opz(m — 1) um campo vetorial de grau
k

m > 0, e § seu lugar singular. Temos portanto uma sobrejecao
Qég(l —m) — Isp2.
Supondo que § é um lugar finito, o complexo de Koszul associado,
0— Q]%z(Z —2m) — Qﬂgiu —m) — Ispz — 0,
¢ exato, e portanto o nicleo de n ® Opi(l —m) é
Qﬁ,i(Q —2m)) = Opz2(=3) ® Op2(2 — 2m) = Opz (=1 — 2m).

Além disso, n corresponde a uma equacao de Pfaff w = 0, com w uma se¢ao
global de Q. (m +2) (veja a Observagao 3.15). Logo, pela Proposicao 3.21,
k

a regularidade de S é
reg(S) = max{m + 1,2m}.

Segue que reg(S) = 1 se m = 0 e reg(S) = 2m se m > 0. Assim,

recuperamos o Teorema 2.10 no caso n = 2.

Exemplo 3.23 Em [1], Fernando Cukierman e Jorge Vitorio apresentam
alguns exemplos de 1-formas w em P} cujo ntcleo do morfismo w” é
localmente livre e totalmente decomposto. Um exemplo que pode ser
encontrado nesse artigo para n > 3 é o "pullback" linear de 1-formas gerais
de P%.
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