
2Campos VetoriaisSeja k um orpo algebriamente fehado de araterístia p, V umesquema sobre k e L um feixe invertível sobre V .De�nição 2.1 Um ampo vetorial sobre V om oe�ientes em L éum mor�smo η : Ω1
V → L de OV -módulos, ou seja, um elemento de

HomOV
(Ω1

V ,L).Seja η : Ω1
V → L um ampo vetorial sobre V . Considere o mor�smo

η ⊗ L−1 : Ω1
V ⊗L−1 → OVe seja IS,V a imagem de η ⊗L−1.De�nição 2.2 O lugar singular de um ampo vetorial η : Ω1

V → L sobre
V é o subesquema fehado S de V de�nido pelo feixe de ideais IS,V .Observemos que pela de�nição o lugar singular de um ampo vetorialé o lugar dos pontos onde η não é sobrejetivo.SejaW um subesquema fehado de V . Consideremos a seqüênia exatade OW -módulos (veja [5℄, Proposição 8.12, página 176):

IW,V
I2
W,V

d
−→ Ω1

V |W
β

−→ Ω1
W −→ 0. (2-1)O mor�smo β é o mor�smo de restrição. Já d é de�nido loalmente por

d(f) = df |W para toda função loal f se anulando em W .De�nição 2.3 Seja η : Ω1
V → L um ampo vetorial sobre V . Umsubesquema fehado W de V é dito invariante por η se existe um ampovetorial ϕ : Ω1

W → L|W que torna o diagrama abaixo omutativo:
Ω1
V |W

η|W
//

β

��

L|W

Ω1
W

ϕ
// L|W
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 36Vamos agora desrever algebriamente os ampos vetoriais em Pnk para
n ≥ 2. (O aso n = 1 é trivial.) Todo feixe invertível sobre Pnk é da forma
OP

n

k
(m) para algum m ∈ Z (veja [5℄, Corolário 6.17, página 145). Logo umampo vetorial sobre Pnk é um mor�smo η : Ω1

P
n

k

→ OP
n

k
(m− 1), para alguminteiro m.Seja R := k[X0, . . . , Xn], e seja Rl o espaço vetorial de todos ospolin�mios homogêneos de grau l nas variáveis X0, . . . , Xn, para ada l ∈ Z.Reordemos a seqüênia de Euler. Consideremos o R-módulo graduado

R(−1)n+1. Seja e0, . . . , en a base an�nia de R(−1)n+1. Consideremos aseqüênia exata de R-módulos graduados
0 −→M −→ R(−1)n+1 ψ

−→ R −→ 0 (2-2)em que ψ é de�nido por ψ(ei) = Xi eM é o núleo de ψ. Tomando os feixesassoiados a estes módulos, obtemos a seqüênia exata de Euler:
0 // Ω1

P
n

k

// OP
n

k
(−1)⊕n+1

eψ
// OP

n

k

// 0. (2-3)Seja m um inteiro não negativo. Temos
Ext1(OP

n

k
,OP

n

k
(m− 1)) ∼= H1(Pnk ,OP

n

k
(m− 1)) (Proposição III.6.3 em [5])

= 0 (Teorema 1.3).Tomando a seqüênia exata longa de Ext·(−,OP
n

k
(m − 1)) de (2-3)(Proposição III.6.4 em [5℄), obtemos então uma seqüênia exata urta:

0 → HomOPn
k

(OP
n

k
,OP

n

k
(m− 1)) → HomOPn

k

(OP
n

k
(−1)⊕n+1,OP

n

k
(m− 1)) →

→ HomOP
n
k

(Ω1
P

n

k

,OP
n

k
(m− 1)) → 0. (2-4)Da seqüênia (2-4), onluímos que, dado um ampo vetorial

η : Ω1
P

n

k

→ OP
n

k
(m− 1),existe um elementõ

η ∈ HomOPn
k

(OPn

k
(−1)⊕n+1,OPn

k
(m− 1))uja imagem é η. Também é fato que
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 37
HomOPn

k

(OP
n

k
(−1)⊕n+1,OP

n

k
(m−1)) ∼=

n⊕

i=0

HomOPn
k

(OP
n

k
(−1),OP

n

k
(m−1)) ∼=

∼=

n⊕

i=0

HomR(R(−1), R(m− 1)) ∼=

n⊕

i=0

H0(Pnk ,OP
n

k
(m)).e portanto η̃ é determinado por n + 1 polin�mios homogêneos G0, . . . , Gnde grau m.Se ∂0, . . . , ∂n denotam as derivadas pariais om respeito àX0, . . . , Xn,então dizemos que o ampo vetorial

G0∂0 + · · ·+Gn∂nem An+1
k induz o ampo η.Pela seqüênia exata urta (2-4), vemos também que dois ampos devetores homogêneos em An+1

k induzem o mesmo ampo vetorial sobre Pnk see somente se eles diferem por um elemento de HomOPn
k

(OP
n

k
,OP

n

k
(m − 1)).Pela Proposição III.6.3 de [5℄ e pelo Teorema 1.3, temos que

HomOPn
k

(OP
n

k
,OP

n

k
(m− 1)) ∼= H0(Pnk ,OP

n

k
(m− 1)) ∼= Rm−1,e portanto todo

φ ∈ HomOPn
k

(OP
n

k
,OP

n

k
(m− 1))é dado por algum F ∈ Rm−1. Logo, dois ampos vetoriais em An+1

k de�nemo mesmo ampo vetorial em Pnk se e somente se eles diferem de um múltiplodo ampo vetorial de Euler, isto é, o ampo vetorial ∑
Xi∂i sobre An+1

k .Observação 2.4 Seja η o ampo vetorial em Pnk induzido por ∑
Gi∂i.Temos o diagrama omutativo

0 // Ω1
P

n

k

//

η

%%LLLLLLLLLLL
OP

n

k
(−1)⊕n+1 ψ̃

//

(G0,...,Gn)

��

OP
n

k

// 0

OP
n

k
(m− 1)donde onluímos que a imagem de η é o feixe de ideais determinado peloideal

I := {
n∑

i=0

HiGi ;

n∑

i=0

Hiei ∈ ker(ψ)}.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 38Ou seja,
I = {

n∑

i=0

HiGi ;

n∑

i=0

HiXi = 0}é um ideal de de�nição do lugar singular S de η.Como X0, . . . , Xn formam uma seqüênia k[X0, . . . , Xn]-regular, oorrespondente omplexo de Koszul é exato, e portanto a ondição
n∑

i=0

HiXi = 0 implia que existem polin�mios homogêneos Fi,j tais que
Fi,j = −Fj,i para j 6= i e Hi =

∑

j 6=i

Fj,iXj para todo i. Segue que
n∑

i=0

HiGi ∈ (XiGj −XjGi : 0 ≤ i < j ≤ n),e portanto
I = (XiGj −XjGi : 0 ≤ i < j ≤ n).Ou seja, I é gerado pelos menores maximais da matriz

[
X0 X1 . . . Xn

G0 G1 . . . Gn

]
.Exemplo 2.5 Considere o ampo vetorial η em Pnk induzido por ∑

Xm
i ∂i.O lugar singular de η é dado pelos menores maximais da matriz

[
X0 X1 . . . Xn

Xm
0 Xm

1 . . . Xm
n

]
.Cada menor desta matriz é da forma

XiXj(X
m−1
j −Xm−1

i ),om 0 ≤ i < j ≤ n. Se P ∈ S, então alguma oordenada de P é diferentede zero. Suponhamos que X0 6= 0. Então teremos Xj(X
m−1
j − Xm−1

0 ) = 0para todo j = 1, . . . , n, e portanto ou Xj = 0 ou Xj = ξX0, onde ξ é umaraiz (m− 1)-ésima da unidade. Logo S é �nito.Pelos álulos aima, vemos que existem mn pontos em S om aprimeira oordenada diferente de zero. Para enontrarmos os pontos de Sem que X0 = 0, preisamos determinar os valores de X2, . . . , Xn que anulam
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 39os menores maximais de
[
X1 X2 . . . Xn

Xm
1 Xm

2 . . . Xm
n

]
.Seguindo a análise feita no asoX0, onluímos que existemmn−1 pontos em

S para os quais X0 = 0 e X1 6= 0. Indutivamente, onluímos que existem
mn +mn−1 + · · ·+m+ 1 pontos em S, ou seja, o grau de S satisfaz:

deg(S) ≥ mn +mn−1 + · · ·+m+ 1.Na Observação 2.8 mostraremos que se o lugar singular de um ampo
η : Ω1

P
n

k

→ OP
n

k
(m− 1) é �nito, então seu grau é exatamente

mn +mn−1 + · · ·+m+ 1.De�nição 2.6 Dizemos que o grau de um ampo não zero
η : Ω1

P
n

k

→ OP
n

k
(m− 1) é m.Geometriamente, o grau de um ampo vetorial não nulo em Pnk podeser visto omo segue. Denotemos o lugar singular do ampo vetorial por S.Se P ∈ Pnk e P /∈ S, então ηP : Ω1

Pn

k
,P → OP

n

k
(m− 1)P é um homomor�smosobrejetivo, e portanto determina uma reta LP em Pnk que ontém P . Seja Hum hiperplano passando por P mas não ontendo LP para algum P ∈ Pnk−S.E seja β : Ω1

P
n

k

|H → Ω1
H o homomor�smo de restrição. Considere o mor�smo

(η|H , β) : Ω1
P

n

k

|H → OP
n

k
(m− 1)|H ⊕ Ω1

H .Seja Z ⊆ H o lugar de degeneração do mor�smo aima, ou equivalente-mente, o lugar de degeneração do mor�smo
∧n(η|H , β) :

∧n

Ω1
P

n

k

|H →
∧n (

OP
n

k
(m− 1)|H ⊕ Ω1

H

)
.Como

∧n

Ω1
P

n

k

|H = OH(−n−1) e ∧n (
OP

n

k
(m− 1)|H ⊕ Ω1

H

)
= OH(m−n−1),e omo P /∈ Z, temos que Z é uma hipersuperfíie de grau m de H . Alémdisso, um ponto Q ∈ Pnk pertene a Z se e somente se Q ∈ S ∩H , ou Q /∈ Se LQ ⊆ H .
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 40Lema 2.7 Seja S o lugar singular de um ampo em Pnk . Então S 6= ∅.Demonstração: Seja η : Ω1
P

n

k

→ OP
n

k
(m − 1) o ampo do qual S é lugarsingular. Suponhamos por absurdo que S = ∅. Então η é sobrejetivo.Suponhamos ainda, para omeçar, que m 6= 1. Denotamos a lasse de Cherntotal de um feixe loalmente livre F por c(F). Da seqüênia de Euler (2-3),temos que

c(Ω1
Pn

k

)c(OP
n

k
) = c(OP

n

k
(−1)⊕n+1). (2-5)Como η é sobrejetivo, temos uma seqüênia exata

0 → E → Ω1
P

n

k

→ OP
n

k
(m− 1) → 0,em que E é o núleo de η. Da seqüênia exata segue que

c(Ω1
P

n

k

) = c(E)c(OP
n

k
(m− 1)). (2-6)Seja ξ = c1(OP

n

k
(1)). Como E tem posto n− 1, temos que c(E) = P (ξ) paraalgum polin�mio P (T ) ∈ Z[T ] de grau no máximo n−1. Pela igualdade (2-5)temos que

c(Ω1
P

n

k

) = (1 − ξ)n+1,e de (2-6) onluímos que:
(1 − ξ)n+1 = c(E)(1 + (m− 1)ξ).Como E tem posto n − 1, subtraindo (−ξ)n+1 da igualdade aima �amosom uma igualdade envolvendo polin�mios em ξ de grau no máximo n.Existe um isomor�smo Z[T ]/(T n+1) ∼= A(Pnk) que leva T em ξ. Logo,reesrevendo a igualdade aima, subtraída de (−ξ)n+1, omo uma igualdadeentre polin�mios na variável T , obtemos:

(1 − T )n+1 − (−1)n+1T n+1 = P (T )
(
1 + (m− 1)T

)Fazendo T = −1/(m− 1) na igualdade aima, temos mn+1 = 1, e portanto
m = 1, um absurdo.Suponhamos agora que m = 1. Como S = ∅ , e m = 1 segue de (2-6)que

c(Ω1
P

n

k

) = c(E).Como E tem posto n−1, temos que cn(E) = 0, e portanto cn(Ω1
P

n

k

) = 0. Mas,da igualdade (2-5), temos que cn(Ω1
P

n

k

) = (−1)n(n+ 1) 6= 0, um absurdo.
�

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124796/CB



Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 41O argumento usado na prova do Lema 2.7 é similar ao argumentousado por Jouanolou na página 85 de [6℄.Observação 2.8 Seja S o lugar singular de um ampo vetorial η : Ω1
Pn

k

→ Ldiferente de zero. Suponha que o grau de η é m. Por de�nição, o feixe deideais de S é a imagem do mor�smo
η ⊗ L−1 : Ω1

P
n

k

⊗ L−1 → OP
n

k
.Se a dimensão de S é zero, então o grau de S é a n-ésima lasse de Chernde (Ω1

P
n

k

⊗L−1)∨, ou seja,
deg(S) = cn(TP

n

k
⊗ L) = cn(TP

n

k
(m− 1)).Dualizando a seqüênia de Euler (2-3) e tensorizando-a por OP

n

k
(m − 1),obtemos a seqüênia exata

0 → OP
n

k
(m− 1) → OP

n

k
(m)⊕n+1 → TP

n

k
(m− 1) → 0,donde onluímos que

c
(
OP

n

k
(m− 1)

)
c
(
TP

n

k
(m− 1)

)
= c

(
OP

n

k
(m)⊕n+1

)
.Se ξ = c1(OP

n

k
(1)), então temos que
(1 + (m− 1)ξ) c

(
TP

n

k
(m− 1)

)
= (1 +mξ)n+1. (2-7)Como TP

n

k
(m− 1) tem posto n, temos que

c(TP
n

k
(m− 1)) = c0 + c1ξ + . . .+ cnξ

n, ci ∈ ZSubtraindo (m − 1)cnξ
n+1 do lado esquerdo da igualdade (2-7) e (mξ)n+1do lado direito, hegamos a uma igualdade envolvendo polin�mios de grauno máximo n. Logo, usando o isomor�smo Z[T ]/(T n+1) ∼= A(Pnk) que leva

T em ξ, obtemos a seguinte igualdade entre polin�mios de grau n em Z[T ]:
(1+(m−1)T )(1+c1T+· · ·+cnT

n)−cn(m−1)T n+1 = (1+mT )n+1−(mT )n+1.Fazendo T = −1/(m− 1), obtemos
−cn(m− 1) = 1 −mn+1.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 42Logo segue que
deg(S) =

mn+1 − 1

m− 1
= mn +mn−1 + · · ·+ 1.O argumento usado na observação anterior também é baseado noargumento usado por Jouanolou na página 88 de [6℄.Observação 2.9 Um ampo vetorial em Pnk de grau m é um elemento de

Hom(Ω1
P

n

k

,OP
n

k
(m− 1)) ∼= H0(TP

n

k
(m− 1)).Torendo o dual da seqüênia de Euler (2-3) por m − 1, obtemos umasobrejeção

O⊕n+1
P

n

k

(m) → TP
n

k
(m− 1).Como H1(Pnk ,OP

n

k
(m − 1)) = 0, esta sobrejeção induz uma sobrejeção deespaços vetoriais
u : H0(OP

n

k
(m))⊕n+1 → H0(T n

P
n

k

(m− 1)).Seja v uma seção de u, isto é um homomor�smo tal que uv = 1. De vobtemos um mergulho:
P
(
H0(TP

n

k
(m− 1))

)
−→ P

(
H0(O⊕n+1

Pn

k

(m))
)

= P(Rn+1
m ).Consideremos V := P

(
H0(TP

n

k
(m− 1))

) e a projeção
p2 : Pnk × P(Rn+1

m ) → P(Rn+1
m ).Sejam G0, . . . , Gn polin�mios de grau m om oe�ientes gerais, ouseja, ujos oe�ientes são oordenadas homogêneas de P(Rn+1

m ). Conside-remos o subesquema S ′ ⊆ Pnk × P(Rn+1
m ) de�nido pelos menores maximaisda matriz [

G0 G1 . . . Gn

X0 X1 . . . Xn

]
.Sejam S := S ′ ∩ (Pnk × V ) e p := p2|S : S → P(Rn+1

m ). A �bra de psobre um ponto η ∈ V é o lugar singular de η. Pelo Lema 2.7, esta �bra énão vazia. Portanto, a menor dimensão possível para as �bras de p é 0. OExemplo 2.5 garante que esta dimensão é atingida. Pela semiontinuidade
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 43da dimensão das �bras, segue que esta dimensão mínima é atingida em umaberto.Teorema 2.10 Seja η : Ω1
P

n

k

→ L um ampo vetorial sobre Pnk , om n ≥ 2,de grau m ≥ 1. Suponha que o lugar singular S de η é �nito. Então aregularidade de Castelnuovo�Mumford reg(S) de S é
reg(S) = nm− n+ 2.Demonstração: Pelo Lema 1.14, basta provarmos que r := mn−n+2 é omenor inteiro não negativo para o qualH1(IS,Pn

k
(r−1)) = 0. (Pois, qualquerque seja s ≥ 0 teremos s− n ≥ −n, e portanto Hn(IS,Pn

k
(s− n)) = 0.)Por de�nição,

IS,Pn

k
= Im(η ⊗ L−1) e L ∼= OP

n

k
(m− 1).Então, o omplexo de Koszul de η ⊗ L−1 fornee a seqüênia

0 → Ωn
P

n

k

(n− nm) → · · · → Ω1
P

n

k

(1 −m) → IS,Pn

k
→ 0 (2-8)Como S é �nito, o omplexo aima é exato. Sejam

Ij := Im
(
Ωj

P
n

k

(j − jm) → Ωj−1
P

n

k

(j − 1 − (j − 1)m)
)para j = 2, . . . , n− 1 e I1 := IS,Pn

k
.Podemos quebrar a seqüênia exata (2-8) nas seguintes seqüêniasexatas urtas:

0 → Ij+1 → Ωj
P

n

k

(j − jm) → Ij → 0, j = 1, . . . , n− 2 (2-9)
0 → Ωn

Pn

k

(n− nm) → Ωn−1
P

n

k

((n− 1)(1 −m)) → In−1 → 0.Tensorizando as seqüênias (2-9) por OP
n

k
(r− 1), e onsiderando as seqüên-ias exatas longas de ohomologia assoiadas, teremos as seqüênias exatas:

Hj
(
Ωj

P
n

k

(j(1 −m) + r − 1)
)
→ Hj(Ij(r − 1)) →

→ Hj+1(Ij+1(r − 1)) → Hj+1
(
Ωj

P
n

k

(j(1 −m) + r − 1)
) (2-10)

Hn−1(Ωn−1
P

n

k

(m)) → Hn−1(In−1(r − 1)) →

→ Hn(Ωn
P

n

k

(1)) → Hn(Ωn−1
P

n

k

(m)), (2-11)
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 44a primeira para j = 1, . . . , n− 2. Temos que
j(1 −m) + r − 1 = j(1 −m) +mn− n+ 1 = (j − n)(1 −m) + 1 = 0se e somente se m = 2 e j = n + 1 ou m = 0 e j = n − 1. PeloTeorema 1.6, temos que Hp(Ωq

P
n

k

(l)) 6= 0 se e somente se ou p = 0 e l > q,ou p = n e l < q − p, ou p = q, l = 0 e p ≤ n. Logo, omo m > 0, temosque
Hn−1(Ωn−1

P
n

k

(m)) = Hn(Ωn−1
P

nk
(m) = 0e

Hj
(
Ωj

P
n

k

(j(1 −m) + r − 1)
)

= Hj+1
(
Ωj

P
n

k

(j(1 −m) + r − 1)
)

= 0para j = 1, . . . , n− 2. Das seqüênias exatas, temos que
H1(I1(r−1)) ∼= H2(I2(r−1)) ∼= · · · ∼= Hn−1(In−1(r−1)) ∼= Hn(Ωn

P
n

k

(1)) = 0.Logo a regularidade de S é no máximo r.Por outro lado, tensorizando as seqüênias (2-9) por OP
n

k
(r − 2)e onsiderando as seqüênias exatas longas de ohomologia assoiadas,teremos as seqüênias exatas:

Hj(Ωj
P

n

k

(j(1 −m) + r − 2)) → Hj(Ij(r − 2)) →

→ Hj+1(Ij+1(r − 2)) → Hj+1(Ωj
P

n

k

(j(1 −m) + r − 2)) (2-12)para j = 1, . . . , n− 2, enquanto que a seqüênia (2-11) será alterada para
Hn−1(Ωn−1

P
n

k

(m− 1)) → Hn−1(In−1(r − 2)) → Hn(Ωn
P

n

k

) → Hn(Ωn−1
Pn (m− 1)).Pelo Teorema 1.6, temos que Hn(Ωn−1

P
nk

(m− 1)) = 0 e
Hj+1 (Ωj

P
n

k

(j(1 −m) + r − 2)) = 0se j = 1, . . . , n− 2, o que implia na existênia de sobrejeções:
H1(I1(r − 2)) ։ H2(I2(r − 2)) ։ · · · ։ Hn−1(In−1(r − 2)) ։ Hn(Ωn

P
n

k

).Como Hn(Ωn
P

n

k

) 6= 0 temos H1(I1(r − 2)) 6= 0. Logo a regularidade de S éexatamente r.
�
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 45Seja F um feixe oerente sobre um esquema X. Considere umarepresentação de F , ou seja, uma seqüênia exata de feixes da forma:
E1

ψ
→ E2 → F → 0, (2-13)onde E1 ≃ On

X e E2 ≃ Om
X . Para ada inteiro positivo l, de�nimos o idealdos menores l × l de ψ omo sendo o feixe de ideais Il(ψ) ⊆ OX que é aimagem do mor�smo ∧l

E1 ⊗
∧l

E∗
2 −→ OX ,induzido por ψ.De�nição 2.11 O k-ésimo ideal de Fitting de um feixe oerente F é o feixede ideais dado loalmente omo In−k(ψ) para alguma representação de F(veja [12℄, página 221).Seja n um inteiro tal que n ≥ 2. Seja C ⊆ Pnk uma urva reduzidade Gorenstein e Σ ⊆ C o subesquema das singularidades de C. Porde�nição, Σ é o subesquema de C tal que IΣ,C ⊗ ωC é a imagem do mapaan�nio Ω1

C → ωC . Se C é loalmente de interseção ompleta, então IΣ,C ésimplesmente o primeiro ideal Fitting de Ω1
C .De fato, da seqüênia exata

IC,Pn

k

I2
C,Pn

k

d
−→ Ω1

P
n

k

|C
β

−→ Ω1
C −→ 0, (2-14)induzimos o mor�smo

∧n−1 IC,Pn

k

I2
C,Pn

k

⊗ Ω1
C →

∧n

Ω1
P

n

k

|C,que tensorizado por (
∧n−1 IC,Pn

k

I2
C,Pn

k

)∨ fornee o mor�smo
Ω1
C →

∧n

Ω1
P

n

k

|C ⊗ (
∧n−1 IC,Pn

k

I2
C,Pn

k

)∨.Pelo Teorema 7.11 em [5℄, página 245, temos que
ωC =

∧n

Ω1
P

n

k

⊗ (
∧n−1 IC,Pn

k

I2
C,Pn

k

)∨e portanto induzimos o mor�smo Ω1
C → ωC uja imagem é IΣ,C⊗ωC . Destaonstrução do mor�smo Ω1

C → ωC , segue que IΣ,C é o primeiro ideal deFitting de Ω1
C .
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 46Observação 2.12 Se C é uma urva irredutível, não neessariamenteGorenstein, J. Lipman onstrói em [7℄ um homomor�smo
TrC : H1(Ω1

C) → k,e segue da propriedade de dualidade de ωC que o homomor�smo TrCorresponde a um mapa
Ω1
C → ωC .Se a urva não for irredutível mas for reduzida, então onsideramos a somados mapas traços de suas omponentes,

H1(Ω1
C) //

⊕
iH

1(Ω1
Ci

)
P
TrCi // k,onde os Ci são as omponentes irredutíveis de C e o primeiro homomor�smoé o mapa de restrição de formas.O mapa Ω1

C → ωC também pode ser obtido usando as difereniaisregulares de Rosenliht, para tal onstrução veja [3℄.Se denotamos por T (Ω1
C) o feixe de torção de Ω1

C , omo C é reduzida,obtemos a seqüênia exata
0 → T (Ω1

C) → Ω1
C → ωC →

ωC
IΣ,C ⊗ ωC

→ 0, (2-15)ou ainda, o isomor�smo
Ω1
C

T (Ω1
C)

∼= IΣ,C ⊗ ωC . (2-16)Sejam η : Ω1
P

n

k

→ OP
n

k
(m− 1) um ampo vetorial não nulo e S o lugarsingular de η. Suponhamos que C ⊆ Pnk é uma urva reduzida e invariantepor η. Então existe um ampo vetorial ϕ : Ω1

C → OC(m − 1) que torna odiagrama abaixo omutativo
Ω1

P
n

k

η
//

��

OP
n

k
(m− 1)

��IC,Pn

k

I2
C,Pn

k

d // Ω1
Pn

k

|C
η|C

//

β

��

OC(m− 1)

Ω1
C

ϕ
// // OC(m− 1)
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 47A imagem de η é por de�nição IS,Pn

k
(m − 1), e portanto omo aomposição Ω1

P
n

k

→ Ω1
C é sobrejetiva, a imagem de ϕ é IS∩C,C(m− 1).Suponha que dim(S∩C) = 0. Como C é uma urva reduzida, o núleode ϕ é T (Ω1

C).Destas observações temos a seguinte seqüênia exata
0 → T (Ω1

C) → Ω1
C

ϕ
→ OC(m− 1) →

OC(m− 1)

IS∩C,C(m− 1)
→ 0, (2-17)ou ainda, o isomor�smo

Ω1
C

T (Ω1
C)

∼= IS∩C,C(m− 1). (2-18)Dos isomor�smos (2-16) e (2-18) e das seqüênias (2-15) e (2-17)obtemos a seguinte seqüênia exata urta
0 → IΣ,C ⊗ ωC → OC(m− 1) → OS∩C(m− 1) → 0. (2-19)Teorema 2.13 Sejam n ≥ 2 e C ⊆ Pnk uma urva. Suponha que Cé reduzida, aritmetiamente Cohen�Maaulay, suban�nia e de grau d.Assuma que k é um orpo algebriamente fehado de araterístia p ≥ 0om p ∤ d. Sejam Σ o subesquema das singularidades de C, σ := reg(Σ),

r := reg(C) e ρ := σ − r + 2. Suponha que C é uma urva invariante porum ampo vetorial de Pnk de grau m. Se dim(S ∩ C) = 0, onde S é o lugarsingular do ampo, então
r ≤

{
m+ 1, se ρ ≤ 0

m+ 1 + ρ, se ρ > 0Demonstração: Suponhamos que ρ > 0. Como r é a regularidade de C e
r + ρ− 1 ≥ r, temos

H2(IC,Pn

k
(r − 3 + ρ)) = H2(IC,Pn

k
((r + ρ− 1) − 2)) = 0.Por outro lado, segue da de�nição de σ que

H1(IΣ,Pn

k
(r − 3 + ρ)) = H1(IΣ,Pn

k
(σ − 1)) = 0.Tensorizando a seqüênia exata urta

0 → IC,Pn

k
→ IΣ,Pn

k
→ IΣ,C → 0 (2-20)
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 48por OP
n

k
(r − 3 + ρ), e tomando a ohomologia, obtemos a seqüênia exata

H1(IΣ,Pn

k
(r − 3 + ρ)) → H1(IΣ,C(r − 3 + ρ)) → H2(IC,Pn

k
(r − 3 + ρ))donde segue que H1(IΣ,C(r − 3 + ρ)) = 0.Como, pelo Corolário 1.26, o feixe dualizante de C é ωC = OC(r− 3),onsiderando a seqüênia de ohomologia da seqüênia exata urta (2-19)tensorizada por OP

n

k
(ρ), obtemos a seqüênia exata

H1(IΣ,C(r − 3 + ρ)) → H1(OC(m− 1 + ρ)) → H1(OS∩C(m− 1 + ρ)).Observemos que, omo S ∩ C é �nito, temos H1(OS∩C(m− 1 + ρ)) = 0, eportanto
H1(OC(m− 1 + ρ)) = 0. (2-21)Guardemos (2-21) para usá-la mais adiante. Agora, onsideremos oaso em que ρ ≤ 0. Então r − 2 = σ − ρ ≥ σ, e pela de�nição de σ temosque
H1(IΣ,Pn

k
(r − 3)) = 0. (2-22)Tomando ohomologia na seqüênia exata urta (2-19) vemos que o homo-mor�smo

H1(IΣ,C(r − 3)) → H1(OC(m− 1))é sobrejetivo. Por outro lado, tomando a ohomologia na seqüênia exata
0 → T (Ω1

C) → Ω1
C → IΣ,C(r − 3) → 0,temos a seqüênia exata:

H1(T (Ω1
C)) → H1(Ω1

C) → H1(IΣ,C(r − 3)) → H2(T (Ω1
C)).Como T (Ω1

C) tem suporte �nito, temos que o mapa
H1(Ω1

C) → H1(IΣ,Pn

k
(r − 3))é um isomor�smo.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 49Consideremos então o diagrama omutativo
H1(Ω1

P
n

k

)
H(η)

//

ι

��

H1(OP
n

k
(m− 1)) = 0

��

H1(Ω1
C)

H(ϕ)
//

≀
��

H1(OC(m− 1))

H1(IΣ,C(r − 3))

55 55jjjjjjjjjjjjjjjonde, omo vimos, o mapa inlinado é sobrejetivo, e o mapa vertialinferior é um isomor�smo. Assim, H(ϕ) é sobrejetivo. Por hipótese, k éum orpo algebriamente fehado de araterístia 0, ou p > 0 om p ∤ d.Então podemos usar o Teorema 1.15 ou o Teorema 1.16 e a�rmar que ιé um homomor�smo diferente de zero. Logo existe γ ∈ H1(Ω1
Pn

k

) tal que
α := ι(γ) 6= 0. Por outro lado a imagem de α em H1(OC(m − 1)) ézero, pois, pelo Teorema 1.3, H1(OP

n

k
(m − 1)) = 0. Se provarmos que

H1(IΣ,C(r − 3)) ∼= k, então α será um gerador do grupo de ohomologia
H1(Ω1

C), e omo o homomor�smo H(ϕ) é sobrejetivo, teremos então que
H1(OC(m− 1)) = 0. (2-23)Provemos agora que H1(IΣ,C(r − 3)) ∼= k. Pelo Teorema 1.3, temos

H i(Pnk ,OP
n

k
(r − 3)) = 0 para i = 1, 2. Pela seqüênia exata de ohomologia

H1(Pnk ,OP
n

k
(r − 3)) → H1(C,OC(r − 3)) → H2(Pnk , IC,Pn

k
(r − 3)) →

→ H2(Pnk ,OP
n

k
(r − 3))obtida da seqüênia exata

0 → IC,Pn

k
(r − 3) → OP

n

k
(r − 3) → OC(r − 3) → 0,temos que

H2(Pnk , IC,Pn

k
(r − 3)) ∼= H1(C,OC(r − 3))

∼= H0(C,OC(−r + 3) ⊗ ωC)′ (Teorema 1.5)

= H0(C,OC(−r + 3) ⊗OC(r − 3))′ (Hipótese)
= H0(C,OC)

= k (Proposição 1.1).
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 50Tomando ohomologia na seqüênia exata (2-20) tensorizada por OP
n

k
(r−3),obtemos a seqüênia exata

H1(IΣ,Pn

k
(r−3)) → H1(IΣ,C(r−3)) → H2(IC,Pn

k
(r−3)) → H2(IΣ,Pn

k
(r−3)).Agora, H2(Pnk , IΣ,Pn

k
(r − 3)) = 0 pelo Lema 1.14. Logo, segue de (2-22) que

H1(C, IΣ,C(r − 3)) ∼= H2(Pnk , IC,Pn

k
(r − 3)) ∼= k.Finalmente, usaremos agora as igualdades (2-21) e (2-23) para provaras desigualdades enuniadas no teorema. Sendo C uma urva a.C.M., temospela Proposição 1.24 que a regularidade de C é o menor inteiro positivo rpara o qual H1(OC,Pn

k
(r − 2)) = 0. Conseqüentemente, segue de (2-21) e(2-23) que a regularidade de C satisfaz as desigualdades do teorema.

�Observação 2.14 As hipóteses de C ser uma urva aritmetiamenteCohen�Maaulay e suban�nia no Teorema 2.13 são muito restritivas. En-tretanto, omo a hipótese de a urva C ser suban�nia não aparee noTeorema 0.1 de E. Esteves [17℄ nós suspeitamos de que ela não seja real-mente neessária. Por outro lado, omo mostra o Exemplo 2.16, a hipótesede C ser aritmetiamente Cohen�Maaulay é neessária para termos as otasapresentadas no teorema.Exemplo 2.15 Curvas lisas de gênero g mergulhadas em Pnk por um sis-tema linear ompleto de grau d ≥ 2g são exemplos de urvas aritmetia-mente Cohen�Maaulay. Além disso, urvas lisas mergulhadas em Pnk pelosistema an�nio são suban�nias. (veja o Exemplo 4 de [21℄, página 468)Exemplo 2.16 Para ada inteiro d ≥ 2 onsideremos o mergulho
P1
k → P3

k

(x : y) 7→ (xd : xd−1y : xyd−1 : yd)e seja Cd a sua imagem. A urva Cd é lisa e de�nida em P3
k por

X1X2 −X0X3, Xd−1
1 −X2X

d−2
0 , Xd−1

2 −X1X
d−2
3 .Consideremos o ampo vetorial ηd de grau 1 em P3

k induzido por
dX0∂0 + (d− 2)X1∂1 − (d− 2)X2∂2 − dX3∂3.Observemos que o ampo ηd deixa a urva Cd invariante.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 51Como as urvas Cd não são aritmetiamente Cohen�Maaulay se
d > 3, vemos que a hipótese de C ser aritmetiamente Cohen�Maaulayno Teorema 2.13 é realmente neessária.Este exemplo pode ser enontrado na Observação 21 de [17℄.Observação 2.17 No Teorema 2.13 o nosso foo é nas folheações, mas asdesigualdades obtidas podem ser vistas sob o ângulo das urvas. Desta formaelas forneem otas inferiores que dizem quão singular são estas urvas. Esteângulo é exatamente o estudado por Du Plessis e Wall para urvas planasem [13℄.Proposição 2.18 Assuma as hipóteses do Teorema 2.13. Suponha que
r ≥ 5 se m = 1 e r ≥ mn − n + 4 se m > 1. Se S é um onjunto �nito,então r = m+ 1 + ρ.Demonstração: Segue da hipótese que r ≥ m+ 2. De fato,

n(m− 1) + 4 ≥ 2(m− 1) + 4 ≥ m+ 2.Então r ≤ m+1+ρ, pelo Teorema 2.13. Devemos provar que r ≥ m+1+ρ.Pelo Teorema 2.10, a regularidade de S é mn− n + 2. Portanto
H1(IS,Pn

k
(i− 1)) = 0 se i ≥ mn− n+ 2.Observemos que, omo S é �nito, H1(S, IS∩C,S(j)) = 0 para todo j ∈ Z.Tomando a ohomologia da seqüênia exata

0 → IS,Pn

k
(j) → IS∩C,Pn

k
(j) → IS∩C,S(j) → 0,obtemos uma seqüênia exata

H1(IS,Pn

k
(j)) → H1(IS∩C,Pn

k
(j)) → H1(IS∩C,S(j)), (2-24)e portanto H1(IS∩C,Pn

k
(i− 1)) = 0 se i ≥ mn− n+ 2.De�na j := m+ ρ− 2. Como r ≤ m+ 1 + ρ temos

j + 1 = m+ 1 + ρ− 2 ≥ r − 2 ≥ mn− n+ 4 − 2 = mn− n+ 2,donde onluímos, usando a exatidão de (2-24), que
H1(IS∩C,Pn

k
(j)) = H1(IS∩C,Pn

k
(j + 1 − 1)) = 0.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 52Agora, da seqüênia exata longa de ohomologia da seqüênia exataurta
0 → IC,Pn

k
(j) → IS∩C,Pn

k
(j) → IS∩C,C(j) → 0,obtemos a seqüênia exata

H1(IC,Pn

k
(j)) → H1(IS∩C,Pn

k
(j)) → H1(IS∩C,C(j)) → H2(IC,Pn

k
(j)). (2-25)Se H1(IS∩C,C(j)) 6= 0, então pela exatidão de (2-25), e omo

H1(IS∩C,Pn

k
(j)) = 0, temos que H2(IC,Pn

k
(j)) 6= 0, e portanto j + 2 < r, istoé,

r ≥ j + 3 = m+ ρ+ 1.Provemos então que H1(IS∩C,C(j)) 6= 0. Dos isomor�smos (2-16) e(2-18), e usando que ωC = OC(r − 3), temos
IΣ,C(r − 3) ∼= IS∩C,C(m− 1),e portanto

H1(IS∩C,C(m+ ρ− 2)) ∼= H1(IΣ,C(r − 3 + ρ− 1)) = H1(IΣ,C(σ − 2)).Basta então provarmos que H1(IΣ,C(σ − 2)) 6= 0.Tomando a ohomologia da seqüênia exata (2-20) tensorizada por
OP

n

k
(σ − 2), obtemos a seqüênia exata
H1(IC,Pn

k
(σ − 2)) → H1(IΣ,Pn

k
(σ − 2)) → H1(IΣ,C(σ − 2)). (2-26)Da hipótese, r ≥ m+ 4. De fato,

n(m− 1) + 4 ≥ 2(m− 1) + 4 = m+ (m− 2) + 4 ≥ m+ 4se m > 1. Logo
r ≤ m+ ρ+ 1 = m+ 3 + σ − r ≤ m+ 3 + σ −m− 4 = σ − 1,e omo r é a regularidade de C temos que

H1(IC,Pn

k
(σ − 2)) = H1(IC,Pn

k
((σ − 1) − 1)) = 0.Por de�nição, σ é o menor inteiro tal que IΣ,Pn

k
é σ-regular. Logo, peloLema 1.14, podemos a�rmar que H1(IΣ,Pn

k
(σ − 2)) 6= 0. Segue então da
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 53exatidão de (2-26) que H1(IΣ,C(σ − 2)) 6= 0. �Corolário 2.19 Seja C ⊆ Pn uma urva reduzida de grau d. Suponha que
k é um orpo algebriamente fehado de araterístia p ≥ 0 om p ∤ d.Suponha que C é uma interseção ompleta de hipersuperfíies de graus
d1, d2, · · · , dn−1, e que C é invariante por um ampo vetorial de Pnk de grau
m. Sejam Σ o lugar dos pontos singulares de C, σ := reg(Σ), r := reg(C)e ρ := σ − r + 2. Se dim(S ∩ C) = 0, onde S é o lugar singular do ampo,então

d1 + . . .+ dn−1 ≤

{
m+ n− 1, se ρ ≤ 0

m+ n− 1 + ρ, se ρ > 0Demonstração: Como C é uma interseção ompleta em Pnk , temos que Cé a.C.M pelo Lema 1.13, e suban�nia pelo Corolário 1.27. Também peloCorolário 1.27, a regularidade de C é d1 + · · · + dn−1 − n + 2. O oroláriosegue então do Teorema 2.13. �Lema 2.20 Seja C ⊆ Pnk uma urva integral, a.C.M. e suban�nia. Seja
Σ ⊆ C o subesquema das singularidades de C. Se C tem somente nósordinários por singularidades, então reg(Σ) ≤ reg(C) − 2.Demonstração: Como C é a.C.M. e suban�nia, pelo Corolário 1.26 temos
ωC = OC(r − 3), onde r := reg(C).Seja C̃ a normalização de C e π : C̃ −→ C o mapa de normalização.Como C só tem nós ordinários, uma análise loal mostra que o mapa

η : Ω1
C −→ π∗Ω

1eCé sobrejetivo, e o seu núleo é exatamente o feixe de torção, isto é, temos aseqüênia exata urta
0 −→ T (Ω1

C) −→ Ω1
C −→ π∗Ω

1eC −→ 0.Portanto, pela seqüênia exata urta
0 −→ T (Ω1

C) −→ Ω1
C −→ IΣ,C ⊗ ωC −→ 0,vemos que IΣ,C ⊗ ωC ∼= π∗Ω

1eC . Assim,
H1(IΣ,C(r − 3)) = H1(IΣ,C ⊗ ωC) ∼= H1(π∗Ω

1eC) ∼= H1(Ω1eC) ∼= k,onde o último isomor�smo deorre da hipótese que C é integral.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 54Observe que H1(OΣ(r − 3)) = 0, pois Σ é �nito. Assim, tomando aseqüênia exata longa de ohomologia de
0 −→ IΣ,C ⊗ ωC

µ1

−→ ωC
µ2

−→ OΣ(r − 3) −→ 0obtemos uma seqüênia exata:
H0(ωC)

H0(µ2)
−→ H0(OΣ(r − 3)) → H1(IΣ,C(r − 3))

H1(µ1)
−→ H1(ωC) → 0.Como

H1(ωC) ∼= H0(ω−1
C ⊗ ωC) (pelo Teorem 1.5)

= H0(OC)

= k (pela Proposição 1.1)
∼= H1(IΣ,C(r − 3))segue que H1(µ1) é um isomor�smo, e portanto H0(µ2) é um homomor-�smo sobrejetivo. Além disso, omo C é a.C.M., temos do Lema 1.10 que

H0(OP
n

k
(m)) → H0(OC(m)) é sobrejetivo para todo m ∈ Z. Pelo diagramaomutativo
H0(OPn

k
(r − 3)) //

$$IIIIIIIIIIIIIIIIIIII
H0(OΣ(r − 3))

H0(OC(r − 3))

H0(µ2)

::uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuonluímos que
H0(OP

n

k
(r − 3)) −→ H0(OΣ(r − 3))é um homomor�smo sobrejetivo. Da seqüênia exata longa de ohomologiaobtida da seqüênia exata urta

0 → IΣ,Pn

k
→ OP

n

k
→ OΣ → 0tensorizada por OP

n

k
(r − 3), obtemos a seqüênia exata

H0(OP
n

k
(r − 3)) → H0(OΣ(r − 3)) → H1(IΣ,Pn

k
(r − 3)) → H1(OP

n

k
(r − 3)).Segue que H1(IΣ,Pn

k
(r − 3)) = 0, já que H1(OP

n

k
(r − 3)) = 0 e o primeirohomomor�smo é sobrejetivo. Como a regularidade é um número positivo,
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 55usamos o Lema 1.14 para onluir que reg(Σ) ≤ reg(C) − 2. �Corolário 2.21 Seja C ⊆ Pnk uma urva integral que tem somente nósordinários por singularidades. Suponha que C é a.C.M. e suban�nia. Se
C é invariante por um ampo vetorial de grau m e a araterístia de k é
p ≥ 0 om p ∤ deg(C), então r ≤ m+ 1.Demonstração: Basta usar o Lema 2.20 e o Teorema 2.13. �Se, além das ondições pedidas no Corolário 2.21, temos que C éinterseção ompleta de hipersuperfíies de graus d1, . . . , dn−1, então seguedo Corolário 2.21 e do Corolário 1.27 que

d1 + · · · + dn−1 ≤ (m− 1) + n.
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