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Campos Vetoriais

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p, V' um

esquema sobre k£ e £ um feixe invertivel sobre V.

Definicao 2.1 Um campo vetorial sobre V' com coeficientes em L ¢é

um morfismo n : Q, — L de Op-modulos, ou seja, um elemento de

Home, (4, £).

Seja n: Qf, — £ um campo vetorial sobre V. Considere o morfismo
nRLT LT — Oy

e seja Zsy a imagem de n ® L1

Definigao 2.2 O lugar singular de um campo vetorial 1 : Q, — L sobre

V' é o subesquema fechado & de V' definido pelo feixe de ideais Zs y .

Observemos que pela definicao o lugar singular de um campo vetorial
é o lugar dos pontos onde 1 nao é sobrejetivo.
Seja W um subesquema fechado de V. Consideremos a seqiiéncia exata

de Oy -mddulos (veja [5], Proposi¢ao 8.12, pagina 176):

Vool 2ol —o. (2-1)

O morfismo 3 é o morfismo de restricio. Ja d é definido localmente por

d(f) = df |w para toda funcio local f se anulando em W.

Definigao 2.3 Seja n : Q, — L um campo vetorial sobre V. Um
subesquema fechado W de V' ¢ dito invariante por 7 se existe um campo
vetorial ¢ : Qf, — L]y que torna o diagrama abaixo comutativo:

O |y 22 £y

|

Qly —=L|w
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Vamos agora descrever algebricamente os campos vetoriais em [P} para
n > 2. (O caso n = 1 é trivial.) Todo feixe invertivel sobre P} é da forma
Opp(m) para algum m € Z (veja [5], Coroldrio 6.17, pagina 145). Logo um
campo vetorial sobre P} é um morfismo 7 : Q%P’Z — Opp(m — 1), para algum
inteiro m.

Seja R = k[Xo,...,X,], e seja R; o espago vetorial de todos os
polind6mios homogéneos de grau [ nas variaveis X, ..., X, paracadal € Z.
Recordemos a seqiiéncia de Euler. Consideremos o R-mo6dulo graduado
R(—1)"'. Seja e,...,e, a base canonica de R(—1)""!. Consideremos a

seqiiéncia exata de R-modulos graduados

0— M — R(-1)" S R—0 (2-2)

em que v é definido por 1(e;) = X; e M é o nicleo de . Tomando os feixes

associados a estes modulos, obtemos a seqiiéncia exata de Euler:

0 Q%g Opp (—1)&n* v Opp 0. (2-3)

Seja m um inteiro nao negativo. Temos

Extl((’)]pg, Opz (m—1)) = H! (Py, O][DZ (m —1)) (Proposigio I11.6.3 em [5])
=0 (Teorema 1.3).

Tomando a seqiiéncia exata longa de Ext’(—,Opr(m — 1)) de (2-3)

(Proposigao I11.6.4 em [5]), obtemos entao uma seqiiéncia exata curta:

0— HomoPZ (O]pwkl, OPZ (m — 1)) — HOIHO%L (O]pwkl(—l)@nJrl, OPZ (m — 1)) —
— Homopz (Q]%’Z’ Opy(m — 1)) — 0. (2-4)

Da seqiiéncia (2-4), concluimos que, dado um campo vetorial
n: QI%,Z — Opp(m — 1),
existe um elemento
ne Hom@PE(OPZ(—l)@"“, Opr(m — 1))

cuja imagem é 7. Também é fato que
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HOHI@PE (OPZ (_1)®n+1’ O]pwkl (m 1 @ Homoﬂm (Opn( ), OPZ (m— 1))

=0

g@HomR(R(—n, @HO , Opy (m)).

e portanto 77 é determinado por n + 1 polinomios homogéneos Gy, . ..

de grau m.

Se Oy, . . ., 0, denotam as derivadas parciais com respeito a X, . ..

entao dizemos que o campo vetorial
GoOp + -+ - + G0,

em A" induz o campo 7.

37

12

Pela seqiiéncia exata curta (2-4), vemos também que dois campos de

vetores homogéneos em A?*! induzem o mesmo campo vetorial sobre P? se

e somente se eles diferem por um elemento de Homo,, (Opr, Opp(m — 1)).
k

Pela Proposicao I11.6.3 de [5] e pelo Teorema 1.3, temos que
Homo,, (Opy, Opp(m — 1)) = H (P}, Opp (m — 1)) = Ry,

e portanto todo
Qb € HOHlOPZ (Opz, Opz (m - 1))

é dado por algum F' € R,, ;. Logo, dois campos vetoriais em AZ“ definem

o mesmo campo vetorial em P} se e somente se eles diferem de um miltiplo

do campo vetorial de Euler, isto é, o campo vetorial > X;0; sobre AZ“.

Observagao 2.4 Seja 1 o campo vetorial em P} induzido por > G;0;.

Temos o diagrama comutativo

0 —> Qpy Opp (—1)#1 2 Oy 0

O]pwkl (m — 1)

donde concluimos que a imagem de n é o feixe de ideais determinado pelo

ideal . .
i=0 1=0
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Ou seja,
I={> HGi; Y HX; =0}
=0 =0

¢ um ideal de definicao do lugar singular S de 7.
Como Xj,...,X, formam uma seqiiéncia k[Xo, ..., X,]|-regular, o

correspondente complexo de Koszul é exato, e portanto a condicao

n
ZHZ-Xi = 0 implica que existem polinomios homogéneos F;; tais que
=0

F,j=—F;;paraj#ie H; = Z F;;X; para todo 7. Segue que
J#

ZHZGZ € (XZG] —X]GZ :0<q <7< Tl),
=0

e portanto

Ou seja, I é gerado pelos menores maximais da matriz

X, X1 ... X,
Go Gy ... Gy

Exemplo 2.5 Considere o campo vetorial n em P} induzido por ) X"0.

O lugar singular de n é dado pelos menores maximais da matriz

Xo X1 ... X,
xXroxrooXm|

Cada menor desta matriz é da forma
XZ-XJ'(X]T”*1 — Ximfl),

com0 < i < 7 < n.Se P €S, entao alguma coordenada de P é diferente
de zero. Suponhamos que X, # 0. Entao teremos X]-(X]’-”_1 - X =0
para todo j = 1,...,n, e portanto ou X; = 0 ou X; = £X, onde £ é uma
raiz (m — 1)-ésima da unidade. Logo S ¢ finito.

Pelos calculos acima, vemos que existem m™ pontos em & com a
primeira coordenada diferente de zero. Para encontrarmos os pontos de &

em que Xy = 0, precisamos determinar os valores de X5, ..., X,, que anulam
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0s menores maximais de

X Xo ... X,
XmoXro X

Seguindo a analise feita no caso Xy, concluimos que existem m”~! pontos em
S para os quais Xo = 0 e X; # 0. Indutivamente, concluimos que existem

m"®+m" 1 4+ ... 4+ m+ 1 pontos em S, ou seja, o grau de S satisfaz:
deg(S) >m" +m"  +---+m+ 1.
Na Observacao 2.8 mostraremos que se o lugar singular de um campo
n: Qpn — Opr(m — 1) é finito, entdo seu grau é exatamente
k k

m"+m" o m L

Definicao 2.6 Dizemos que o grau de um campo nao zero

Geometricamente, o grau de um campo vetorial nao nulo em P} pode
ser visto como segue. Denotemos o lugar singular do campo vetorial por S.
Se PePie P ¢S, entdo np : Qpp p — Opp(m — 1)p ¢ um homomorfismo
sobrejetivo, e portanto determina uma reta Lp em P} que contém P. Seja H
um hiperplano passando por P mas nao contendo Lp para algum P € P} —S8.

E seja 3 : Q]%,Z|H — QL 0 homomorfismo de restri¢ao. Considere o morfismo
(n]u, B) : Q[{ﬂ;ﬂH - O]P’g(m —|g® Q}{

Seja Z C H o lugar de degeneracao do morfismo acima, ou equivalente-

mente, o lugar de degeneracao do morfismo
Nl B) s N\ gl = P\ (Orp(m = 1) @ Q).
Como
N la = Ou(-n=1) e N\ (Ozp(m = 1)|u ® Q) = On(m—n-1),

e como P ¢ Z, temos que Z é uma hipersuperficie de grau m de H. Além
disso, um ponto @) € P} pertence a Z se e somente se Q €e SNH,ouQ ¢ S
e LQ g H.
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Lema 2.7 Seja S o lugar singular de um campo em P, Entao S # ().

Demonstragao: Seja 7 : Ql%’}@ — Opp(m — 1) o campo do qual S ¢ lugar
singular. Suponhamos por absurdo que & = (). Entdao 1 é sobrejetivo.
Suponhamos ainda, para comecar, que m # 1. Denotamos a classe de Chern
total de um feixe localmente livre F por ¢(F). Da seqiiéncia de Euler (2-3),

temos que

c(Qpp)c(Opp) = c(Opp (=1)*"FH). (2-5)

Como 7 é sobrejetivo, temos uma seqiiéncia exata
O—>S—>Qﬁwz — Opp(m —1) — 0,
em que £ é o nucleo de 1. Da seqiiéncia exata segue que
C(Qﬁm]g) = c(&)c(Opp(m — 1)). (2-6)

Seja £ = ¢1(Opp(1)). Como & tem posto n — 1, temos que ¢(£) = P({) para
algum polinomio P(T') € Z[T] de grau no méaximo n—1. Pela igualdade (2-5)
temos que

e(Qhy) = (1 - &,

e de (2-6) concluimos que:

(1=&)"" = c(&)(1+ (m —1)8).

Como £ tem posto n — 1, subtraindo (—¢)"™! da igualdade acima ficamos

com uma igualdade envolvendo polinémios em & de grau no maximo n.
Existe um isomorfismo Z[T]/(T"™) = A(P}) que leva T em &. Logo,

reescrevendo a igualdade acima, subtraida de (—£)"*!, como uma igualdade

entre polinémios na variavel T, obtemos:
(1—T)"*! — (=) = P(T)(l + (m— 1)T)

Fazendo T = —1/(m — 1) na igualdade acima, temos m™*! = 1, e portanto
m = 1, um absurdo.
Suponhamos agora que m = 1. Como § =0 , e m = 1 segue de (2-6)
que
C(Q%PZ) = ¢(&).

Como £ tem posto n—1, temos que ¢,(£) = 0, e portanto cn(Q%PZ) = (0. Mas,
da igualdade (2-5), temos que ¢, (Qn) = (—1)"(n + 1) # 0, um absurdo.
]
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O argumento usado na prova do Lema 2.7 é similar ao argumento

usado por Jouanolou na péagina 85 de [6].

Observacao 2.8 Seja S o lugar singular de um campo vetorial ) : le — L
diferente de zero. Suponha que o grau de n é m. Por definicao, o feixe de

ideais de § é a imagem do morfismo
77® Eil . Q]%DZ ® ,Cil — OPZ

Se a dimensao de § é zero, entao o grau de S é a n-ésima classe de Chern
de (Qpp ® L71)Y, ou seja,

deg(S) = cn(Tpp @ L) = c(Thp(m — 1)).

Dualizando a seqiiéncia de Euler (2-3) e tensorizando-a por Opy(m — 1),

obtemos a seqiiéncia exata
0 — Opn(m — 1) — Opn(m)®* ™ — Tpn(m — 1) — 0,
donde concluimos que
¢ (Opn(m — 1)c (Tpn (m — 1) =c (Opz(m)@”ﬂ) .
Se £ = ¢1(Opr (1)), entdo temos que
(1+ (m =D& c(Ten(m —1)) = (1+m&)" . (2-7)
Como Ty (m — 1) tem posto n, temos que
c(Tpp(m—=1))=co+a§+...+c§", €L

Subtraindo (m — 1)c,£" do lado esquerdo da igualdade (2-7) e (m&)™*!
do lado direito, chegamos a uma igualdade envolvendo polinomios de grau
no maximo n. Logo, usando o isomorfismo Z[T]/(T™*") = A(P}) que leva

T em &, obtemos a seguinte igualdade entre polinomios de grau n em Z[T:
1+ (m—1D)T)14+c1 T+ - A, T™) —cn (m—1)T" = (1+mT)" ™ —(mT)" .
Fazendo T'= —1/(m — 1), obtemos

—cp(m —1)=1—m",
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Logo segue que

mn+1_1
deg(s)zﬁzm”—i—m”_l—i—---—i—l.

O argumento usado na observacao anterior também é baseado no

argumento usado por Jouanolou na pagina 88 de [6].

Observagao 2.9 Um campo vetorial em P} de grau m é um elemento de

Torcendo o dual da seqiiéncia de Euler (2-3) por m — 1, obtemos uma
sobrejecao

OIS‘?ZL”JA(TTL) — TPZ (m — 1)
Como H'(P¥, Opr(m — 1)) = 0, esta sobreje¢do induz uma sobrejecio de
espacos vetoriais

u: HO(OPZ(m))@"Jrl — HO(Tﬁg(m —1)).

Seja v uma secao de u, isto € um homomorfismo tal que uv = 1. De v

obtemos um mergulho:
P(H(Tiy (m — 1)) — P(H(OF" (m)) ) = P(R),

Consideremos V := IP(HO(TPZ (m — 1))) e a projecao
p2 i PP x P(RMTY) — P(RMM.

Sejam Gy, ..., G, polindbmios de grau m com coeficientes gerais, ou
seja, cujos coeficientes sao coordenadas homogéneas de P(R™). Conside-
remos o subesquema S’ C P? x P(R™) definido pelos menores maximais

da matriz

Go Gy ... Gy
X, X1 ... X,

Sejam S := S'N(PY x V) e p:=pyls : S — P(R:M1). A fibra de p
sobre um ponto n € V é o lugar singular de n. Pelo Lema 2.7, esta fibra é
nao vazia. Portanto, a menor dimensao possivel para as fibras de p é 0. O

Exemplo 2.5 garante que esta dimensao é atingida. Pela semicontinuidade
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da dimensao das fibras, segue que esta dimensao minima é atingida em um

aberto.

Teorema 2.10 Seja 1 : le — L um campo vetorial sobre P}, com n > 2,
de grau m > 1. Suponha que o lugar singular S de n é finito. Entao a
reqularidade de Castelnuovo—Mumford reg(S) de S ¢é

reg(S) =nm —n+ 2.

Demonstracgao: Pelo Lema 1.14, basta provarmos que r := mn—n+2éo
menor inteiro nao negativo para o qual H'(Zspr(r—1)) = 0. (Pois, qualquer
que seja s > 0 teremos s —n > —n, e portanto H™(Zspn(s —n)) = 0.)

Por definicao,
Ispy = Im(n® L7 e L= Opp(m —1).
Entdo, o complexo de Koszul de n ® £~ fornece a seqiiéncia
O—>Q$z(n—nm)—>---—>Q]%,Z(1—m)—>137pz—>0 (2-8)
Como S é finito, o complexo acima é exato. Sejam
T, = I (04, (= jm) = QL (= 1= (G = )m)

para j =2,...,n—1eZ :=ZIspn.
Podemos quebrar a seqiiéncia exata (2-8) nas seguintes seqiiéncias

exatas curtas:

0= Tt — Qu(j —jm) =Z; =0, j=1,....n—2
(2-9)

0 — Qpn(n —nm) — Qgil((n -1H)(1-m)) —-Z,.1 — 0.

Tensorizando as seqiiéncias (2-9) por Opr(r — 1), e considerando as seqiién-

cias exatas longas de cohomologia associadas, teremos as seqiiéncias exatas:

Y (9 (1 = m) 47 = 1)) = HI(Z;(r = 1)) —

— HIY (T (r — 1)) — HIH! <Q{E;Z(j(1 —m) 4 — 1)) (2-10)

Qg (m) = B (Taa(r = 1)
— H Q8 (1) = H(@2 (), (1)
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a primeira para j = 1,...,n — 2. Temos que
jA—m)+r—1=jl-m)+mn—n+1=(G—-n)(1—-m)+1=0

se e somente se m = 2e 73 =n+1loum = 0ej = n—1 Pelo
Teorema 1.6, temos que HP(Q%,Z(Z)) # (0 se e somente se oup=0el > g,
oup=nel<qg—p,oup=gq,l=0ep<n. Logo, comom > 0, temos

que
H" N (Qp ' (m)) = H" Q! (m) = 0
e
H (Q%Z(j(1 —m) 47— 1)) = g+t (Q%Z(j(1 —m) 1 — 1)) =0
para j = 1,...,n — 2. Das seqiiéncias exatas, temos que

HY(Ty(r—1)) = H(Ty(r—1)) = -+ = H" {(Z,_1(r—1)) = H"(Qp (1)) = 0.

Logo a regularidade de & é no maximo r.
Por outro lado, tensorizando as seqiiéncias (2-9) por Opr(r — 2)
e considerando as seqiiéncias exatas longas de cohomologia associadas,

teremos as seqiiéncias exatas:
HY (% (§(1 = m) +1 = 2)) — H(Z;(r — 2)) —

= H (T (r = 2) = HH Qi1 —m) +r=2))  (212)

para j =1,...,n — 2, enquanto que a seqiiéncia (2-11) sera alterada para
H" @ (m = 1)) — H" (T (r — 2)) — HY () — H'(Q (m — 1),
Pelo Teorema 1.6, temos que H™(Qpn (m —1)) =0e
H QL (1= m) +7 = 2)) =0
se 7=1,...,n— 2, o que implica na existéncia de sobreje¢oes:
HZy(r = 2)) = HX(To(r — 2)) = -+ — B (T 1(r — 2)) — H"(QF,).

Como H"(S2pn) # 0 temos HY(Zy(r — 2)) # 0. Logo a regularidade de S é
exatamente 7.

U
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Seja F um feixe coerente sobre um esquema X. Considere uma

representacao de F, ou seja, uma seqiiéncia exata de feixes da forma:

&5 & — F -0, (2-13)

onde & ~ O% e & ~ OF. Para cada inteiro positivo [, definimos o ideal

dos menores [ x [ de ¥ como sendo o feixe de ideais Z;(1)) C Ox que é a

NeeoN e — o,

imagem do morfismo

induzido por .

Definicao 2.11 O k-ésimo ideal de Fitting de um feixe coerente F é o feixe
de ideais dado localmente como Z, (1) para alguma representacao de F

(veja [12], pagina 221).

Seja m um inteiro tal que n > 2. Seja C' C P} uma curva reduzida
de Gorenstein e X C (' o subesquema das singularidades de C. Por
defini¢ao, ¥ é o subesquema de C' tal que 7y ¢ ® we € a imagem do mapa
canonico Qf — we. Se C' € localmente de interse¢io completa, entao Iy ¢ é
simplesmente o primeiro ideal Fitting de Q.

De fato, da seqiiéncia exata

9 v E ﬁ
T ks Q$Z|C —_— Qé — 0, (2-14)
Cpn

induzimos o morfismo

n—1 IC[pm n
"k 1 1
N o=\ e
c.py

n—1 IC,]P’L‘ v
——)" fornece o morfismo

que tensorizado por (/\ 7
Cpn

Pelo Teorema 7.11 em [5], pagina 245, temos que

we = /\n le ® (/\n_1 IC’PZ)V

T2 on
C,Py

e portanto induzimos o morfismo Q}; — we cuja imagem ¢é Ty, c @ we. Desta

construgao do morfismo Q}, — we, segue que Iy, ¢ é o primeiro ideal de
. . 1

Fitting de Q.
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Observacao 2.12 Se ' é uma curva irredutivel, nao necessariamente

Gorenstein, J. Lipman constroi em [7] um homomorfismo
Tre : HY(QG) — k,

e segue da propriedade de dualidade de ws que o homomorfismo Tre
corresponde a um mapa

QIC — Wc.
Se a curva nao for irredutivel mas for reduzida, entao consideramos a soma
dos mapas tragos de suas componentes,

> Tre,

HY Q) — @, H' (2, k,

onde os C}; sao as componentes irredutiveis de C' e o primeiro homomorfismo
¢ o mapa de restricao de formas.
O mapa Q} — wc também pode ser obtido usando as diferenciais

regulares de Rosenlicht, para tal construgao veja [3].

Se denotamos por T'(Q}) o feixe de tor¢ao de Q, como C' ¢ reduzida,

obtemos a seqiiéncia exata

we

0— T(QL) — QL »we — ——C ., 2-15
(@) = b = we = (2-15)
ou ainda, o isomorfismo
Q¢
=~ 7. . 2-16
T T 19

Sejam 7 : Q]%"Z — Opp(m — 1) um campo vetorial niao nulo e S o lugar
singular de 7. Suponhamos que C' C P} é uma curva reduzida e invariante
por 7. Entdo existe um campo vetorial ¢ : Q5 — Oc(m — 1) que torna o

diagrama abaixo comutativo

c.py g o |

n
n —>QIP‘Z|C — Oc(m — 1)
k

Qlc —<p> Oc(m — 1)
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A imagem de 7 ¢ por definigio Zspp(m — 1), e portanto como a
composicao le — QL & sobrejetiva, a imagem de ¢ é Zsnc,c(m — 1).

Suponha que dim(SNC') = 0. Como C é uma curva reduzida, o nicleo
de p & T(Q).

Destas observagoes temos a seguinte seqiiéncia exata

Oc(m —1)
0— T(QL) — QL 5 Oc(m — 1) —» —< —0, 2-17
(@) = 2 2 Octm— 1) — z oo 217
ou ainda, o isomorfismo
Qo
=7, —1). 2-1
) snce(m —1) (2-18)

Dos isomorfismos (2-16) e (2-18) e das seqiiéncias (2-15) e (2-17)

obtemos a seguinte seqiiéncia exata curta
0— IZ,C QS wo — Oc(m — 1) — Ogmc(m — 1) — 0. (2—19)

Teorema 2.13 Sejam n > 2 e C C P} uma curva. Suponha que C
é reduzida, aritmeticamente Cohen—Macaulay, subcandénica e de grau d.
Assuma que k € um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0
com p t d. Sejam ¥ o subesquema das singularidades de C, o = reg(X%),
r:=reg(C) e p:= o —r+ 2. Suponha que C' é uma curva invariante por
um campo vetorial de P} de grau m. Se dim(SNC) =0, onde S € o lugar

singular do campo, entao

m+1, se p<0
r<
m+1+p, sep>0

Demonstracao: Suponhamos que p > 0. Como r é a regularidade de C' e

r+p—12>r, temos
H*(Zepp(r =3+ p)) = H(Zepp((r+p—1) = 2)) = 0.
Por outro lado, segue da definicao de o que
H' (Zspp(r —3+p)) = H' (Zgpp(o — 1)) = 0.
Tensorizando a seqiiéncia exata curta

O — ICPE — IZ,PZ — szc — 0 (2—20)
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por Opr(r — 3 + p), e tomando a cohomologia, obtemos a seqiiéncia exata
H' (Zspr(r —34p)) = H' (Zgo(r —3+p)) — H*(Zepr (r —3+p))

donde segue que H'(Zs o(r — 3+ p)) = 0.
Como, pelo Corolario 1.26, o feixe dualizante de C' é we = O¢(r — 3),
considerando a seqiiéncia de cohomologia da seqiiéncia exata curta (2-19)

tensorizada por Opr (p), obtemos a seqiiéncia exata
H' (Zs,o(r =3+ p)) = H(Oc(m — 1+ p)) = H' (Osnc(m — 1+ p)).

Observemos que, como S N C ¢ finito, temos H(Osnc(m — 1+ p)) =0, e
portanto
HY(Oc(m —1+p)) =0. (2-21)

Guardemos (2-21) para usé-la mais adiante. Agora, consideremos o
caso em que p < 0. Entdo r — 2 = 0 — p > o, e pela definicao de o temos
que

H'(Zgpn(r —3)) = 0. (2-22)

Tomando cohomologia na seqiiéncia exata curta (2-19) vemos que o homo-

morfismo

HY(Zs c(r — 3)) — H'(Oc(m — 1))

é sobrejetivo. Por outro lado, tomando a cohomologia na seqiiéncia exata
0— T(Q) — Qf — Isc(r—3)—0,
temos a seqiiéncia exata:
HY(T(Qp)) — H' Q) — H (Isc(r — 3)) — H(T(Qp))-
Como T(Q) tem suporte finito, temos que o mapa
HY Q) — H' (Zspp (r — 3))

é um isomorfismo.
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Consideremos entao o diagrama comutativo

HY (k) " HY(Opp (m — 1)) =0

1 l

(L) — 2 HY(Op(m — 1))

lz/

H' (Zs o(r — 3))

onde, como vimos, o mapa inclinado é sobrejetivo, e o mapa vertical
inferior é um isomorfismo. Assim, H(p) é sobrejetivo. Por hipotese, k é
um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0, ou p > 0 com p 1 d.
Entao podemos usar o Teorema 1.15 ou o Teorema 1.16 e afirmar que ¢
¢ um homomorfismo diferente de zero. Logo existe v € H'(Qpy) tal que
a := 1(y) # 0. Por outro lado a imagem de a em H'(Oc(m — 1)) é
zero, pois, pelo Teorema 1.3, Hl(Opg(m — 1)) = 0. Se provarmos que
HY(Zs o(r — 3)) = k, entdo a serd um gerador do grupo de cohomologia

H'(Q}), e como o homomorfismo H () é sobrejetivo, teremos entdo que
HY(Og(m —1)) = 0. (2-23)
Provemos agora que H'(Zs o(r — 3)) & k. Pelo Teorema 1.3, temos
H'(P, Opn(r — 3)) = 0 para i = 1,2. Pela seqiiéncia exata de cohomologia
H'(Py, Opp(r —3)) — HY(C,0c(r - 3)) — HQ(PZaIC,Pg(T —3)) —

— H*(P}, Opr (1 — 3))

obtida da seqiiéncia exata

0— IC,IP‘Z(T — 3) — Opz(T — 3) — Oc(’f’ — 3) — O,

temos que
H* (P, Zepp(r—3)) = HYC,0c(r —3))
~ HYC,0c(—r+3)®wc) (Teorema 1.5)
= HYC,0c(—r+3)® Oc(r —3)) (Hipotese)
= H°C,O¢)

k (Proposicao 1.1).
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Tomando cohomologia na seqiiéncia exata (2-20) tensorizada por Opy (r—3),

obtemos a seqiiéncia exata

H' (Zgpp(r—3)) — H'(Zs,c(r—3)) — H*(Zepp(r—3)) — H*(Ispn(r—3)).

Agora, H*(P}, Iy pr (r — 3)) = 0 pelo Lema 1.14. Logo, segue de (2-22) que
HY(C, Iy o(r — 3)) = H*(Py, Zopp(r — 3)) = k.

Finalmente, usaremos agora as igualdades (2-21) e (2-23) para provar
as desigualdades enunciadas no teorema. Sendo C' uma curva a.C.M., temos
pela Proposicao 1.24 que a regularidade de C' é o menor inteiro positivo r
para o qual H'(O¢pp(r — 2)) = 0. Conseqiientemente, segue de (2-21) e
(2-23) que a regularidade de C' satisfaz as desigualdades do teorema.

O

Observagao 2.14 As hipdteses de C' ser uma curva aritmeticamente
Cohen—Macaulay e subcanonica no Teorema 2.13 sao muito restritivas. En-
tretanto, como a hipdtese de a curva C' ser subcandnica nao aparece no
Teorema 0.1 de E. Esteves [17] nos suspeitamos de que ela nao seja real-
mente necessaria. Por outro lado, como mostra o Exemplo 2.16, a hipotese
de C' ser aritmeticamente Cohen—Macaulay é necessaria para termos as cotas

apresentadas no teorema.

Exemplo 2.15 Curvas lisas de género g mergulhadas em P} por um sis-
tema linear completo de grau d > 2¢g sao exemplos de curvas aritmetica-
mente Cohen-Macaulay. Além disso, curvas lisas mergulhadas em P} pelo

sistema canonico sdo subcanonicas. (veja o Exemplo 4 de [21], pagina 468)

Exemplo 2.16 Para cada inteiro d > 2 consideremos o mergulho

IP’,%; — Pz

(x:y) — (2¢:2%?

yayttyd)

e seja Cy a sua imagem. A curva Cj ¢ lisa e definida em P3 por
X1 Xy — XoXs, X&' XoXxd7? X - X X2

Consideremos o campo vetorial 1y de grau 1 em P} induzido por

dXoc?O + (d — 2)X181 - (d - 2)X282 - dX383.

Observemos que o campo 7y deixa a curva Cy invariante.
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Como as curvas C; nao sao aritmeticamente Cohen—Macaulay se
d > 3, vemos que a hipotese de C ser aritmeticamente Cohen—Macaulay
no Teorema 2.13 é realmente necessaria.

Este exemplo pode ser encontrado na Observagao 21 de [17].

Observacao 2.17 No Teorema 2.13 o nosso foco ¢ nas folheagoes, mas as
desigualdades obtidas podem ser vistas sob o angulo das curvas. Desta forma
elas fornecem cotas inferiores que dizem quao singular sao estas curvas. Este
angulo é exatamente o estudado por Du Plessis e Wall para curvas planas
em [13].

Proposicao 2.18 Assuma as hipdteses do Teorema 2.13. Suponha que
r>5sem=1er>mn—n+4sem>1. SeS é um conjunto finito,

entaor =m+ 1+ p.
Demonstracao: Segue da hipotese que » > m + 2. De fato,
nm—1)+4>2(m—1)+4>m+2.

Entao r < m+41+p, pelo Teorema 2.13. Devemos provar que » > m+1+p.

Pelo Teorema 2.10, a regularidade de § é mn — n + 2. Portanto
H'(Zspr(i—1)) =0 se i >mn—n+2.

Observemos que, como S é finito, H'(S,Zsc.s(j)) = 0 para todo j € Z.

Tomando a cohomologia da seqiiéncia exata
0 — Zspp(j) — Zsnorp (§) — Zsnos(j) — 0,
obtemos uma seqiiéncia exata
H' (Zspr(j)) = H' (Zsncpr (7)) — H' (Zsne.s(d)), (2-24)

e portanto H*(Zsncpp(i —1)) =0 se i > mn —n + 2.
Defina j :=m+p—2. Como r < m -+ 1+ p temos

j+l=m+14+p—-2>2r—-2>2mn—-—n+4—-2=mn—n-+2,
donde concluimos, usando a exatidao de (2-24), que

H' (Zsncpp(j)) = H' (Zsnepr(j+1—1)) = 0.
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Agora, da seqiiéncia exata longa de cohomologia da seqiiéncia exata

curta

0 — Zepr(j) — Zsnorr(j) — Zsnoc(j) — 0,

obtemos a seqiiéncia exata
H'(Zepy (7)) — H' (Zsnery (7)) — H' (Zsne,o(f) — H* (Zepp (). (2-25)

Se H'Y(Zsncc(j)) # 0, entdao pela exatidio de (2-25), e como
H' (Zsncpp(j)) = 0, temos que H*(Zepp(j)) # 0, e portanto j 42 < r, isto
€,

r>j+3=m+p+1.

Provemos entao que H'(Zsnc,c(j7)) # 0. Dos isomorfismos (2-16) e

(2-18), e usando que we = O¢(r — 3), temos
Isc(r —3) 2 Isncc(m — 1),
e portanto
HY (Zsncolm+p—2) 2 H (Zsc(r —3+p—1)) = H (Isc(o — 2)).

Basta entdo provarmos que H'(Zs c(o — 2)) # 0.
Tomando a cohomologia da seqiiéncia exata (2-20) tensorizada por

Opp (0 — 2), obtemos a seqiiéncia exata
H' (Zopr(0 —2)) = H' (Ispr(0 —2)) = H' (Is,c(0 — 2)). (2-26)
Da hipotese, r > m + 4. De fato,
nim—1)44>2m—-1)+4d=m+(m-2)+4>m+4
se m > 1. Logo
r<m+p+l=m+34+oc—r<m+3+oc—m—-—-4=0-—1,
e como r ¢ a regularidade de C' temos que
H' (Zepn(0 —2)) = H' (Zepn((0 — 1) —1)) = 0.

Por defini¢do, o é o menor inteiro tal que Zypp é o-regular. Logo, pelo

Lema 1.14, podemos afirmar que H'(Zgpr(o — 2)) # 0. Segue entdo da
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exatidao de (2-26) que H'(Zs c(c — 2)) # 0. O

Corolario 2.19 Seja C' C P" uma curva reduzida de grau d. Suponha que
k € um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 com p 1 d.
Suponha que C € uma intersecao completa de hipersuperficies de graus
dy,dg,---,d,_1, € que C € invariante por um campo vetorial de P} de grau
m. Sejam ¥ o lugar dos pontos singulares de C, o := reg(%), r := reg(C)
ep:=c—r+2 Sedim(SNC) =0, onde S € o lugar singular do campo,

entao
m4n—1, se p<0

di+...+d1 <
m+n—1+p, sep>0

Demonstracao: Como C' é uma interse¢cao completa em P}, temos que C
é a.C.M pelo Lema 1.13, e subcanonica pelo Coroléario 1.27. Também pelo
Corolario 1.27, a regularidade de C' é d; + --- + d,,_1 — n + 2. O corolario

segue entao do Teorema 2.13. U

Lema 2.20 Seja C' C P} uma curva integral, a.C.M. e subcandnica. Seja
Y C C o subesquema das singularidades de C. Se C tem somente nds

ordindrios por singularidades, entdo reg(¥X) < reg(C) — 2.
Demonstragao: Como C'é a.C.M. e subcanodnica, pelo Corolario 1.26 temos
we = Oc(r — 3), onde r :=reg(C).

Seja C a normalizacao de C' e 7 : C—Co mapa de normalizagao.

Como C' s6 tem noés ordinarios, uma anélise local mostra que o mapa
ey 1
n: Qe — mls

é sobrejetivo, e o seu niicleo é exatamente o feixe de torcao, isto é, temos a

seqiiéncia exata curta
0— T(Q) — Qt — W*Qla — 0.
Portanto, pela seqiiéncia exata curta
0— T(Q};) — Q}; — Iy c @we — 0,
vemos que Iy ¢ ® we = W*Qla. Assim,
H'(Zsc(r—3)) = H'(Isc ®we) = H' (m.5) = H' (Q5) = k,

onde o ultimo isomorfismo decorre da hipdtese que C' é integral.
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Observe que H'(Ox(r — 3)) = 0, pois 2 ¢é finito. Assim, tomando a

seqiiéncia exata longa de cohomologia de
0 —Isc®uwe M oo &OZ(T—?)) — 0

obtemos uma seqiiéncia exata:

Hwe) ) HO(Og(r — 3)) — H' (Ts.o(r — 3)) %) H'(we) — 0.

Como

HYwe) = H%w;'®we)  (pelo Teorem 1.5)
H°(Oc)

k (pela Proposigao 1.1)
HY(Zs o(r — 3))

I

segue que H'(py) ¢ um isomorfismo, e portanto H°(up) é um homomor-
fismo sobrejetivo. Além disso, como C é a.C.M., temos do Lema 1.10 que
H°(Opp(m)) — H(Oc(m)) é sobrejetivo para todo m € Z. Pelo diagrama

comutativo

HO(Opy (r — 3)) HO(Os(r — 3))

H(u2)
H(Oc(r - 3))
concluimos que
H*(Opy (r = 3)) — H*(Os(r — 3))

¢ um homomorfismo sobrejetivo. Da seqiiéncia exata longa de cohomologia

obtida da seqiiéncia exata curta
O—>IE7PZ —>OPZ — Ox — 0
tensorizada por Opr (r — 3), obtemos a seqiiéncia exata
HO(OPZ(T —3)) — H(Og(r — 3)) — Hl(ZngZ(r -3)) — Hl(OPZ(r —3)).

Segue que H'(Zspn(r —3)) = 0, ja que H'(Opy(r —3)) = 0 e o primeiro

homomorfismo é sobrejetivo. Como a regularidade é um nimero positivo,
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usamos o Lema 1.14 para concluir que reg(X) < reg(C) — 2. O

Corolario 2.21 Seja C' C P} uma curva integral que tem somente nds
ordindrios por singularidades. Suponha que C é a.C.M. e subcandnica. Se
C' é invariante por um campo vetorial de grau m e a caracteristica de k é

p >0 com ptdeg(C), entao r < m+ 1.
Demonstracgao: Basta usar o Lema 2.20 e o Teorema 2.13. 0

Se, além das condicoes pedidas no Corolario 2.21, temos que C é
intersecao completa de hipersuperficies de graus d,...,d,_1, entao segue

do Corolario 2.21 e do Corolério 1.27 que

d1+---+dn_1§(m—1)+n.
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