
1Resultados PreliminaresNeste trabalho k sempre denotará um 
orpo algebri
amente fe
hadode 
ara
terísti
a p ≥ 0 e Pnk denotará o n-espaço projetivo sobre k.Neste 
apítulo apresentaremos de�nições e resultados gerais que serãoutilizados nos 
apítulos seguintes.1.1CohomologiaProposição 1.1 Seja k um 
orpo algebri
amente fe
hado. Se X é umesquema sobre k, próprio, reduzido e 
onexo, então H0(X,OX) = k.Demonstração: Suponhamos ini
ialmente que X é irredutível. Podemos
onsiderar H0(X,OX) ⊆ k(X). Como X é reduzido e próprio segue que
H0(X,OX) é um k-espaço vetorial de dimensão �nita (veja Teorema II.5.19em [5℄). Logo, da hipótese sobre k, segue que H0(X,OX) = k.Suponhamos agora que X é redutível. Sejam X1, . . . , Xr as 
ompo-nentes irredutíveis deX. Temos queH0(Xi,OXi

) = k para todo i = 1, . . . , r.Consideremos a ∈ H0(X,OX) e ai := a|Xi
∈ k. Se Xi ∩ Xj 6= ∅, e

xij ∈ Xi ∩ Xj é um ponto fe
hado, então o valor de a neste ponto mostraque ai = aj . Como X é 
onexo, segue que a = ai para todo i.
�A demonstração da Proposição 1.1 é dada por Kenji Ueno napágina 126 de [18℄.Teorema 1.2 (Grothendie
k) Seja X um espaço topológi
o Noetherianode dimensão n. Então para todo i > n e todo feixe de grupos abelianos Fsobre X, temos que H i(X,F) = 0Demonstração: Ver [5℄, Teorema 2.7, p. 208.
�
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os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 15Teorema 1.3 Sejam n ≥ 1 e X := Pnk . Então:(a) k[X0, . . . , Xn] ∼=
⊕

m∈Z

H0(X,OX(m)) 
omo anéis graduados,(b) H i(X,OX(m)) = 0 para i = 1, . . . , n− 1 e para todo m ∈ Z,(
) Hn(X,OX(m)) ∼= H0(X,OX(−m− n− 1))′ para todo m ∈ Z.Demonstração: Ver [5℄, Teorema 5.1, p. 225.
�De�nição 1.4 Seja X um esquema próprio de dimensão n sobre um 
orpo

k. Um feixe dualizante para X é um feixe 
oerente ωX , juntamente 
om ummor�smo t : Hn(X,ωX) → k, tal que para todo feixe 
oerente F sobre X,a paridade natural
Hom(F , ωX) ×Hn(X,F) → Hn(X,ωX),seguida por t determina um isomor�smo

Hom(F , ωX)
∼
→ Hn(X,F)

′

.Se X um esquema projetivo sobre k, então X tem um feixe dualizante(veja [5℄, Proposição 7.5, p. 242).Teorema 1.5 Seja X um esquema projetivo sobre k, Cohen�Ma
aulay e deequidimensão n. Então para 
ada feixe lo
almente livre F sobre X existemisomor�smos naturais
H i(X,F) ∼= Hn−i(X,F∨ ⊗ ωX)′.Demonstração: Ver [5℄, Corolário 7.7, p. 244.

�Seja Y um esquema sobre um 
orpo k. Se b é um número inteiropositivo, então Ωb
Y denotará o b-ésimo produto exterior de Ω1

Y , ou seja,
Ωb
Y :=

∧b Ω1
Y .Façamos R denotar o anel graduado k[X0, . . . , Xn] e Rl denotar oespaço vetorial de todos os polin�mios homogêneos de grau l nas variáveis

X0, . . . , Xn, para 
ada l ∈ Z, l ≥ 0 . Consideremos o R-módulo graduado

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124796/CB
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R(−1)n+1. Sejam e0, . . . , en formando a base 
an�ni
a de R(−1)n+1. Temosa seqüên
ia exata de R-módulos graduados

0 −→M −→ R(−1)n+1 ψ
−→ R −→ 0 (1-1)onde ψ é determinado por ψ(ei) = Xi e M é o nú
leo de ψ. Tomando osfeixes asso
iados a estes módulos, obtemos a seqüên
ia exata de Euler (veja[5℄, Teorema 8.13, página 176):

0 // Ω1
P

n
k

// OPn
k
(−1)⊕n+1

eψ
// OP

n
k

// 0. (1-2)Para 
ada j = 2, . . . , n, de�nimos os mor�smos:
ψj :

∧j OP
n
k
(−1)⊕n+1 →

∧j−1
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)

v1 ∧ . . . ∧ vj 7→

j∑

i=1

(−1)i+1ψ̃(vi)v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vj(1-3)induzido pelo mor�smo sobrejetivo ψ̃ da seqüên
ia de Euler (1-2). Façamos
ψ1 := ψ̃. Da de�nição de ψj segue que Ωj

P
n
k

⊆ Ker(ψj) para 
ada
j = 1, . . . , n. Além disso, se v1, . . . , vj−1 são seções lo
ais de Ω1

P
n
k
, então

ψj(v ∧ v1 ∧ . . . ∧ vj−1) = ψ̃(v)v1 ∧ . . . ∧ vj−1para toda seção lo
al v de O⊕n+1
P

n
k

. Logo, 
omo ψ̃ é sobrejetivo, podemosgarantir que Ωj−1
P

n
k

⊆ Im(ψj) para 
ada j = 2, . . . , n. Por outro lado, seguediretamente da de�nição que ψj−1ψj = 0. Assim, temos que
Ωj−1

P
n
k

⊆ Im(ψj) ⊆ Ker(ψj−1).De (1-2) temos que
Ker(ψ1) = Ker(ψ̃) = Ω1

P
n
k
.Suponha por indução que Ker(ψj−1) = Ωj−1

P
n
k
. Segue então que

Im(ψj) = Ωj−1
P

n
k
. E portanto Ker(ψj) é lo
almente livre. Comparandoos postos, veri�
amos que o posto de Ker(ψj) é igual ao de Ωj

P
n
k
.Seja K := Ker(ψj). Das in
lusões de feixes

Ωj
P

n
k
⊆ K e Ωj

P
n
k
⊆

∧j

OP
n
k
(−1)⊕n+1,obtemos a seguinte seqüên
ia exata:
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0 →

K

Ωj
P

n
k

→

∧j
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)

Ωj
P

n
k

→

∧j
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)

K
→ 0. (1-4)Da seqüên
ia exata (1-2), segue que para 
ada j = 1, . . . , n e para 
ada

x ∈ Pnk o mor�smo
∧j

Ω1
P

n
k
|{x} −→

∧j
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)
|{x}é injetivo. Portanto o 
onú
leo do homomor�smo a
ima é lo
almente livre(veja Proposição 1.16, na página 27 de [11℄), ou seja,

∧j
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)
/Ωj

Pn
ké lo
almente livre. Como

∧j
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)
/K ≃ Im(ψj) = Ωj−1

Pn
k
,segue que este quo
iente é um feixe lo
almente livre.Da seqüên
ia exata (1-4) temos que K/Ωj

P
n
k
é um somando de feixeslo
almente livres, logo é um feixe lo
almente livre. Além disso, da seqüên
iaexata

0 → Ωj
Pn

k
→ K →

K

Ωj
P

n
k

→ 0, (1-5)segue que o posto de K/Ωj
P

n
k
é zero e portanto que K/Ωj

P
n
k

= 0, ou seja,
Ker(ψj) = Ωj

P
n
k
. Com isto, provamos a existên
ia da seguinte seqüên
iaexata:

0 → Ωj
P

n
k
→

∧j
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)
→ Ωj−1

P
n
k

→ 0. (1-6)Esta seqüên
ia será usada na prova do próximo resultado.Teorema 1.6 (Fórmulas de Bott) Sejam inteiros n > 0, i > 0 e
j = 0, 1, . . . , n.(a) Temos

H i(Pnk ,Ω
j
P

n
k
) = 0, se i 6= j ou i > n

H i(Pnk ,Ω
i
P

n
k
) ∼= k, se 0 ≤ i ≤ n
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 18(b) Se l é um inteiro diferente de zero, então
H i(Pnk ,Ω

j
Pn

k
(l)) 6= 0 ⇔






i = 0 e l > jou
i = n e l < j − nDemonstração: Para j = 0 o teorema segue do Teorema 1.3. Para j = ntambém, observando que Ωn

P
n
k

∼= OP
n
k
(−n − 1) (veja [5℄, Exemplo II.8.20.1,página 182).Seja l um inteiro. Tensorizando a seqüên
ia de Euler (1-2) por OP

n
k
(l)e tomando a seqüên
ia longa em 
ohomologia, obtemos para i = 1, . . . , n,as seqüên
ias exatas

H i−1(OP
n
k
(l)) → H i(Ω1

P
n
k
(l)) →

n+1⊕

i=1

H i(OP
n
k
(l − 1)) → H i(OP

n
k
(l)) (1-7)

0 → H0(Ω1
Pn

k
(l)) →

n+1⊕

i=1

H0(OP
n
k
(l − 1)) → H0(OP

n
k
(l)) → H1(Ω1

Pn
k
(l)) (1-8)Vamos 
onsiderar ini
ialmente o 
aso j = 1. Mostremos (a) primeiro.Faça l = 0 em (1-7) e (1-8). Da exatidão de (1-8) segue que H0(Ω1
P

n
k
) = 0.Por outro lado, se i ≥ 2 então H i−1(OPn

k
) = 0 e H i(OPn

k
(−1)) = 0pelo Teorema 1.3, e portanto segue da exatidão de (1-7) que H i(Ω1

Pn
k
) = 0.Finalmente, da seqüên
ia exata

0 =

n+1⊕

i=1

H0(OP
n
k
(−1)) → H0(OP

n
k
) → H1(Ω1

Pn
k
) →

n+1⊕

i=1

H1(OP
n
k
(−1)) = 0temos que H1(Ω1

P
n
k
) ∼= H0(OP

n
k
) ∼= k.Mostremos (b) agora. Faça l 6= 0 em (1-7) e (1-8). Se i = 2, . . . , n− 1então H i(OP

n
k
(l − 1)) = 0 e H i−1(OP

n
k
(l)) = 0 pelo Teorema 1.3, e portantosegue da exatidão de (1-7) que H i(Ω1

P
n
k
(l)) = 0. Resta agora estudar os 
asosem que i = 0, i = 1 e i = n.Vamos 
omeçar analisando o 
aso i = n. Suponhamos que l ≥ 1 − n.Pelo Teorema 1.3, temos que Hn(OP

n
k
(l − 1)) = 0 e Hn−1(OP

n
k
(l)) = 0.Fazendo i = n na seqüên
ia (1-7), vemos que Hn(Ω1

P
n
k
(l)) = 0.Suponhamos agora que l = −n. Então, pelo Teorema 1.3, temos que

Hn−1(OP
n
k
(−n)) = 0, Hn(OP

n
k
(−n)) = 0 e Hn(OP

n
k
(−n − 1)) = k. Daexatidão da seqüên
ia (1-7) segue que Hn(Ω1

Pn
k
(−n)) ∼= kn+1.Por último, suponha l < −n. Suponhamos por absurdo que

Hn(Ω1
P

n
k
(l)) = 0. Como a seqüên
ia (1-7) é exata, teríamos um homo-
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 19mor�smo injetivo
n+1⊕

i=1

Hn(OP
n
k
(l − 1)) → Hn(OP

n
k
(l)).Mas, pelo Teorema 1.3, temos que

dim
( n+1⊕

i=1

Hn(OP
n
k
(l−1))

)
= (n+1)

(
−l

n

)
>

(
−l − 1

n

)
= dim

(
Hn(OP

n
k
(l))

)
,um absurdo. Logo Hn(Ω1

P
n
k
(l)) 6= 0.Vejamos o 
aso i = 0. Se l < 1, então segue da exatidão de (1-8) e doTeorema 1.3 que H0(Ω1

P
n
k
(l)) = 0. Por outro lado, se l > 1 então, usandoum ra
io
ínio análogo ao do parágrafo anterior, que não repetiremos aqui,mostra-se que H0(Ω1

Pn
k
(l)) 6= 0.Se l = 1, então o último homomor�smo em (1-8) é sobrejetivo pois

H1(OP
n
k
) = 0. Por outro lado, o penúltimo homomor�smo

n+1⊕

i=1

H0(OP
n
k
) → H0(OP

n
k
(1))é um isomor�smo pois ele 
orresponde ao produto

H0(OPn
k
) ⊗H0(OPn

k
(1)) → H0(OPn

k
(1)).Da seqüên
ia (1-8) 
on
luímos que H1(Ω1

P
n
k
(1)) = 0 e H0(Ω1

P
n
k
(1)) = 0.Finalmente, suponha i = 1. Se n = 1, este é o 
aso i = n játratado. Logo, podemos supor n > 1. Então temos do Teorema 1.3 que

H1(OP
n
k
(l)) = 0, e portanto o último homomor�smo de (1-8) é sobrejetivo.Da exatidão de (1-8) segue que H1(Ω1

P
n
k
(l)) = 0 se l < 0.Por outro lado, se l > 0, então o penúltimo homomor�smo em (1-8)também é sobrejetivo, pois 
orresponde ao produto

H0(OP
n
k
(l − 1)) ⊗H0(OP

n
k
(1)) → H0(OP

n
k
(l)),e todo polin�mio homogêneo de grau positivo perten
e ao ideal

(X0, . . . , Xn). Segue também então que H1(Ω1
P

n
k
(l)) = 0. Isto terminaa prova para j = 1.Se n ≤ 2 o teorema está provado. Suponha agora que n > 2. Como oteorema vale para j = 1, também vale para j = n − 1. De fato, o produto
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iais nos dá um emparelhamento perfeito,
Ωu

P
n
k
⊗ Ωn−u

P
n
k

→ Ωn
P

n
kpara todo u = 1, . . . , n − 1. Em outras palavras, temos um isomor�smonatural

Ωu
P

n
k

∼= (Ωn−u
Pn

k
)∨ ⊗ Ωn

P
n
k
.Como Ωn

P
n
k
é o feixe dualizante de Pnk , temos do Teorema 1.5 que

H i(Ωn−u
P

n
k

(l)) ∼= Hn−i(Ωu
P

n
k
(−l))′ para todo l. (1-9)Usando o isomor�smo a
ima pra u = 1 derivamos o teorema para j = n− 1do já provado 
aso j = 1.Se n ≤ 3 o teorema já está provado. Suponhamos então que n ≥ 4e 2 ≤ j ≤ n − 2. Tor
endo a seqüên
ia (1-6) por l, obtemos para 
ada

j = 2, . . . , n a seqüên
ia exata:
0 → Ωj

Pn
k
(l) →

∧j
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)
(l) → Ωj−1

Pn
k

(l) → 0. (1-10)Observemos que
j∧

(OP
n
k
(−1)⊕n+1) ∼= OP

n
k
(−j)⊕(n+1

j ).Da seqüên
ia longa de 
ohomologia de (1-10) e do Teorema 1.3,obtemos:
H i(Ωj

P
n
k
(l)) ∼= H i−1(Ωj−1

P
n
k

(l))para i = 2, . . . , n− 1. Portanto, 
on
luímos que
H i(Pnk ,Ω

j
P

n
k
(l)) ∼=

{
H i−j+1(Pnk ,Ω

1
Pn

k
(l)) se i ≥ j

H i+n−j−1(Pnk ,Ω
n−1
P

n
k

(l)) se i < jpara i = 2, . . . , n − 1. Logo, se i ≥ j o teorema segue do 
aso j = 1 jáprovado, e se i < j o teorema segue do 
aso j = n − 1. Com isto, restaanalisarmos os 
asos i = 0, i = 1 e i = n.O 
aso i = 1 segue do 
aso i = n − 1, já provado, através dosisomor�smos (1-9), 
om j no lugar de u.Passemos agora ao 
aso i = 0. Re
ordemos que 2 ≤ j ≤ n − 2.Suponhamos primeiro que l− j ≤ −1. Da 
ohomologia da seqüên
ia (1-10)
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H0(Ωj

P
n
k
(l)) → H0

(∧j (
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)
(l)

)
.Como

H0
(∧j (

OP
n
k
(−1)⊕n+1

)
(l)

)
= ⊕H0(OP

n
k
(l − j))e, pelo Teorema 1.3, H0(OP

n
k
(l − j)) = 0, 
on
luímos que H0(Ωj

P
n
k
(l)) = 0.Suponhamos agora que l = j. Para u = 0 ou u = 1, pelo Teorema 1.3,temos que

Hu
(∧j+1 (

OP
n
k
(−1)⊕n+1

)
(j)

)
= ⊕Hu(OP

n
k
(−1)) = 0.Da 
ohomologia da seqüên
ia (1-10) temos então que

H0(Ωj
P

n
k
(j)) ∼= H1(Ωj+1

P
n
k

(j)).Do 
aso i = 1, segue que H1(Ωj+1
P

n
k

(j)) = 0. Logo H0(Ωj
P

n
k
(j)) = 0Suponhamos agora que l = j+1. Para provarmos que H0(Ωj

Pn
k
(l)) 6= 0,
onsideremos o mor�smo ψj ⊗ OPn

k
(j + 1) (veja 1-3). Dele obtemos ohomomor�smo

⊕H0(Pnk ,OP
n
k
(1))

H0(ψj⊗OPn
k
(j+1))

// ⊕H0(Pnk ,OP
n
k
(2))

Pi1,...,ijei1 ∧ . . . ∧ eij
� //

j∑

v=1

(−1)v+1XivPi1,...,ijei1 ∧ . . . ∧ êiv ∧ . . . ∧ eij .O nú
leo deste homomor�smo não é zero, pois a imagem de
j∑

i=0

(−1)iXi e0 ∧ . . . ∧ êi ∧ . . . ∧ ejé zero. Consideremos o diagrama 
omutativo:
H0

(∧j
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)
(j + 1)

)
δ

//

H0
�
ψj⊗OPn

k
(j+1)

�
++W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

H0
(
Ωj−1

P
n
k

(j + 1)
)

� _

��

H0
(∧j−1 (

OP
n
k
(−1)⊕n+1

)
(j + 1)

)Como Ker
(
H0

(
ψj ⊗OP

n
k
(j + 1)

)) é não trivial, e 
omo o homomor�smo
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al é injetivo, segue que Ker(δ) é não trivial. Mas, tomando 
ohomologiana seqüên
ia (1-10), temos que Ker(δ) = H0(Ωj
P

n
k
(j + 1)). Segue que

H0(Ωj
P

n
k
(j + 1)) 6= 0.Finalmente, suponha que l > j + 1. Seja H ⊆ Pnk uma hipersuperfí
iede grau l − j − 1. Então H induz um homomor�smo injetivo

Ωj
P

n
k
(j + 1) H

// Ωj
P

n
k
(l) .Como H0(Ωj

P
n
k
(j + 1)) 6= 0, segue que H0(Ωj

P
n
k
(l)) 6= 0.Consideremos agora o último 
aso: i = n. Re
ordemos que

2 ≤ j ≤ n − 2. Usando os isomor�smos (1-9) para i = n e u = n− j, eo 
aso i = 0 já provado, temos que Hn(Ωj
P

n
k
(l)) 6= 0, se l < j − n.Finalmente, suponha que l ≥ j−n. Da seqüên
ia longa de 
ohomologiade (1-10), obtemos a seqüên
ia exata:

Hn−1(Ωj−1
P

n
k

(l)) → Hn(Ωj
P

n
k
(l)) → Hn

(∧j
(
OP

n
k
(−1)⊕n+1

)
(l)

)
.Já provamos que Hn−1(Ωj−1

P
n
k

(l)) = 0 para todo l ∈ Z. Pelo Teorema 1.3temos que Hn(OP
n
k
(−j + l)) = 0, pois l ≥ j − n. Portanto Hn(Ωj

P
n
k
(l)) = 0.

�Uma outra prova do Teorema 1.6 é dada em [4℄, Teorema 1.1 na página40. Sejam Y um subesquema fe
hado de um esquema X e i : Y → X omor�smo de in
lusão. O nú
leo do mor�smo de feixes i# : OX → i∗OY serádenotado por IY,X . O feixe IY,X é dito o feixe de ideais de Y em X.De�nição 1.7 Seja R := k[X0, . . . , Xn]. Considere X ⊆ Pnk umsubesquema fe
hado e I ⊆ R um ideal homogêneo.(a) Se Ĩ = IX,Pn
k
, então I é dito um ideal de de�nição de X.(b) A saturação de I é o ideal homogêneo

I := {F ∈ R | ∀ i ∈ {0, . . . , n}, ∃ r ≥ 0 tal que Xr
i F ∈ I}.(
) Se I = I, então I é dito um ideal saturado.Se I ⊆ R é um ideal homogêneo, então o subesquema de Pnk de�nidopor I e por I são iguais. De fato, pre
isamos apenas mostrar que I

(p)
= I

(p)
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 23para 
ada ideal homogêneo primo p ⊆ R diferente de (X0, . . . , Xn), onde
I

(p)
denota o grupo dos elementos de grau 0 na lo
alizaçao I

p
. Claramente

I
(p)

⊆ I
(p)
. Por outro lado, 
omo p 6= (X0, . . . , Xn), existe i ∈ {0, . . . , n}para o qual Xi /∈ p. Dado a/b ∈ I

(p)
, 
omo a ∈ I, segue que existe r ∈ Z talque Xr

i a ∈ I. Portanto,
a

b
=
Xr
i a

Xr
i b

∈ I
(p)
.Lema 1.8 Se X é um subesquema de Pnk e IX é o seu feixe de ideais, então

I :=
⊕

m∈Z

H0(Pnk , IX(m))é um ideal saturado e é o maior ideal de de�nição de X. Mais pre
isamente,todo ideal de de�nição de X tem saturação I.Demonstração: Como IX é um feixe quase-
oerente, temos que IX = Ĩ(veja Proposição II.5.15 de [5℄). Logo, I é um ideal de de�nição de X.Podemos ver fa
ilmente que para todo ideal I ⊆ R homogêneo,
I é um ideal homogêneo. Portanto, para veri�
armos que I é saturado,basta 
onsiderarmos polin�mios homogêneos. Para 
ada i = 0, . . . , n, seja
Ui ⊆ Pnk o aberto Xi 6= 0. Então

OP
n
k
(Ui) ∼= k[X0, . . . , Xn](Xi),onde k[X0, . . . , Xn](Xi) representa os elementos de grau 0 na lo
alização

k[X0, . . . , Xn]Xi
. Seja F ∈ k[X0, . . . , Xn] um polin�mio homogêneo de grau

d, i.e., F ∈ H0(Pnk ,OP
n
k
(d)). Suponhamos que F ∈ I. Então existe s ≥ 0 talque
Xs
i F ∈

⊕

m∈Z

H0(Pnk , IX(m))para todo i ∈ {1, . . . , n}. Observemos que de fato Xs
i F ∈ H0(Pnk , IX(s+d)),e isto por sua vez impli
a que F |Ui

∈ H0(Ui, IX(d)). Como IX(d) é umsubfeixe de OP
n
k
(d), segue que F ∈ H0(Pnk , IX(d)) ⊆ I. Logo I é saturado.Seja J um ideal de de�nição de X, isto é, tal que J̃ = IX . Então J ⊆ I.E 
omo J̃ = Ĩ, existe um inteiro d ≥ 0 tal que todo F ∈ I homogêneo degrau deg(F ) ≥ d perten
e a J . A�rmamos que I é a saturação de J . Defato, J ⊆ I = I. Por outro lado, se F ∈ I é homogêneo, então Xd

i F ∈ Jpara 
ada i = 0, . . . , n, e portanto F ∈ J .
�
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 24Segue do Lema 1.8 que ⊕
m∈Z

H0(Pnk , IX(m)) é o úni
o ideal dede�nição de X saturado.De�nição 1.9 Sejam X um subesquema fe
hado de Pnk , de dimensão pura
r e I ⊆ R := k[X0, · · · , Xn] o seu ideal saturado de de�nição. Dizemos que
X é aritmeti
amente Cohen�Ma
aulay (ou simplesmente a.C.M.) se R/I éCohen�Ma
aulay.A de�nição a
ima equivale a dizer que R/I tem uma resolução livregraduada de 
omprimento n − r sobre k[X0, · · · , Xn], ou seja, que existem
R-módulos livres graduados F1, . . . , Fn−r e uma seqüên
ia exata da forma:

0 → Fn−r → · · · → F1 → R→ R/I → 0.De fato, se X é a.C.M. devemos veri�
ar que a dimensão projetiva de R/Ié n− r. Seja m := (X0, . . . , Xn). Temos que dim(R/I)m = r + 1, e 
omo
R/I é Cohen�Ma
aulay, temos que

depth(R/I)m = dim(R/I)m = r + 1.Pela fórmula de Auslander�Bu
hsbaum (veja [21℄, Exer
í
io 19.8,página 489)
pd(R/I) = depth(m, R) − depth(m, R/I).Além disso,

depth(m, R) = n+ 1 e depth(m, R/I) = depth(R/I)m,e portanto
pd(R/I) = n+ 1 − (r + 1) = n− r.Re
ipro
amente, se pd(R/I) = n−r, então segue da fórmula de Auslander�Bu
hsbaum que

depth(m, R/I) = r + 1.Logo
depth(R/I)m = dim(R/I)m,ou seja, (R/I)m é Cohen�Ma
aulay. Segue portanto que R/I é Cohen�Ma
aulay (veja [21℄, Exer
í
io 19.10, página 489).
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 25Lema 1.10 Seja X ⊆ Pnk um subesquema aritmeti
amente Cohen�Ma
aulay, e suponha que a dimensão de X é r > 0. Então, para todo m ∈ Z,valem as seguintes propriedades:(a) A restrição ϕm : H0(Pnk ,OP
n
k
(m)) → H0(X,OX(m)) é sobrejetiva.(b) H i(X,OX(m)) = 0 para i = 1, . . . , r − 1.(
) Hj(Pnk , IX(m)) = 0 para j = 1, . . . , r.Demonstração: Se r = n, então X = Pnk e o lema segue do Teorema deSerre (Teorema 1.3).Suponhamos agora que r < n. Seja I o ideal de de�nição saturado de

X. Consideremos uma resolução livre graduada de R/I:
0 → Fn−r → · · · → F1 → R→ R/I → 0.Dela obtemos uma resolução de OX por feixes lo
almente livres totalmentede
ompostos:

0 → Fn−r → · · · → F1 → OP
n
k
→ OX → 0. (1-11)Seja IX := Ĩ o feixe de ideais de X. Da seqüên
ia exata 
urta

0 → IX(m) → OP
n
k
(m) → OX(m) → 0,obtemos a seqüên
ia de 
ohomologia

H0(Pnk ,OP
n
k
(m)) → H0(X,OX(m)) → H1(Pnk , IX(m)).Se mostrarmos que H1(Pnk , IX(m)) = 0, então o primeiro item do lemaestará provado. Sejam Ii := Im(Fi → Fi−1) para i = 2, . . . , n − r − 1 efaçamos I1 := IX . Da seqüên
ia exata longa (1-11) obtemos as seguintesseqüên
ias exatas 
urtas:

0 → Ii+1(m) → Fi(m) → Ii(m) → 0 para i = 1, . . . , n− r − 2,

0 → Fn−r(m) → Fn−r−1(m) → In−r−1(m) → 0.Tomemos a 
ohomologia das seqüên
ias a
ima para obtermos as seguintesseqüên
ias exatas:
H i(Fi(m)) → H i(Ii(m)) → H i+1(Ii+1(m)) → H i+1(Fi(m)),
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 26para i = 1, . . . , n−r−2. Os feixes Fi são da forma Fi =
⊕

j OP
n
k
(mj), onde asoma é �nita e os mj são inteiros. Logo H l(Fi(m)) = 0 para l = 1, . . . , n−1.Com este fato e as seqüên
ias exatas a
ima 
on
luímos que

H i(Ii(m)) ∼= H i+1(Ii+1(m)),para i = 1, . . . , n− r − 2. Logo
H1(IX(m)) ∼= Hn−r−1(In−r−1(m)).Temos também a seqüên
ia exata

Hn−r−1(Fn−r−1(m)) → Hn−r−1(In−r−1(m)) → Hn−r(Fn−r(m))e 
omo
Hn−r−1(Fn−r−1(m)) = Hn−r(Fn−r(m)) = 0segue que Hn−r−1(In−r−1(m)) = 0, e portanto H1(IX(m)) = 0.Para provarmos os demais itens 
onsideremos a seguinte seqüên
iaexata de 
ohomologia:

Hj(Pnk ,OP
n
k
(m)) → Hj(X,OX(m)) → Hj+1(Pnk , IX(m)).Se j = 1, . . . , r − 1, então Hj(Pnk ,OP

n
k
(m)) = 0. Logo pre
isamos apenasmostrar que Hj+1(Pnk , IX(m)) = 0. Como no primeiro item, usamos asseqüên
ias exatas

Hj+k(Fk(m)) → Hj+k(Ik(m)) → Hj+k+1(Ik+1(m)) → Hj+k+1(Fk(m)),para k = 1, . . . , n− r − 2, para provarmos que
Hj+1(IX(m)) ∼= Hj+n−r−1(In−r−1(m)).Usamos agora a seqüên
ia exata

Hj+n−r−1(Fn−r−1(m)) → Hj+n−r−1(In−r−1(m)) → Hj+n−r(Fn−r(m)),para provarmos que Hj+n−r−1(In−r−1(m)) = 0, e portanto que
Hj+1(IX(m)) = 0.

�Observação 1.11 Tomando m = 0 no item (a) do Lema 1.10, vemos quese X ⊆ Pnk é a.C.M. então X é 
onexa.
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 27De�nição 1.12 Seja X ⊆Pnk um subesquema fe
hado de dimensão r ≥ 0.Dizemos que X é uma interseção 
ompleta se existem polin�mios ho-mogêneos f1, . . . , fn−r ∈ k[X0, . . . , Xn] tais que IX,Pn
k

= Ĩ, onde
I = (f1, . . . , fn−r).Lema 1.13 Seja X ⊆ Pnk um subesquema fe
hado de dimensão r > 0. Se Xé uma interseção 
ompleta, então X é aritmeti
amente Cohen�Ma
aulay.Demonstração: Suponhamos que IX,Pn

k
= Ĩ, onde I é gerado por n − rpolin�mios homogêneos f1, . . . , fn−r. Temos que dim(R/I) = r + 1. Como

dim(R) = n+1, e R é regular, segue que f1, . . . , fn−r formam uma seqüên
iaregular. Consideremos o 
omplexo de Koszul determinado por f1, . . . , fn−r.Como f1, . . . , fn−r formam uma seqüên
ia regular, o 
omplexo é exato.Portanto ele forne
e uma resolução livre de R/I de 
omprimento n− r.
�Lema 1.14 Seja X um subesquema �nito de Pnk . Se IX é o feixe de ideaisde X, então H i(Pnk , IX(m)) = 0 para todo m ∈ Z e 
ada i = 2, . . . , n − 1.Além disso, se n ≥ 2, então Hn(Pnk , IX(m)) = 0 se e somente se m ≥ −n.Demonstração: Seja m ∈ Z. Como X é um esquema �nito, segue doTeorema 1.2 que H i(X,OX(m)) = 0 para todo i ≥ 1 . Segue do Teorema 1.3que H i(Pnk ,OP

n
k
(m)) = 0 para todo i = 1, . . . , n− 1 e i > n. Considerandoa 
ohomologia da seqüên
ia exata 
urta

0 → IX(m) → OP
n
k
(m) → OX(m) → 0, (1-12)obtemos, para 
ada i = 2, . . . , n− 1, a seqüên
ia exata

H i−1(OX(m)) → H i(IX(m)) → H i(OPn
k
(m)).Se i = 2, . . . , n − 1, então H i−1(OX(m)) = 0 e H i(OPn

k
(m)) = 0, e daseqüên
ia exata a
ima segue que H i(IX(m)) = 0. Para a segunda a�rmação,
onsideremos a seqüên
ia exata

0 = Hn−1(OX(m)) → Hn(IX(m)) → Hn(OP
n
k
(m)) → Hn(OX(m)) = 0que impli
a em

Hn(IX(m)) ∼= Hn(OP
n
k
(m)).Pelo Teorema 1.3, Hn(IX(m)) = 0 se e somente se m ≥ −n.

�
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 28Os dois próximos resultados são fundamentais neste trabalho. Eles dão
ondições ne
essárias para o não anulamento do homomor�smo de restrição
Hb(Ωb

X) → Hb(Ωb
Y ).Teorema 1.15 Sejam X um esquema projetivo sobre um 
orpo k de 
ara
-terísti
a zero e f : Y → X um mor�smo �nito. Seja b := dimY . Então ohomomor�smo natural Hb(Ωb

X) → Hb(Ωb
Y ) é diferente de zero.Demonstração: Ver [19℄, Proposição 2.1, p. 3774.

�Teorema 1.16 Sejam X um esquema projetivo sobre um 
orpo k de 
ara
-terísti
a p > 0 e f : Y → X um mor�smo �nito. Seja b := dimY . Suponhaque existem divisores de Cartier E1, . . . , Eb em X tais que
∫

X

E1 · · ·Eb · f∗[Y ] 6≡ 0 (mod p).Então o homomor�smo natural Hb(Ωb
X) → Hb(Ωb

Y ) é diferente de zero.Demonstração: Ver [19℄, Proposição 2.2, p. 3777.
�Esteves e Kleiman apresentam os dois resultados a
ima em separado,pois dão uma prova mais simples para o primeiro. Contudo, a prova que dãopara o segundo resultado vale em qualquer 
ara
terísti
a, in
lusive p = 0.E se tomarmos Ei 
omo seções hiperplanas de X, vemos que a 
ondiçãopedida no enun
iado do Teorema 1.16 é automati
amente veri�
ada.No 
aso em que X = Pnk e f é um mergulho, a 
on
lusão doTeorema 1.16 é veri�
ada se p ∤ deg(Y ). De fato, tomando os Ei 
omosendo hiperplanos, e usando o fato que f∗[Y ] = deg(f)[f(Y )], 
on
luímosque ∫

X

E1 · · ·Eb · f∗[Y ] = deg(f) deg(f(Y )) = deg(Y ).
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 291.2Regularidade de Castelnuovo�MumfordTeorema 1.17 (Serre) Sejam X um esquema projetivo sobre k e OX(1)um feixe invertível muito amplo em X. Se F é um feixe 
oerente, então(a) para 
ada i ≥ 0, H i(X,F) é um k-módulo �nitamente gerado;(b) existe um inteiro n0, dependendo de F , tal que para 
ada i > 0 e 
ada
n ≥ n0, H i(X,F(n)) = 0.Demonstração: Ver [5℄, Teorema 5.2. p. 228.

�De�nição 1.18 Sejam F um feixe 
oerente em Pnk e m ∈ Z. Dizemos que
F é m-regular se H i(Pnk ,F(m− i)) = 0 para todo i > 0.Dado um feixe 
oerente F , pelos Teoremas 1.17 e 1.2, tomando
m = n0 + n teremos que H i(Pnk ,F(m− i)) = 0 para todo i > 0. Portanto,existe um inteiro m tal que F é m-regular.De�nição 1.19 Seja F um feixe 
oerente em Pnk . A regularidade deCastelnuovo�Mumford, ou simplesmente regularidade, de F é o menor in-teiro r para o qual F é r-regular.Teorema 1.20 Seja F um feixe 
oerente em Pnk . Se F é m-regular, então:(a) F é s-regular para todo s ≥ m.(b) o homomor�smo natural

H0(F(s)) ⊗H0(OP
n
k
(1)) → H0(F(s+ 1))é sobrejetivo para todo s ≥ m.Demonstração: Vamos provar o teorema usando indução em n. Se n = 0não há o que provar. Suponhamos n > 0, e seja H um hiperplano que não
ontém os pontos asso
iados de F . Consideremos a seqüên
ia exata

0 → OP
n
k
(−H) → OP

n
k
→ OH → 0.Pela hipótese sobre H , tensorizando a seqüên
ia exata a
ima por F(s),obtemos a seqüên
ia exata:

0 → F(s− 1) → F(s) → F ⊗OH(s) → 0.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124796/CB



Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 30Tomando s := m − i, para 
ada i > 0, 
onsideremos o seguinte pedaço daseqüên
ia longa de 
ohomologia:
H i(F(m− i)) → H i(F ⊗OH(m− i)) → H i+1(F(m− i− 1)).Como F é m-regular, temos que H i(F(m− i)) = H i+1(F(m− i−1)) = 0, eportanto H i(F ⊗OH(m− i)) = 0. Logo F ⊗OH é m-regular em H . Como

H ∼= Pn−1
k , por indução que o teorema é válido para F ⊗OH .Consideremos agora a seqüên
ia exata

H i+1(F(m− i− 1)) → H i+1(F(m− i)) → H i+1(F ⊗OH(m− i)).Se i ≥ 0, então H i+1(F(m − i − 1)) = H i+1(F ⊗ OH(m − i)) = 0, pois Fé m-regular e F ⊗ OH é (m + 1)-regular. Segue que H i+1(F(m − i)) = 0e portanto F é m + 1-regular. Por indução, temos que F é s-regular paratodo s ≥ m.Consideremos agora o diagrama 
omutativo
H0(F(s)) ⊗H0(OP

n
k
(1))

w

��

u
// H0(F ⊗OH(s)) ⊗H0(OH(1))

z

��

H0(F(s)) � � // H0(F(s+ 1))
v

// H0(F ⊗OH(s+ 1))Se s ≥ m, então o homomor�smo u é sobrejetivo pois H1(OPn
k
) = 0e H1(F(s − 1)) = 0. Por outro lado, z é sobrejetivo pela hipótese deindução. Portanto v ◦ w é um homomor�smo sobrejetivo, e segue que

ker(v) = H0(F(s)) e Im(w) geram H0(F(s + 1)). Mas, 
omo o mapa
F(s) → F(s+1) é dado por multipli
ação pela forma linear em H0(OP

n
k
(1))de�nindo H , temos que ker(v) ⊂ Im(w). Portanto, w é sobrejetivo.

�Observação 1.21 Se F é feixe 
oerente m-regular sobre Pnk , então o
k[X0, . . . , Xn]-módulo

Γ∗(F) =
⊕

d∈Z

H0(F(d))é gerado por elementos de grau no máximo m. De fato, uma apli
açãoiterada do Teorema 1.20, (b), mostra que
H0(F(m)) ⊗H0(OP

n
k
(d)) → H0(F(m+ d))
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 31é sobrejetivo para todo d ≥ 0.Observação 1.22 A regularidade de um feixe de ideais próprios é posi-tiva. De fato, se I é um feixe de ideais próprios, então I determina umsubesquema próprio Y de Pnk . Seja r a regularidade de I. Tomemos a 
oho-mologia da seqüên
ia exata
0 → I(r − n) → OP

n
k
(r − n) → OY (r − n) → 0para obtermos a seqüên
ia exata

Hn(I(r − n)) → Hn(OP
n
k
(r − n)) → Hn(OY (r − n)).Pela de�nição de r, temos Hn(I(r − n)) = 0, e 
omo a dimensão de

Y é menor que n temos Hn(OY (r − n)) = 0, donde 
on
luímos que
Hn(OP

n
k
(r − n)) = 0. Pelo Teorema 1.3, temos que r ≥ 0. Se r = 0, seguedo Teorema 1.20 que H0(I) ⊗ H0(OP

n
k
(d)) → H0(I(d)) é sobrejetivo paratodo d ≥ 0. Mas, 
omo I 6= OP

n
k
, temos que H0(I) = 0, logo H0(I(d)) = 0para todo d ≥ 0, e portanto I = 0, um absurdo. Logo r > 0.De�nição 1.23 Se X ⊆ Pnk é um subesquema próprio fe
hado, então aregularidade de X é a regularidade de seu feixe de ideais. Por 
onvenção, aregularidade de Pnk é 1.Denotaremos a regularidade de Castelnuovo�Mumford de X por

reg(X).Da de�nição de regularidade e da Observação 1.21, vemos que aregularidade de X é uma 
ota superior para o grau das hipersuperfí
iesque de�nem X.Proposição 1.24 Seja X ⊆ Pnk um subesquema fe
hado de Pnk de dimensãopura s > 0. Suponha que X é a.C.M.. Então a regularidade de X é o menorinteiro positivo r para o qual Hs(OX(r − s− 1)) = 0.Demonstração: Suponhamos primeiro que s = n, ou seja, X = Pnk . Porde�nição, a regularidade de Pnk é 1. Pelo Teorema 1.3,Hn(OP
n
k
(r−n−1)) = 0se e somente se r ≥ 1. Portanto, a proposição vale para s = n.Suponhamos agora que s < n. Para determinarmos a regulari-dade de X pre
isamos en
ontrar o menor inteiro positivo r para o qual

H i(Pnk , IX(r − i)) = 0 para todo i > 0. Pelo Lema 1.10, temos que
Hj(Pnk , IX(m)) = 0 para todo m ∈ Z e 
ada j = 1, . . . , s. Logo devemos
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 32determinar o menor inteiro positivo m para o qual H i(Pnk , IX(m − i)) = 0para i = s+ 1, . . . , n. Consideremos a seqüên
ia exata
0 → IX → OP

n
k
→ OX → 0. (1-13)Consideremos a 
ohomologia da seqüên
ia a
ima para obtermos as seqüên-
ias exatas

H i−1(OX(l)) → H i(IX(l)) → H i(OP
n
k
(l)).Se i = s+2, . . . , n−1, entãoH i−1(OX(l)) = H i(OP

n
k
(l)) = 0 para todo l ∈ Z,e portanto H i(IX(l)) = 0 para todo l ∈ Z. Pre
isamos então determinar omenor inteiro positivo r para o qual valem as igualdades abaixo:

Hs+1(IX(r − s− 1)) = Hn(IX(r − n)) = 0.Como r é positivo, então Hn−1(OX(r − n)) = 0 e Hn(OX(r − n)) = 0. Daseqüên
ia de 
ohomologia asso
iada à seqüên
ia exata (1-13) extraímos aseqüên
ia exata:
Hn−1(OX(r− n)) → Hn(IX(r− n)) → Hn(OPn

k
(r− n)) → Hn(OX(r− n)).Portanto, Hn(IX(r − n)) = 0. Ainda, 
om r > 0,

Hs+1(IX(r − s− 1)) ∼= Hs(OX(r − s− 1)),e portanto a regularidade de X é o menor inteiro positivo r para o qual
Hs(OX(r − s− 1)) = 0.

�De�nição 1.25 Seja X ⊆ Pnk um subesquema. Se existir a ∈ Z tal queo feixe dualizante ωX de X satisfaz ωX = OX(a), então dizemos que X é
a-sub
an�ni
a (ou simplesmente sub
an�ni
a).Corolário 1.26 Suponha que C ⊆ Pnk é uma 
urva a.C.M, a-sub
an�ni
ae de regularidade r. Então r = a+ 3.Demonstração: Se n = 1, então C = P1

k, e portanto a = −2 e r = 1.Suponhamos que n > 1. Observemos que H0(C,OC(i)) = 0 se esomente se i < 0. De fato, pelo Lema 1.10, temos que o homomor�smode grupos
H0(Pnk ,OP

n
k
(i)) → H0(C,OC(i))
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Conjuntos Algébri
os Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 33é sobrejetivo se i ∈ Z. Se i < 0, pelo Teorema 1.3, temos
H0(Pnk ,OP

n
k
(i)) = 0. Logo, pela sobrejetividade do homomor�smo a
ima,temos que H0(C,OC(i)) = 0 se i < 0. Também temos que H0(C,OC) = k.Por �m, se i > 0 então OC(i) é muito amplo, suas seções mergulham a
urva, e logo H0(C,OC(i)) não pode ser zero.Por dualidade, temos

H1(OC(r − 2)) = H0((OC(a− r + 2))′.Portanto, H1(OC(r − 2)) = 0 se e somente se a − r + 2 < 0, isto é, se esomente se r ≥ a+ 3. Da Proposição 1.24 segue que r = a+ 3.
�O próximo resultado nos diz 
omo 
al
ular a regularidade deCastelnuovo�Mumford de interseções 
ompletas em Pnk .Corolário 1.27 Se C ⊆ Pnk é uma 
urva que é interseção 
ompleta dehipersuperfí
ies de graus d1, d2, · · · , dn−1, então a regularidade de C é

d1 + . . .+ dn−1 − n + 2,e o seu feixe dualizante é
ωC = OC(d1 + . . .+ dn−1 − n− 1).Demonstração: Pelo Teorema 7.11 em [5℄, temos que o feixe dualizante de

C é dado por
ωC = ωPn

k
⊗

∧n−1
(
IC,Pn

k

I2
C,Pn

k

)∨.Da hipótese,
(
IC,Pn

k

I2
C,Pn

k

)∨ ∼= OC(d1) ⊕ · · · ⊕ OC(dn−1)e portanto
ωP

n
k
⊗

∧n−1(
IC,Pn

k

I2
C,Pn

k

)∨ ∼= OP
n
k
(−n− 1) ⊗

∧n−1(OC(d1) ⊕ · · · ⊕ OC(dn−1))

∼= OP
n
k
(−n− 1) ⊗OC(d1 + · · ·+ dn−1)

∼= OC(−n− 1 + d1 + · · ·+ dn−1).
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luímos que C é uma 
urva (d1 + . . .+ dn−1 − n− 1)-sub
an�ni
a.Pelo Corolário 1.26, temos
r = d1 + . . .+ dn−1 − n− 1 + 3.

�
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