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1
Resultados Preliminares

Neste trabalho k& sempre denotard um corpo algebricamente fechado
de caracteristica p > 0 e [P} denotard o n-espaco projetivo sobre k.
Neste capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados gerais que serao

utilizados nos capitulos seguintes.

1.1
Cohomologia

Proposicao 1.1 Seja k um corpo algebricamente fechado. Se X é um

esquema sobre k, préprio, reduzido e conexo, entio H°(X,Ox) = k.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que X é irredutivel. Podemos
considerar H%(X,Ox) C k(X). Como X ¢é reduzido e proprio segue que
H°(X,Ox) ¢ um k-espago vetorial de dimensao finita (veja Teorema 11.5.19

em [5]). Logo, da hipotese sobre k, segue que H(X, Ox) = k.
Suponhamos agora que X é redutivel. Sejam Xy,..., X, as compo-
nentes irredutiveis de X. Temos que H°(X;, Ox,) = k paratodoi=1,...,r.
Consideremos a € H°(X,0x) e a; := alx, € k. Se X;NX; # 0, e
x;; € X; N X; é um ponto fechado, entao o valor de a neste ponto mostra

que a; = aj. Como X é conexo, segue que a = a; para todo i.
O

A demonstracao da Proposicao 1.1 é dada por Kenji Ueno na

pagina 126 de [18].

Teorema 1.2 (Grothendieck) Seja X um espago topoldgico Noetheriano
de dimensao n. Entao para todo i > n e todo feize de grupos abelianos F
sobre X, temos que H'(X,F) =0

Demonstracao: Ver [5|, Teorema 2.7, p. 208.
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Teorema 1.3 Sejamn > 1 e X :=P}. Entao:

(a) k[Xo,...,X,] = EBHO(X, Ox(m)) como anéis graduados,

meZ

(b) H(X,Ox(m))=0parai=1,...,n—1 e para todo m € Z,
(¢) H'(X,Ox(m)) 2 H'(X,Ox(—m —n — 1)) para todo m € Z.

Demonstracao: Ver [5], Teorema 5.1, p. 225.

Definicao 1.4 Seja X um esquema proprio de dimensao n sobre um corpo
k. Um feixe dualizante para X é um feixe coerente wy, juntamente com um
morfismo ¢ : H"(X,wx) — k, tal que para todo feixe coerente F sobre X,

a paridade natural
Hom(F,wx) x H"(X,F) - H"(X,wx),

seguida por ¢ determina um isomorfismo
Hom(F,wx) = H"(X,F).
Se X um esquema projetivo sobre k, entao X tem um feixe dualizante

(veja [5], Proposigao 7.5, p. 242).

Teorema 1.5 Seja X um esquema projetivo sobre k, Cohen—Macaulay e de
equidimensao n. Entao para cada feixe localmente livre F sobre X existem

1somorfismos naturais
H(X,F)=2 H" (X, F @uwx).

Demonstragao: Ver [5], Corolario 7.7, p. 244.
]

Seja Y um esquema sobre um corpo k. Se b é um nimero inteiro

positivo, entdo Q% denotard o b-ésimo produto exterior de L, ou seja,
b ._ AbO1
QY - A QY.

Facamos R denotar o anel graduado k[Xy,...,X,| e R, denotar o
espaco vetorial de todos os polindmios homogéneos de grau [ nas variaveis

Xo, ..., X,, paracada [ € Z, | > 0 . Consideremos o R-mo6dulo graduado
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R(—1)"'. Sejam ey, ..., e, formando a base canonica de R(—1)""!. Temos

a seqiiéncia exata de R-modulos graduados

0— M —R(-1)"™ 5 R—0 (1-1)
onde ¢ é determinado por ¥(e;) = X; e M é o niicleo de 1. Tomando os
feixes associados a estes modulos, obtemos a seqiiéncia exata de Euler (veja
[5], Teorema 8.13, pagina 176):

0 Qpy Opp (—1)&n*! v Opr 0. (1-2)

Para cada j = 2,...,n, definimos os morfismos:

dio N Og (=) — N <OPZ(—1)@”+1>

j
VA AY Z(—l)”l@b(vi)vl/\.../\i}}/\.../\vj
1=1

(1-3)
induzido pelo morfismo sobrejetivo ¢ da seqiiéncia de Euler (1-2). Fagamos
P, = Y. Da definicio de Ej segue que sz - Ker(ﬂj) para cada
J = 1,...,n. Além disso, se v1,...,v;_; sao secoes locais de Q%P’Z’ entao

@Z)j(v/\vl /\.../\Uj_l) :@Z)(U)Ul /\.../\Uj_l

para toda secao local v de OI%?“. Logo, como 1; é sobrejetivo, podemos
garantir que Qﬂ%l C Im(ﬁj) para cada j = 2,...,n. Por outro lado, segue

diretamente da definicao que %-_1%- = 0. Assim, temos que
Qﬂ%l < Im(@j) < Ker(@jfl)'

De (1-2) temos que

Ker(d) = Ker(i) = Q.

Suponha por indugio que Ker(y; ;) = Q%,?. Segue entao que
Im(y;) = Qﬂﬁ?. E portanto Ker(¢;) ¢ localmente livre. Comparando
0s postos, verificamos que o posto de Ker(ﬁj) ¢ igual ao de ng.

Seja K := Ker(¢;). Das inclusoes de feixes
. . J n
U CK e 0 SN\ O (-1)""",

obtemos a seguinte seqiiéncia exata:
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K N(0n1) N (01
00— — — - — — 0. (1-4)
gy 97 K

Da seqiiéncia exata (1-2), segue que para cada j = 1,...,n e para cada

x € P} o morfismo

/\j Qpplzy — /\j (Opz(—l)@”Jrl) o}

é injetivo. Portanto o coniicleo do homomorfismo acima é localmente livre

(veja Proposicao 1.16, na pagina 27 de [11]), ou seja,
J ®dn+1 j
N (O (-1)7+) 0,
é localmente livre. Como
N (Oe (-1 ) /K =~ Tm (@) = 0,

segue que este quociente é um feixe localmente livre.
Da seqiiéncia exata (1-4) temos que K/Qf, ¢ um somando de feixes
k
localmente livres, logo é um feixe localmente livre. Além disso, da seqiiéncia

exata

, K
O—>QI]Pm—>K—>—,—>O, (1-5)
k QJ
Py
segue que o posto de K/Q%,Z é zero e portanto que K/Q%,Z = 0, ou seja,

Ker(wj) = Qﬁpz. Com isto, provamos a existéncia da seguinte seqiiéncia

exata:
) j 1 4y
0— Qpp — /\ ((9113;3(—1)@7”r ) — Qg™ — 0. (1-6)
Esta seqiiéncia sera usada na prova do préximo resultado.

Teorema 1.6 (Formulas de Bott) Sejam inteiros n > 0, i > 0 e

7=0,1,...,n.

(a) Temos
H"(IP’Z,QﬁFZ) =0, se i#j ou i>n

H'(Py, Qpn) =k, se 0<i<n
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(b) Se I é um inteiro diferente de zero, entao

1=0 e >
H(B}, Q5 (0) 0 & ou

t=n e I[<j—n

Demonstracgao: Para j = 0 o teorema segue do Teorema 1.3. Para j = n
também, observando que Q. = Opn(—n — 1) (veja [5], Exemplo 11.8.20.1,
pagina 182).

Seja [ um inteiro. Tensorizando a seqiiéncia de Euler (1-2) por Opr (1)
e tomando a seqiiéncia longa em cohomologia, obtemos para ¢ = 1,...,n,

as seqiiéncias exatas

H'™H(Opy (1)) — H'(Qgp (1)) — EB H'(Opy (1 = 1)) — H'(Ogy(1)) (1-7)
0— H(Qgp (1)) — @HO(OPg(l —1)) = H(Ogp (1)) — H'(Qpy (1)) (1-8)

Vamos considerar inicialmente o caso j = 1. Mostremos (a) primeiro.
Faca [ = 0 em (1-7) e (1-8). Da exatidao de (1-8) segue que H°(Qp,) = 0.
Por outro lado, se i > 2 entdo H' '(Opp) = 0 e H'(Opr(-1)) = 0
pelo Teorema 1.3, e portanto segue da exatidao de (1-7) que Hi(Qlﬁz) =0.

Finalmente, da seqiiéncia exata

n+1 n+1

0= @HO(OPE(—U) — H(Og;) — H'(Q) — @Hl(opg(_m) =0

temos que H'(Qpy) = H(Opy) = k.

Mostremos (b) agora. Faca [ # 0 em (1-7) e (1-8). Se i =2,...,n—1
entao H*(Opr(l —1)) =0 e H''(Opp(l)) = 0 pelo Teorema 1.3, e portanto
segue da exatidao de (1-7) que Hi(QI{;Z (1)) = 0. Resta agora estudar os casos
emquet=0,7=1e7=n.

Vamos comecar analisando o caso ¢ = n. Suponhamos que [ > 1 —n.
Pelo Teorema 1.3, temos que H™(Opn(l — 1)) = 0 e H" ' (Opn(l)) = 0.
Fazendo i = n na seqiiéncia (1-7), vemos que H”(Q%Z (1)) = 0.

Suponhamos agora que [ = —n. Entao, pelo Teorema 1.3, temos que
H" Opp(—n)) = 0, H(Opp(—n)) = 0 e H*(Opr(—n — 1)) = k. Da
exatiddo da seqiiencia (1-7) segue que H"(Qpn(—n)) = k"1

Por dltimo, suponha [ < —n. Suponhamos por absurdo que

H"(Q]%v;;(l)) = 0. Como a seqiiéncia (1-7) é exata, teriamos um homo-
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morfismo injetivo

n+1

P 1" (Opp(1 = 1)) = H"(Opp (1)),

i=1

Mas, pelo Teorema 1.3, temos que

dim (jém(opg(z—m) = (n+1) (;f) > (_ln_ 1) = dim (H"(OP»,;(D)),

um absurdo. Logo H"(Qpy (1)) # 0.

Vejamos o caso i = 0. Se [ < 1, entdo segue da exatidao de (1-8) e do
Teorema 1.3 que H%(Qp, (1)) = 0. Por outro lado, se [ > 1 entdo, usando
um raciocinio analogo ao do paragrafo anterior, que nao repetiremos aqui,
mostra-se que H%(Qp, (1)) # 0.

Se | = 1, entao o ultimo homomorfismo em (1-8) é sobrejetivo pois

H'(Opy) = 0. Por outro lado, o peniiltimo homomorfismo

n+1

@ H®(Opn) — H°(Opn (1))

i=1

¢ um isomorfismo pois ele corresponde ao produto
H®(Opr) @ H°(Opn (1)) — H°(Opn(1)).

Da seqiiéncia (1-8) concluimos que Hl(Qﬂ,}Z(l)) =0e HO(Q]%,E(l)) = 0.
Finalmente, suponha ¢ = 1. Se n = 1, este é 0 caso ¢ = n ja
tratado. Logo, podemos supor n > 1. Entao temos do Teorema 1.3 que
H'(Opr (1)) = 0, e portanto o ltimo homomorfismo de (1-8) é sobrejetivo.
Da exatidao de (1-8) segue que H'(Qpn (1)) = 0se I <0.
Por outro lado, se [ > 0, entdo o penaltimo homomorfismo em (1-8)

também é sobrejetivo, pois corresponde ao produto
H®(Opn(l — 1)) @ H*(Opn (1)) — H°(Opr (1)),

e todo polindmio homogéneo de grau positivo pertence ao ideal
(Xo,...,Xy). Segue também entdo que H'(Qpy(1)) = 0. Isto termina
a prova para j = 1.

Se n < 2 o teorema esté provado. Suponha agora que n > 2. Como o

teorema vale para j = 1, também vale para 7 = n — 1. De fato, o produto
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exterior de formas diferenciais nos d4 um emparelhamento perfeito,
pp © dlpn P

para todo v = 1,...,n — 1. Em outras palavras, temos um isomorfismo

natural

Qpp = (Qp")Y ® Q.

Como Qﬂz é o feixe dualizante de P}, temos do Teorema 1.5 que
HZ(QSZT“(Z)) & H”_i(ng(—Z))’ para todo /. (1-9)

Usando o isomorfismo acima pra u = 1 derivamos o teorema para j =n — 1
do ja provado caso j = 1.

Se n < 3 o teorema ja estd provado. Suponhamos entao que n > 4
e 2 < j < n—2 Torcendo a seqiiéncia (1-6) por [, obtemos para cada

J=2,...,n a seqiiéncia exata:
. J n .
Observemos que

J
N©ep (=17 ) = Ogy (=)
Da seqiiéncia longa de cohomologia de (1-10) e do Teorema 1.3,

obtemos:
irO)J ~ 17i—1/J—1
H(Q4, (1) = H' (94 (0)

parat = 2,...,n — 1. Portanto, concluimos que

HTH (P, Qg (D)) se i2j

Hz‘ n’an l >~ . .
(P ]P’k()) { Hz+n—J—1(]}DZ’Q$Z_1(Z)) se 1<]

parat = 2,...,n — 1. Logo, se ¢ > j o teorema segue do caso j = 1 ja
provado, e se ¢ < j o teorema segue do caso j = n — 1. Com isto, resta
analisarmos os casos t =0, i =1 e i = n.

O caso ¢ = 1 segue do caso ¢ = n — 1, jA provado, através dos
isomorfismos (1-9), com j no lugar de w.

Passemos agora ao caso ¢ = 0. Recordemos que 2 < 57 < n — 2.

Suponhamos primeiro que [ — j < —1. Da cohomologia da seqiiéncia (1-10)
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temos uma injecao:

H©L, 0) = H (N (O (-1 ()
Como ‘
H (N (O (~1)*"*) () = SH"(Ory(1 — )

e, pelo Teorema 1.3, H*(Opy (I — j)) = 0, concluimos que HO(QI{DZ (1)) = 0.
Suponhamos agora que [ = j. Para u = 0 ou u = 1, pelo Teorema 1.3,

temos que
7 (N (On (-1 (7)) = SH"(Opy (1) = 0.
Da cohomologia da seqiiéncia (1-10) temos entao que
HO©, (7)) = HY(QL ().

Do caso i = 1, segue que Hl(Qﬁﬁl(j)) = 0. Logo HO(Q%,E(j)) =0

Suponhamos agora que [ = j+ 1. Para provarmos que HO(QIJPZ (1)) # 0,
consideremos o morfismo ¢; ® Opn(j + 1) (veja 1-3). Dele obtemos o
homomorfismo

HO (9,000 (j+1))
SHO (P}, Oy (1)) i

SHO (P}, Opn(2))

.....

O nucleo deste homomorfismo nao é zero, pois a imagem de
j .
Z(—l)lXieo/\.../\a/\.../\ej

1=0

é zero. Consideremos o diagrama comutativo:

HO </\] (Opg(—1)®"+l) (G + 1)) d ) H° (Qﬂ%l(j + 1))
(%005 (G+1)

EO </\jfl (OPZ(_D@"H) (j + 1))

Como Ker (H® (1; ® Opn(j +1))) € nao trivial, e como o homomorfismo
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vertical é injetivo, segue que Ker(9) é nao trivial. Mas, tomando cohomologia
na seqiiéncia (1-10), temos que Ker(d) = HO(QI{;Z (7 +1)). Segue que
HOQL (+ 1)) # 0.

Finalmente, suponha que | > 5 4 1. Seja H C P} uma hipersuperficie

de grau [ — j — 1. Entao H induz um homomorfismo injetivo
4+ 1) - 4, (1)

Como HO(QI{DZ(j +1)) # 0, segue que HO(Q%Z(Z)) # 0.
Consideremos agora o ultimo caso: ¢ = n. Recordemos que
2 < j < n — 2. Usando os isomorfismos (1-9) parai =neu=mn—j, e
o caso i = 0 ja provado, temos que H”(Qﬁl;z(l)) #£0,sel<j—n.
Finalmente, suponha que [ > j—n. Da seqiiéncia longa de cohomologia

de (1-10), obtemos a seqiiéncia exata:
H (Ol (1) = B (9, () — H* (N (Osp(=1)°"1) ()

Ja provamos que H”_l(Qﬂ%l(Z)) = 0 para todo [ € Z. Pelo Teorema 1.3
temos que H"(Opr(—j +1)) =0, pois [ > j — n. Portanto H”(Qﬂ;g(l)) =0.
U

Uma outra prova do Teorema 1.6 ¢ dada em [4], Teorema 1.1 na pagina
40.

Sejam Y um subesquema fechado de um esquema X ei:Y — X o
morfismo de inclusdo. O niicleo do morfismo de feixes i# : Ox — i,Oy sera

denotado por Zy x. O feixe Zy x é dito o feixe de ideais de Y em X.

Definicao 1.7 Seja R := k[Xo,...,X,]. Considere X C P} um
subesquema fechado e I C R um ideal homogéneo.

(a) Se I = Zxpy, entao I é dito um ideal de definigio de X.

(b) A saturagao de I é o ideal homogéneo

I[:={FeR|Vie{0,...,n}, Ir>0tal que X]F € I}.
(c) Se I =1, entdo I é dito um ideal saturado.

Se I C R é um ideal homogéneo, entao o subesquema de PP} definido

por I e por [ sao iguais. De fato, precisamos apenas mostrar que I, =1,
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para cada ideal homogéneo primo p C R diferente de (Xj,...,X,), onde
I, denota o grupo dos elementos de grau 0 na localizagao I . Claramente
I, €I, . Por outro lado, como p # (Xo,..., X,), existe i € {0,...,n}
para o qual X; ¢ p. Dado a/b € I, como a € I, segue que existe r € Z tal
que X/a € I. Portanto,

a Xja

_ ]

b X7b < I(p)’

2

Lema 1.8 Se X € um subesquema de P} e Lx € o seu feize de ideais, entao

I:= D HO(P}, Ix(m))

€ um ideal saturado e € o maior ideal de definicao de X . Mais precisamente,

todo ideal de definicao de X tem saturagao I.

Demonstracao: Como Zx é um feixe quase-coerente, temos que Zy = I
(veja Proposicao I1.5.15 de [5]). Logo, I é um ideal de defini¢ao de X.

Podemos ver facilmente que para todo ideal I C R homogéneo,
I & um ideal homogéneo. Portanto, para verificarmos que I é saturado,
basta considerarmos polin6mios homogéneos. Para cada ¢ = 0,...,n, seja
U, C P} oaberto X; # 0. Entao

OPZ(Uz) = k[XO, . 7Xn](Xi)a

onde k[Xo,..., X,](x,) representa os elementos de grau 0 na localizacao
k[Xo, ..., Xnlx,. Seja F' € k[X, ..., X,] um polindbmio homogéneo de grau
d,ie., F € H(P},Opn(d)). Suponhamos que F € I. Entdo existe s > 0 tal
que
X;F € @ H (P}, Ix(m))
mez

para todo i € {1,...,n}. Observemos que de fato X;F € H°(P?, Zx(s+d)),
e isto por sua vez implica que F|y, € H(U;,Zx(d)). Como Zx(d) ¢ um
subfeixe de Opn (d), segue que F' € H°(Py,Zx(d)) C I. Logo I é saturado.

Seja J um ideal de definicao de X, isto é, tal que J = Zx. Entao J C I.
E como J = I, existe um inteiro d > 0 tal que todo F' € I homogéneo de
grau deg(F') > d pertence a J. Afirmamos que [ é a saturacao de J. De
fato, J C I = I. Por outro lado, se FF € I é homogéneo, entdo X{¢F € J
para cada i =0, ...,n, e portanto F € J.

0
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Segue do Lema 1.8 que @,,., H'(P},Zx(m)) é o unico ideal de
definicao de X saturado.

Definicao 1.9 Sejam X um subesquema fechado de P}, de dimensao pura
rel CR:=k[Xo, -, X,] oseu ideal saturado de definigdo. Dizemos que
X é aritmeticamente Cohen-Macaulay (ou simplesmente a.C.M.) se R/I é

Cohen—Macaulay.

A definigao acima equivale a dizer que R/I tem uma resolugao livre
graduada de comprimento n — r sobre k[Xy, -+, X,,], ou seja, que existem

R-modulos livres graduados FY, ..., F,_, e uma seqiiéncia exata da forma:
0O—-F,,— - —F—R—R/I —0.

De fato, se X é a.C.M. devemos verificar que a dimensao projetiva de R/
én—r.Sejam:=(Xo,...,X,). Temos que dim(R/I)m = 7 + 1, e como
R/I é Cohen-Macaulay, temos que

depth(R/I)ym = dim(R/I)m= 7 + 1.

Pela formula de Auslander-Buchsbaum (veja [21], Exercicio 19.8,
péagina 489)
pd(R/I) = depth(m, R) — depth(m, R/I).

Além disso,
depth(m,R) =n+1 e depth(m, R/I) = depth(R/I)n,
e portanto
pd(R/I)=n+1—(r+1)=n—r.

Reciprocamente, se pd(R/I) = n—r, entao segue da formula de Auslander—

Buchsbaum que
depth(m,R/I) =r + 1.

Logo
depth(R/I)m = dim(R/1)m,

ou seja, (R/I)y é Cohen-Macaulay. Segue portanto que R/I é Cohen-
Macaulay (veja [21], Exercicio 19.10, pagina 489).
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Lema 1.10 Seja X C P} um subesquema aritmeticamente Cohen—
Macaulay, e suponha que a dimensao de X ér > 0. Entao, para todo m € Z,

valem as sequintes propriedades:
(a) A restricio o, : HO(P}, Opr(m)) — HO(X,Ox(m)) ¢ sobrejetiva.
(b) H(X,Ox(m))=0parai=1,...,r — 1.

(¢c) H (P, Zx(m))=0paraj=1,...,r.

Demonstracao: Se r = n, entao X = P} e o lema segue do Teorema de
Serre (Teorema 1.3).
Suponhamos agora que r < n. Seja I o ideal de definicao saturado de

X. Consideremos uma resolugao livre graduada de R/I:
0O—-F,,— - —F —R—R/I —0.

Dela obtemos uma resolucao de Ox por feixes localmente livres totalmente

decompostos:
0— Fpyp— -+ —F1— Opp — Ox — 0. (1-11)
Seja Iy := I o feixe de ideais de X. Da seqiiéncia exata curta
0 — Zx(m) — Opn(m) — Ox(m) — 0,
obtemos a seqiiéncia de cohomologia
H' (P}, Opp(m)) — HY(X,Ox(m)) — H'(Py, Ix(m)).

Se mostrarmos que H'(P},Zx(m)) = 0, entdo o primeiro item do lema
estard provado. Sejam Z; := Im(F; — F,_y) parai = 2,....n—7r — 1l e
fagamos Z; := Zx. Da seqiiéncia exata longa (1-11) obtemos as seguintes

seqiiéncias exatas curtas:

0—Zisi(m) — Fi(m) - Z;(m) -0 parai=1,...,n—7r—2,

0— fn—r(m) - n—r—l(m) - n—r—l(m) — 0.

Tomemos a cohomologia das seqiiéncias acima para obtermos as seguintes

seqiiéncias exatas:

H'(Fi(m)) — H'(Zi(m)) — H" (Ziz1(m)) — HH(Fi(m)),
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parai=1,...,n—r—2. Os feixes F; sao da forma F; = @j Opp(m;), onde a
soma ¢ finita e os m; sio inteiros. Logo H'(F;(m)) =0 paral=1,...,n—1.

Com este fato e as seqiiéncias exatas acima concluimos que
H'(Zi(m)) = H" (Ziy1(m)),
parat=1,...,n—r — 2. Logo
H'(Ix(m)) = H"" Ly r-1(m)).
Temos também a seqiiéncia exata
H* " Fperaa(m)) = H' N Typa(m)) — H' " (Fop(m))

€ como

H* N (Foerea(m)) = H' 7 (Fop(m)) = 0

segue que H"""Y(Z,,_,._1(m)) = 0, e portanto H'(Zx(m)) = 0.
Para provarmos os demais itens consideremos a seguinte seqiiéncia

exata de cohomologia:
H(Py, Opp(m)) — H' (X, Ox(m)) — H'*{(Py, Ix (m)).

Se j =1,...,7 — 1, entdo H’(P}, Opp(m)) = 0. Logo precisamos apenas
mostrar que HITH PP Zx(m)) = 0. Como no primeiro item, usamos as

seqiiéncias exatas
HIHN(Fi(m)) — H N Z(m)) — H (T (m) — HI (Fi(m),
para k=1,...,n —r — 2, para provarmos que
HI Ty (m) = HIY YT,y (m)),
Usamos agora a seqiiéncia exata
HI Y (F oy (m) — HIY N,y (m)) — BT (e (m)),

para provarmos que H/T"""YZ . ,(m)) = 0, e portanto que
HIY(Zx(m)) =0.
U

Observagao 1.11 Tomando m = 0 no item (a) do Lema 1.10, vemos que
se X C P} é a.C.M. entao X é conexa.
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Definicao 1.12 Seja X C P} um subesquema fechado de dimensao r > 0.
Dizemos que X é uma intersecao completa se existem polindmios ho-
mogéneos fi,..., for € Kk[Xo,...,X,] tais que Typp = I, onde
I= (for s fa)

Lema 1.13 Seja X C P} um subesquema fechado de dimensaor > 0. Se X

€ uma intersecao completa, entao X € aritmeticamente Cohen—Macaulay.

Demonstragao: Suponhamos que Zypr = .7, onde I é gerado porn — r
polinémios homogéneos fi, ..., f,—.. Temos que dim(R/I) = r + 1. Como
dim(R) = n+1, e R é regular, segue que fi, ..., f,_, formam uma seqiiéncia
regular. Consideremos o complexo de Koszul determinado por fi,..., f._..
Como fy,..., fn_, formam uma seqiiéncia regular, o complexo é exato.

Portanto ele fornece uma resolugao livre de R/I de comprimento n — 7.
O

Lema 1.14 Seja X um subesquema finito de P}. Se Ix € o feize de ideais
de X, entao H (P}, Zx(m)) = 0 para todo m € Z e cada i = 2,...,n — 1.

Além disso, se n > 2, entao H"(P}, Zx(m)) =0 se e somente se m > —n.

Demonstracao: Seja m € Z. Como X é um esquema finito, segue do
Teorema 1.2 que H'(X, Ox(m)) = 0 para todo i > 1 . Segue do Teorema 1.3
que H'(PY,Opy(m)) = 0 para todo i = 1,...,n — 1 e i > n. Considerando

a cohomologia da seqiiéncia exata curta
0 — Zx(m) — Opn(m) — Ox(m) — 0, (1-12)
obtemos, para cada i = 2,...,n — 1, a seqiiéncia exata
H= (Ox(m)) — H'(Zx(m)) — H'(Ozy(m)).

Se i = 2,....,n—1, entdo H ' (Ox(m)) = 0 e H(Opp(m)) = 0, e da
seqiiéncia exata acima segue que H'(Zx(m)) = 0. Para a segunda afirmacdo,

consideremos a seqiiéncia exata
0=H""(Ox(m)) — H"(Zx(m)) — H"(Opp(m)) — H"(Ox(m)) =0

que implica em

H™"(Zx(m)) = H"(Opy(m)).

Pelo Teorema 1.3, H"(Zx(m)) = 0 se e somente se m > —n.
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Os dois proximos resultados sao fundamentais neste trabalho. Eles dao

condicoes necessarias para o nao anulamento do homomorfismo de restricao

H(Q) — H' (D).

Teorema 1.15 Sejam X um esquema projetivo sobre um corpo k de carac-
teristica zero e f : 'Y — X um morfismo finito. Seja b :== dimY . Entao o

homomorfismo natural H*(Q%) — H®(Q%.) € diferente de zero.

Demonstragao: Ver [19], Proposi¢ao 2.1, p. 3774.
0

Teorema 1.16 Sejam X um esquema projetivo sobre um corpo k de carac-
teristicap > 0e f: Y — X um morfismo finito. Seja b := dim Y. Suponha

que existem divisores de Cartier Ey, ..., By em X tais que

/ Ey---Ey- f[Y] # 0 (mod p).
X
Entdio o homomorfismo natural H*(Q%,) — H*(Q%) € diferente de zero.

Demonstragao: Ver [19], Proposi¢ao 2.2, p. 3777.
]

Esteves e Kleiman apresentam os dois resultados acima em separado,
pois dao uma prova mais simples para o primeiro. Contudo, a prova que dao
para o segundo resultado vale em qualquer caracteristica, inclusive p = 0.
E se tomarmos E; como secoes hiperplanas de X, vemos que a condicao
pedida no enunciado do Teorema 1.16 é automaticamente verificada.

No caso em que X = P} e f é um mergulho, a conclusao do
Teorema 1.16 é verificada se p { deg(Y’). De fato, tomando os E; como
sendo hiperplanos, e usando o fato que f.[Y] = deg(f)[f(Y)], concluimos

que
/X By By f.]Y] = deg(f) deg(f(Y)) = deg(Y).
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1.2
Regularidade de Castelnuovo—Mumford

Teorema 1.17 (Serre) Sejam X um esquema projetivo sobre k e Ox(1)

um feize invertivel muito amplo em X. Se F € um feixze coerente, entao
(a) para cada i >0, H(X,F) é um k-mddulo finitamente gerado;

(b) existe um inteiro ng, dependendo de F, tal que para cada i > 0 e cada

n > ng, H (X, F(n)) = 0.

Demonstracao: Ver [5|, Teorema 5.2. p. 228.
U

Definicao 1.18 Sejam F um feixe coerente em P} e m € Z. Dizemos que
F é m-regular se H' (P}, F(m — 1)) = 0 para todo i > 0.

Dado um feixe coerente F, pelos Teoremas 1.17 e 1.2, tomando
m = ng + n teremos que H*(PY, F(m —i)) = 0 para todo i > 0. Portanto,

existe um inteiro m tal que F é m-regular.

Definicao 1.19 Seja F um feixe coerente em P}. A regularidade de
Castelnuovo-Mumford, ou simplesmente regularidade, de F é o menor in-

teiro r para o qual F é r-regular.

Teorema 1.20 Seja F um feize coerente em Pp. Se F € m-regular, entao:
(a) F € s-reqular para todo s > m.

(b) o homomorfismo natural
H(F(s)) ® H*(Opp(1)) — H(F(s + 1))

¢ sobrejetivo para todo s > m.

Demonstracao: Vamos provar o teorema usando inducao em n. Se n = 0
nao ha o que provar. Suponhamos n > 0, e seja H um hiperplano que nao

contém os pontos associados de F. Consideremos a seqiiéncia exata

Pela hipotese sobre H, tensorizando a seqiiéncia exata acima por F(s),

obtemos a seqiiéncia exata:

0—F(s—1)— F(s) > F0O0u(s) — 0.
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Tomando s := m — ¢, para cada ¢ > 0, consideremos o seguinte pedaco da

seqiiéncia longa de cohomologia:
H'(F(m —1i)) — H(F @ Oy(m —1i)) — H (F(m—i—1)).

Como F é m-regular, temos que H*(F(m —i)) = H (F(m—i—1)) =0, e
portanto H'(F @ Og(m — 1)) = 0. Logo F ® Og ¢ m-regular em H. Como
H= IP)Z_I, por inducao que o teorema é valido para F ® Opg.

Consideremos agora a seqiiéncia exata
HT(Fm—i—1)) - H™(F(m —i)) - HTHF @ Oy(m —1i)).

Se i > 0, entao H"™(F(m —i—1)) = H(F @ Og(m —i)) = 0, pois F
¢ m-regular e F ® Oy é (m + 1)-regular. Segue que H™(F(m —i)) = 0
e portanto F é m + l-regular. Por inducao, temos que F é s-regular para
todo s > m.

Consideremos agora o diagrama comutativo

HY(F(s)) © H(Opy (1)) == H(F ® Op(s)) @ H(Op (1))

| |

HY(F(s))— H(F(s+1)) L HY(F® Oy(s+1))

Se s > m, entdao o homomorfismo u é sobrejetivo pois H'(Opp) = 0

e HY(F(s — 1)) = 0. Por outro lado, z ¢ sobrejetivo pela hipotese de

inducao. Portanto v o w é um homomorfismo sobrejetivo, e segue que

ker(v) = HY(F(s)) e Im(w) geram HY(F(s + 1)). Mas, como o mapa

F(s) — F(s+1) é dado por multiplicagio pela forma linear em H°(Opy(1))
definindo H, temos que ker(v) C Im(w). Portanto, w é sobrejetivo.

U

Observagao 1.21 Se F ¢ feixe coerente m-regular sobre P}, entao o
k[Xo, ..., X,]-modulo

(F) =P H (F(a))

deZ

é gerado por elementos de grau no maximo m. De fato, uma aplicacao

iterada do Teorema 1.20, (b), mostra que

H(F(m)) ® H*(Opp(d)) — H(F(m + d))
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é sobrejetivo para todo d > 0.

Observacao 1.22 A regularidade de um feixe de ideais proprios é posi-
tiva. De fato, se Z é um feixe de ideais proprios, entao Z determina um
subesquema proprio Y de P}. Seja r a regularidade de Z. Tomemos a coho-

mologia da seqiiéncia exata
0—Z(r—n) — Opp(r —n) = Oy(r —n) — 0
para obtermos a seqiiéncia exata
H"(Z(r —n)) — H"(Opn(r —n)) — H"(Oy(r —n)).

Pela defini¢do de r, temos H"(Z(r — n)) = 0, e como a dimensao de
Y é menor que n temos H"(Oy(r — n)) = 0, donde concluimos que
H"(Opr(r —n)) = 0. Pelo Teorema 1.3, temos que r > 0. Se r = 0, segue
do Teorema 1.20 que H*(Z) ® H%(Opy(d)) — H°(Z(d)) & sobrejetivo para
todo d > 0. Mas, como Z # Opn, temos que H°(Z) = 0, logo H*(Z(d)) =0
para todo d > 0, e portanto Z = 0, um absurdo. Logo r > 0.

Definicao 1.23 Se X C P} é um subesquema proprio fechado, entao a
regularidade de X é a regularidade de seu feixe de ideais. Por convencao, a

regularidade de P} é 1.

Denotaremos a regularidade de Castelnuovo-Mumford de X por
reg(X).

Da definicao de regularidade e da Observacao 1.21, vemos que a
regularidade de X é uma cota superior para o grau das hipersuperficies

que definem X.

Proposicao 1.24 Seja X C P} um subesquema fechado de P} de dimensao
pura s > 0. Suponha que X € a.C.M.. Entao a reqularidade de X é o menor

inteiro positivo r para o qual H*(Ox(r —s—1)) =0,

Demonstracao: Suponhamos primeiro que s = n, ou seja, X = P}. Por
defini¢do, a regularidade de P} ¢ 1. Pelo Teorema 1.3, H"(Opr (r—n—1)) = 0
se e somente se > 1. Portanto, a proposicao vale para s = n.
Suponhamos agora que s < n. Para determinarmos a regulari-
dade de X precisamos encontrar o menor inteiro positivo r para o qual
H(P!,Zx(r — 1)) = 0 para todo ¢ > 0. Pelo Lema 1.10, temos que
HI(PY, Zx(m)) = 0 para todo m € Z e cada j = 1,...,s. Logo devemos
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determinar o menor inteiro positivo m para o qual H (P?, Zx(m —1i)) =0

parat=s+ 1,...,n. Consideremos a seqiiéncia exata
0—Zx —>OPE — Ox — 0. (1-13)

Consideremos a cohomologia da seqiiéncia acima para obtermos as seqiién-

cias exatas

H'=H(0x(1)) — H'(Zx (1)) — H'(Opp (1))

Sei=s+2,...,n—1,entdo H ' (Ox(l)) = H(Op;(l)) = 0 para todo | € Z,
e portanto H'(Zx(l)) = 0 para todo [ € Z. Precisamos entao determinar o

menor inteiro positivo r para o qual valem as igualdades abaixo:
H Y Zx(r—s—1)) = H'(Ix(r —n)) = 0.

Como r é positivo, entao H" ' (Ox(r —n)) =0 e H*(Ox(r —n)) = 0. Da
seqiiéncia de cohomologia associada a seqiiéncia exata (1-13) extraimos a

seqiiéncia exata:
H" Y (Ox(r—n)) = H(Zx(r —n)) — H"(Opr(r —n)) — H"(Ox(r —n)).
Portanto, H"(Zx(r —n)) = 0. Ainda, com r > 0,

H N (Ix(r —s—1)) 2 H (Ox(r — s — 1)),

e portanto a regularidade de X é o menor inteiro positivo r para o qual
H*(Ox(r—s—1))=0.
O

Definicao 1.25 Seja X C P} um subesquema. Se existir a € Z tal que
o feixe dualizante wx de X satisfaz wx = Ox(a), entdo dizemos que X é

a-subcanonica (ou simplesmente subcanonica).

Coroléario 1.26 Suponha que C C P} é uma curva a.C.M, a-subcandnica

e de regularidade r. Entao r = a + 3.

Demonstragao: Se n = 1, entdo C =P}, e portanto a = —2 e r = 1.
Suponhamos que n > 1. Observemos que H°(C,Oc(i)) = 0 se e
somente se 1 < 0. De fato, pelo Lema 1.10, temos que o homomorfismo
de grupos
HO(BY, Ogy (i) — HY(C, Oc (i)
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é sobrejetivo se ¢« € Z. Se i < 0, pelo Teorema 1.3, temos
H°(Py, Opn(i)) = 0. Logo, pela sobrejetividade do homomorfismo acima,
temos que H°(C,O¢(i)) = 0 se i < 0. Também temos que H°(C,O¢) = k.
Por fim, se ¢ > 0 entdo O¢(i) é muito amplo, suas se¢des mergulham a
curva, e logo H°(C, O¢(i)) nao pode ser zero.

Por dualidade, temos
HY(Og(r —2)) = H((Oc(a -1 +2)).

Portanto, H'(Oc(r —2)) = 0 se e somente se a —r + 2 < 0, isto é, se e

somente se r > a + 3. Da Proposicao 1.24 segue que r = a + 3.
O

O proximo resultado nos diz como calcular a regularidade de

Castelnuovo-Mumford de interse¢oes completas em P}.

Corolario 1.27 Se C' C P} é uma curva que € interse¢cao completa de

hipersuperficies de graus dy,ds,- -+, d,_1, entao a reqularidade de C é
di+...4+dp 1 —n+2,
e o seu feixe dualizante €
we=0c(dy+...+dp1—n—1).

Demonstragao: Pelo Teorema 7.11 em [5], temos que o feixe dualizante de
C' é dado por

Da hipotese,

I
(F31)" = Oc(dy) -+ Oc(dn)
Cpn
e portanto
n— C’PZ ~ n—
wep & A\ 1(1-% )V = OPZ(_” -1@A 1(OC(d1) @@ O0c(dy-1))
IP)TL

= OPZ(_H — 1) ® OC(dl + -t dnfl)
& Oc(-n—1+dy+-+d,1).
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Concluimos que C' é uma curva (dy + ...+ d,—1 —n — 1)-subcanonica.

Pelo Corolario 1.26, temos

T:d1++dn,1—n—1—|—3
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