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Introducao

Este trabalho se divide em trés capitulos. No primeiro apresentamos
algumas defini¢oes e resultados usados nos dois capitulos seguintes. No
segundo trabalhamos com campos vetoriais (com coeficientes em um fibrado
em retas) sobre espagos projetivos. Determinamos, sob certas condi¢oes,
cotas para o grau de hipersuperficies que definem curvas invariantes por tais
campos. No terceiro estudamos equacoes de Pfaff de posto 1 sobre espacos
projetivos. Nele determinamos, sob certas condicoes, cotas para o grau de
hipersuperficies solugoes de tais equacoes.

Consideremos um corpo algebricamente fechado k de caracteristica
p > 0, o n-espaco projetivo P} sobre k, e um campo vetorial 7 sobre P}
(veja Defini¢do 2.1). O grau de n é o grau da hipersuperficie de pontos
em um hiperplano geral H C P} onde a dire¢cao dada por n vive em H.
Denotamos este grau por m := deg(n) (veja Defini¢ao 2.6).

Um subesquema fechado Y C P} ¢ dito invariante pelo campo vetorial
n, se n induz um campo vetorial sobre Y (veja Defini¢ao 2.3). No caso
k =Cen=2,em 1891, Poincaré considerou em [2|, pagina 161, a seguinte
questao: Podemos limitar o grau de curvas planas invariantes por n? Se tal
limite for dado, entao podemos restringir a procura por tais curvas a um
espaco vetorial de dimensao finita. O problema de encontrar tais limites é
conhecido como Problema de Poincaré.

Nao é possivel encontrar o limite procurado por Poincaré somente em
termos do grau m do campo vetorial (veja a Observacao 9 em [17], pagina 7).
Entretanto, dada uma curva reduzida C' C P4 de grau d invariante por 7,
limites para d em termos de m foram dados sob certas condi¢oes em 7 ou
C. Por exemplo, se C' é uma curva em P% de grau d, que tem somente nos
por singularidades, D. Cerveau e A. Lins Neto mostraram em |[8] que C' é
invariante por um campo vetorial de grau m somente se d < m + 2, valendo
a igualdade somente se C' é redutivel.

Generalizacoes do resultado de Cerveau e Lins Neto logo apareceram
na literatura. M. Soares mostrou em [9] que se £ = C e H é uma

hipersuperficie lisa de grau d invariante por um campo de grau m, entao
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d < m+ 1. Em 2000, M. Brunella e L. G. Mendes mostraram em [14] que
se H C P¢ é invariante por 7, entdo deg(H) < m + n, se H tem apenas
singularidades do tipo "normal-crossings".

De modo geral, se 7 € um campo vetorial de grau m em P}, podemos
considerar o problema de Poincaré como o de restringir a procura por
subesquemas fechados invariantes por 1 a um subespaco vetorial de di-
mensao finita. Este problema pode ser resolvido se conseguirmos limitar os
graus das hipersuperficies de P} que definem Y, ao invés de tentar limitar
o grau de Y propriamente. Esses graus sao limitados pela regularidade de
Castelnuovo-Mumford reg(Y') (veja Observagio 1.21 e Definigao 1.23). Por
esta razao a segunda secao do primeiro capitulo é dedicada a regularidade
de Castelnuovo-Mumford. Todos os resultados desta secao sao conhecidos,
a menos, talvez, da Proposicao 1.24 e do Corolario 1.26, para os quais nao
encontramos referéncias.

Levando em conta que a regularidade de uma curva plana é o seu
grau (veja o Corolario 1.27), E. Esteves generaliza em [17] a desigualdade

de Cerveau e Lins Neto:

Teorema 0.1 Seja C C P} uma curva reduzida, aritmeticamente Cohen—
Macaulay, de grau d e com no mdximo nds ordindrios por singularidades.
Se C' € invariante por um campo vetorial n de grau m em P} e C' contém
somente um numero finito de singularidades de n, entao d < m + 2, com

igualdade somente se C' é redutivel ou p|d, onde p = car(k).

Em seguida, E. Esteves e S. Kleiman analisaram o que ocorre com
curvas planas que possuem outros tipos de singularidades além dos noés

ordinarios. Eles provaram o resultado seguinte em [20]:

Teorema 0.2 Seja C' C P2 uma curva reduzida de grau d. Assuma que
k é um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 com p 1 d.
Suponha que C' é uma curva invariante por um campo vetorial de P% de
grau m. Sejam ¥ o subesquema dos pontos singulares de C, o := reg(X) e
p:=0—d+ 2. Entao

1 <
d< m+1, se p<0
m+1+p, sep>0

Além disso, se o campo possui um numero finito de singularidades e
d > 2m+2, entaod=m+ 1+ p.

Cotas para o grau d envolvendo as singularidades de C' ja haviam
aparecido em [10], mas o resultado acima é o primeiro que leva em conside-

racao a posicao das singularidades, refletida em o.
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Neste trabalho conseguimos generalizar o Teorema 0.2 para dimensao

superior, provando:

Seja C' C P} uma curva, n > 2. Suponha que C' € reduzida, aritmeticamente
Cohen—Macaulay, subcandnica e de grau d. Assuma que k € um corpo
algebricamente fechado de caracteristica p > 0 com p t d. Sejam X
o subesquema das singularidades de C, o := reg(X), r = reg(C) e
p = o —1r-+2. Suponha que C' € uma curva invariante por um campo
vetorial de P} de grau m. Se dim(SNC) =0, onde S € o lugar singular do
campo, entao
, < { m+ 1, se p<0
m+1+p, sep>0

Observamos ainda que o resultado acima, que neste trabalho é o
Teorema 2.13, é uma generalizacao parcial do Teorema 0.1. De fato,
mostramos no Lema 2.20 que se ¢' C P} é uma curva integral, aritmeti-
camente Cohen—Macaulay e subcanoénica, que tem apenas nos ordinérios
por singularidades, vale que reg(X) < reg(C) — 2, ou seja, p < 0. E por-
tanto » < m + 1. A generalizacao é parcial, pois foi necessario acrescentar
a hipotese de subcanonicidade.

Na Proposi¢ao 2.18 damos condigoes necessarias para que seja ver-
dadeira a igualdade r = m+1+p no enunciado acima. Para estabelecermos
esta igualdade precisamos determinar a regularidade do lugar singular S de
um campo vetorial, quando § tem um nimero finito de pontos. Este calculo
é feito no Capitulo 2 e é apresentado no Teorema 2.10. Apesar de a hipdtese
sobre a dimensao de S parecer muito restritiva, ela nao é, pois em geral o
lugar singular de um campo vetorial tem dimensao zero.

Se C' C P} é uma curva que ¢ a interse¢ao completa de hipersuperficies
de graus dy, ...,d,_1, e C' é invariante por um campo vetorial n de grau m,

M. Soares provou em [15] que:
di+...+dp1<m+n-—1 se C é lisa.

Se C' tem no méaximo nés ordinarios como singularidades, A. Campillo,
M. Carnicer e J. Garcia de la Fuente mostraram em [16] que Y d; < m + n.
(Eles também obtiveram cotas para Y d; no caso em que C' tem sin-
gularidades piores.) Como consequéncia do Teorema 2.13 obtemos o

Corolario 2.19, que é uma generalizacao destes resultados:
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Se C C P} € intersecao completa de hipersuperficies de graus dy, ..., d,_1,

e C' € invariante por um campo vetorial de grau m, entao:

m+n—1, se p<0

di+-+dyr <
m+n—14+p, sep>0

desde que a caracteristica de k seja p > 0 com p{ deg(C).

O resultado acima segue do fato que
reg(C)=dy+---+dp1 —n+2,

como provado no Corolario 1.27. No enunciado acima, p é como no enunciado

anterior, isto é, p = reg(X) — reg(C') + 2, e portanto

p=reg(X)+n—dy —- —dp_1.

Neste trabalho também generalizamos o Teorema 0.2 de Esteves e
Kleiman em outra direcao, via equacoes de Pfaff. Mais especificamente,

consideremos agora uma 1-forma diferencial algébrica
w=FydXg+ ...+ F,dX,,

onde os F; sao polindomios homogéneos de grau m — 1 satisfazendo
Y. X;F;, = 0. A condicdo garante que w define uma se¢ao de le(m).
Dizemos que m é o grau de w. A forma w define uma equagao de Pfaff
w = 0 de posto 1 em P} (veja Definicao 3.1 e Exemplo 3.2). Dizemos que
uma hipersuperficie reduzida H C P} dada por F' = 0, é uma solucao da

equacao de Pfaff se existe uma 2-forma

2
Or € /\ Qo Xl

satisfazendo w A dF = FOp (veja Definigao 3.5 e Exemplo 3.6).
Note que se n ¢ um campo vetorial de grau m em P%, entao n ¢ dado

por um campo
d d d

e G G, 2

=Gy, T oax, T,

onde Gy, G, e G5 sao polindbmios homogéneos de grau m. Associado a 7
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temos uma equacao de Pfaff de grau m + 2, dado pelo determinante

dXoy dX, dX,
w = XO X1 X2 -
Go G Gy

= (X1G2 — XgGl)dXO + (X2G0 — XoGg)Xm + (XoGl — XlGo)ng.

Mostra-se, em condigoes razoaveis, que uma curva plana reduzida é invari-

ante por 7 se e somente se ela é solu¢do de w = 0 (veja Proposi¢ao 3.11).
Assim, enxergando o Teorema 0.2 como um teorema sobre hipersu-

perficies que sao solucoes de equacoes de Pfaff de posto 1, provamos no

Teorema 3.14 a seguinte generalizacao:

Seja w = 0 uma equacgao de Pfaff de posto 1 e grau m em P}. Sejam
H C P} uma hipersuperficie reduzida de grau d, ¥ o lugar singular de
H e o :=reg(X) a sua regularidade. Se H é uma solugdo da equacgao de
Pfaff w = 0, se nenhuma componente de H estd contida no lugar singular

da equagao, e se a caracteristica de k é p >0 com p1d, entao

-1 <
d< m , se p<0
m—1+p, sep>0

onde p:=o0 —d—+ 2.

O lugar singular S da equagao de Pfaff w = 0, onde w = > F;d X,
é o esquema de zeros de Fy, ..., F},, ou o esquema de zeros da secao w de
QI}DZ (m). Seu feixe de ideais ¢ entdo a imagem do homomorfismo induzido
Tpr (—m) — Opp. No caso em que niicleo deste homomorfismo ¢ localmente
livre, e totalmente decomposto, conseguimos calcular, no Proposicao 3.21, a
regularidade de Castelnuovo-Mumford de S. Este pode ser o primeiro passo
para determinar quando vale a igualdade d = m — 1+ p acima. Infelizmente,

nao conseguimos avancar além deste primeiro passo.
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