
IntroduçãoEste trabalho se divide em três apítulos. No primeiro apresentamosalgumas de�nições e resultados usados nos dois apítulos seguintes. Nosegundo trabalhamos om ampos vetoriais (om oe�ientes em um �bradoem retas) sobre espaços projetivos. Determinamos, sob ertas ondições,otas para o grau de hipersuperfíies que de�nem urvas invariantes por taisampos. No tereiro estudamos equações de Pfa� de posto 1 sobre espaçosprojetivos. Nele determinamos, sob ertas ondições, otas para o grau dehipersuperfíies soluções de tais equações.Consideremos um orpo algebriamente fehado k de araterístia
p ≥ 0, o n-espaço projetivo Pn

k sobre k, e um ampo vetorial η sobre Pn
k(veja De�nição 2.1). O grau de η é o grau da hipersuperfíie de pontosem um hiperplano geral H ⊆ Pn

k onde a direção dada por η vive em H .Denotamos este grau por m := deg(η) (veja De�nição 2.6).Um subesquema fehado Y ⊆ Pn
k é dito invariante pelo ampo vetorial

η, se η induz um ampo vetorial sobre Y (veja De�nição 2.3). No aso
k = C e n = 2, em 1891, Poinaré onsiderou em [2℄, página 161, a seguintequestão: Podemos limitar o grau de urvas planas invariantes por η? Se tallimite for dado, então podemos restringir a proura por tais urvas a umespaço vetorial de dimensão �nita. O problema de enontrar tais limites éonheido omo Problema de Poinaré.Não é possível enontrar o limite prourado por Poinaré somente emtermos do grau m do ampo vetorial (veja a Observação 9 em [17℄, página 7).Entretanto, dada uma urva reduzida C ⊆ P2

C
de grau d invariante por η,limites para d em termos de m foram dados sob ertas ondições em η ou

C. Por exemplo, se C é uma urva em P2
C
de grau d, que tem somente nóspor singularidades, D. Cerveau e A. Lins Neto mostraram em [8℄ que C éinvariante por um ampo vetorial de grau m somente se d ≤ m+2, valendoa igualdade somente se C é redutível.Generalizações do resultado de Cerveau e Lins Neto logo apareeramna literatura. M. Soares mostrou em [9℄ que se k = C e H é umahipersuperfíie lisa de grau d invariante por um ampo de grau m, então
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 10
d ≤ m + 1. Em 2000, M. Brunella e L. G. Mendes mostraram em [14℄ quese H ⊆ Pn

C
é invariante por η, então deg(H) ≤ m + n, se H tem apenassingularidades do tipo "normal-rossings".De modo geral, se η é um ampo vetorial de grau m em Pn

k , podemosonsiderar o problema de Poinaré omo o de restringir a proura porsubesquemas fehados invariantes por η a um subespaço vetorial de di-mensão �nita. Este problema pode ser resolvido se onseguirmos limitar osgraus das hipersuperfíies de Pn
k que de�nem Y , ao invés de tentar limitaro grau de Y propriamente. Esses graus são limitados pela regularidade deCastelnuovo�Mumford reg(Y ) (veja Observação 1.21 e De�nição 1.23). Poresta razão a segunda seção do primeiro apítulo é dediada à regularidadede Castelnuovo�Mumford. Todos os resultados desta seção são onheidos,a menos, talvez, da Proposição 1.24 e do Corolário 1.26, para os quais nãoenontramos referênias.Levando em onta que a regularidade de uma urva plana é o seugrau (veja o Corolário 1.27), E. Esteves generaliza em [17℄ a desigualdadede Cerveau e Lins Neto:Teorema 0.1 Seja C ⊆ Pn

k uma urva reduzida, aritmetiamente Cohen�Maaulay, de grau d e om no máximo nós ordinários por singularidades.Se C é invariante por um ampo vetorial η de grau m em Pn
k e C ontémsomente um número �nito de singularidades de η, então d ≤ m + 2, omigualdade somente se C é redutível ou p|d, onde p = car(k).Em seguida, E. Esteves e S. Kleiman analisaram o que oorre omurvas planas que possuem outros tipos de singularidades além dos nósordinários. Eles provaram o resultado seguinte em [20℄:Teorema 0.2 Seja C ⊆ P2

k uma urva reduzida de grau d. Assuma que
k é um orpo algebriamente fehado de araterístia p ≥ 0 om p ∤ d.Suponha que C é uma urva invariante por um ampo vetorial de P2

k degrau m. Sejam Σ o subesquema dos pontos singulares de C, σ := reg(Σ) e
ρ := σ − d + 2. Então

d ≤

{

m + 1, se ρ ≤ 0

m + 1 + ρ, se ρ > 0Além disso, se o ampo possui um número �nito de singularidades e
d ≥ 2m + 2, então d = m + 1 + ρ.Cotas para o grau d envolvendo as singularidades de C já haviamapareido em [10℄, mas o resultado aima é o primeiro que leva em onside-ração a posição das singularidades, re�etida em σ.
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 11Neste trabalho onseguimos generalizar o Teorema 0.2 para dimensãosuperior, provando:Seja C ⊆ Pn
k uma urva, n ≥ 2. Suponha que C é reduzida, aritmetiamenteCohen�Maaulay, suban�nia e de grau d. Assuma que k é um orpoalgebriamente fehado de araterístia p ≥ 0 om p ∤ d. Sejam Σo subesquema das singularidades de C, σ := reg(Σ), r := reg(C) e

ρ : = σ − r + 2. Suponha que C é uma urva invariante por um ampovetorial de Pn
k de grau m. Se dim(S ∩C) = 0, onde S é o lugar singular doampo, então

r ≤

{

m + 1, se ρ ≤ 0

m + 1 + ρ, se ρ > 0Observamos ainda que o resultado aima, que neste trabalho é oTeorema 2.13, é uma generalização parial do Teorema 0.1. De fato,mostramos no Lema 2.20 que se C ⊆ Pn
k é uma urva integral, aritmeti-amente Cohen�Maaulay e suban�nia, que tem apenas nós ordináriospor singularidades, vale que reg(Σ) ≤ reg(C) − 2, ou seja, ρ ≤ 0. E por-tanto r ≤ m + 1. A generalização é parial, pois foi neessário aresentara hipótese de subanoniidade.Na Proposição 2.18 damos ondições neessárias para que seja ver-dadeira a igualdade r = m+1+ρ no enuniado aima. Para estabeleermosesta igualdade preisamos determinar a regularidade do lugar singular S deum ampo vetorial, quando S tem um número �nito de pontos. Este áluloé feito no Capítulo 2 e é apresentado no Teorema 2.10. Apesar de a hipótesesobre a dimensão de S pareer muito restritiva, ela não é, pois em geral olugar singular de um ampo vetorial tem dimensão zero.Se C ⊆ Pn

k é uma urva que é a interseção ompleta de hipersuperfíiesde graus d1, . . . , dn−1, e C é invariante por um ampo vetorial η de grau m,M. Soares provou em [15℄ que:
d1 + . . . + dn−1 ≤ m + n − 1 se C é lisa.Se C tem no máximo nós ordinários omo singularidades, A. Campillo,M. Carnier e J. Garía de la Fuente mostraram em [16℄ que ∑

di ≤ m + n.(Eles também obtiveram otas para ∑

di no aso em que C tem sin-gularidades piores.) Como onsequênia do Teorema 2.13 obtemos oCorolário 2.19, que é uma generalização destes resultados:
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 12Se C ⊆ Pn
k é interseção ompleta de hipersuperfíies de graus d1, . . . , dn−1,e C é invariante por um ampo vetorial de grau m, então:

d1 + · · ·+ dn−1 ≤

{

m + n − 1, se ρ ≤ 0

m + n − 1 + ρ, se ρ > 0desde que a araterístia de k seja p ≥ 0 om p ∤ deg(C).O resultado aima segue do fato que
reg(C) = d1 + · · ·+ dn−1 − n + 2,omo provado no Corolário 1.27. No enuniado aima, ρ é omo no enuniadoanterior, isto é, ρ = reg(Σ) − reg(C) + 2, e portanto
ρ = reg(Σ) + n − d1 − · · · − dn−1.Neste trabalho também generalizamos o Teorema 0.2 de Esteves eKleiman em outra direção, via equações de Pfa�. Mais espei�amente,onsideremos agora uma 1-forma diferenial algébria

ω = F0dX0 + . . . + FndXn,onde os Fi são polin�mios homogêneos de grau m − 1 satisfazendo
∑

XiFi = 0. A ondição garante que ω de�ne uma seção de Ω1
Pn

k

(m).Dizemos que m é o grau de ω. A forma ω de�ne uma equação de Pfa�
ω = 0 de posto 1 em Pn

k (veja De�nição 3.1 e Exemplo 3.2). Dizemos queuma hipersuperfíie reduzida H ⊆ Pn
k dada por F = 0, é uma solução daequação de Pfa� se existe uma 2-forma

θF ∈
2

∧

Ω1
k[X0,...,Xn]|ksatisfazendo ω ∧ dF = FθF (veja De�nição 3.5 e Exemplo 3.6).Note que se η é um ampo vetorial de grau m em P2

k, então η é dadopor um ampo
η = G0

d

dX0

+ G1
d

dX1

+ G2
d

dX2

,onde G0, G1 e G2 são polin�mios homogêneos de grau m. Assoiado a η
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Conjuntos Algébrios Invariantes de Folheações no Espaço Projetivo 13temos uma equação de Pfa� de grau m + 2, dado pelo determinante
ω =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dX0 dX1 dX2

X0 X1 X2

G0 G1 G2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (X1G2 − X2G1)dX0 + (X2G0 − X0G2)dX1 + (X0G1 − X1G0)dX2.Mostra-se, em ondições razoáveis, que uma urva plana reduzida é invari-ante por η se e somente se ela é solução de ω = 0 (veja Proposição 3.11).Assim, enxergando o Teorema 0.2 omo um teorema sobre hipersu-perfíies que são soluções de equações de Pfa� de posto 1, provamos noTeorema 3.14 a seguinte generalização:Seja ω = 0 uma equação de Pfa� de posto 1 e grau m em Pn
k . Sejam

H ⊆ Pn
k uma hipersuperfíie reduzida de grau d, Σ o lugar singular de

H e σ := reg(Σ) a sua regularidade. Se H é uma solução da equação dePfa� ω = 0, se nenhuma omponente de H está ontida no lugar singularda equação, e se a araterístia de k é p ≥ 0 om p ∤ d, então
d ≤

{

m − 1, se ρ ≤ 0

m − 1 + ρ, se ρ > 0onde ρ := σ − d + 2.O lugar singular S da equação de Pfa� ω = 0, onde ω =
∑

FidXi,é o esquema de zeros de F0, . . . , Fn, ou o esquema de zeros da seção ω de
Ω1

Pn

k

(m). Seu feixe de ideais é então a imagem do homomor�smo induzido
TPn

k
(−m) → OPn

k
. No aso em que núleo deste homomor�smo é loalmentelivre, e totalmente deomposto, onseguimos alular, no Proposição 3.21, aregularidade de Castelnuovo�Mumford de S. Este pode ser o primeiro passopara determinar quando vale a igualdade d = m−1+ρ aima. Infelizmente,não onseguimos avançar além deste primeiro passo.
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