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Determinacéo da Trajetdria Otima

Tal como acontece em muitos dominios da ciéncia moderna, é possivel
encontrar 0s primeiros passos da otimizacdo em culturas de povos antigos.
Citando, a titulo de exemplo, o conhecido episédio narrado por Virgilio, segundo
o qual a rainha Dido, ao fundar a cidade de “Cartago”, determinou que essa fosse
planejada segundo a figura geométrica para qual seria maximizada a area por ela
delimitada com um dado perimetro constante [22]. Outro exemplo muito
conhecido € o problema da braquistocrona, que foi proposto por John Bernoulli
em 1696 como desafio & comunidade matematica da época. O problema consiste
em encontrar uma curva que una dois pontos A e B situados num mesmo plano
vertical, com a propriedade de que uma particula inicialmente em repouso que
deslize sobre essa curva leve o menor tempo possivel para ir, sob a acdo da
gravidade, de A até B. O ponto A é suposto estar acima do ponto B mas ndo na
mesma vertical. A solucdo deste problema foi publicada pouco menos de um ano
apos a sua colocacao.

Todavia, o desenvolvimento dos métodos de otimizacdo inicia-se,
praticamente, s6 no século XVIII. Na verdade, é a partir dos anos quarenta que 0s
desafios lancados por mais complexos problemas decisionais visando a melhor
utilizacdo dos recursos disponiveis, as surpreendentes potencialidades do recém-
descoberto célculo automatico e um maior esforco de matematizacdo de
problemas reais, permitem desenvolver a maioria dos potentes métodos de
otimizacdo que atualmente existem e que podem ser utilizados como preciosos

instrumentos de apoio ao processo da tomada de decisoes.

3.1
Defini¢do da Otimizacgao aplicada aos veiculos

O problema de otimizagdo é muito utilizado em diversas areas da ciéncia, e
seu objetivo é diferente em cada uma delas, porém o tratamento quase sempre é 0

mesmo. A otimizacdo de alguma funcdo em relacdo a alguma variavel é abordada
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segundo um procedimento matematico, e portanto, sempre é necessario trabalhar
com modelos que expressem o comportamento fisico do sistema que se quer
otimizar. Neste trabalho deseja-se obter a trajetoria 6tima para o percurso de um
veiculo de competicdo, cujo principal objetivo é percorrer o tracado de um
circuito no minimo tempo possivel. Este € um problema que pode ser resolvido
segundo tecnicas de otimizacdo. Para tanto deve-se trabalhar com um modelo
matematico que represente o veiculo e as condi¢Bes as quais estd sujeito. No
capitulo anterior desenvolveu-se um modelo matematico ndo linear do veiculo,
relativamente complexo que, apés algumas avaliacOes e tentativas iniciais, foi
considerado inadequado para o tratamento de interesse, e provavelmente serad
empregado apenas quando forem aplicadas técnicas de controle 6timo que ndo é a
intencéo deste trabalho. Entdo, para resolver o problema de otimizacéo, se propde
um outro modelo matematico, muito mais simples, mas suficiente para descrever
os fendmenos fisicos envolvidos na dinamica veicular, necessarios para a
determinacédo da trajetdria 6tima, com um tempo minimo de percurso. O modelo
veicular do Capitulo 2 é empregado para avaliar os resultados encontrados a partir
da representacdo mais simples, como sera visto adiante no Capitulo 4.

Em [21] tem-se a abordagem do problema da trajetoria 6tima através das
ferramentas de otimizacdo, na qual o modelo mateméatico do veiculo é mais
limitado e menos representativo do que o desenvolvido neste trabalho. Deste
modo, considerou-se suficiente a escolha feita, como, inclusive, comprovam o0s
resultados encontrados, como discutido a seguir.

A Figura 3.1 apresenta uma curva com duas trajetorias possiveis: uma pelo
centro da pista, e outra empregando a tangéncia em um determinado ponto. Pode-
se provar, por conceitos triviais de movimento de uma particula, que, quando ha
limitacdo na aceleracao lateral (centripeta) maxima, no primeiro caso a velocidade
limite de percurso é menor gue no segundo caso. Considerando que as distancias a
serem percorridas sdo praticamente iguais, o tempo de percurso da primeira
trajetéria serd maior que o da segunda, fornecendo uma vantagem competitiva
aquele que escolher o segundo tragado. A segunda seria uma “trajetdria 6tima”.

O exemplo da Figura 3.1 diz muito do trabalho que se pretende fazer. Aqui,
aparentemente, se tem dois tipos de analises independentes, relacionadas aos
movimentos longitudinal e lateral do veiculo. Uma possibilita determinar o valor

da velocidade que o veiculo tem em cada instante de tempo, e a outra a mudanca
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de direcdo da velocidade. Porém ambas as andlises estdo fortemente ligadas.
Partindo deste exemplo é possivel ver que 0 modelo mais simples deve ter duas
variaveis independentes, mas interrelacionadas, uma para cada um dos
movimentos (lateral e longitudinal), como se explica de forma detalhada no item a

sequir.

1201

1001

Figura 3.1. Duas trajetorias possiveis em uma curva, a esquerda se apresenta a
trajetéria pelo meio da pista, a direita a trajetéria tangente a curva.

3.2
Modelo massa pontual

O modelo de massa pontual é uma representacdo bastante simples para um
veiculo terrestre, que ndo permite observar completamente a sua dindmica, porém
é suficiente para a determinacdo do tracado da trajetéria Otima, levando a
resultados muito proximos do real, como sera visto. Uma vez obtida a trajetoria
Otima empregando este modelo simples, utiliza-se 0 modelo dindmico néo linear
do veiculo para percorrer o tragado estabelecido, mediante estratégias de controle,
e verifica-se as diferencas encontradas.

Para determinacdo do modelo de massa pontual, parte-se da analise das
equacdes de movimento, como no capitulo anterior, considerando-se o veiculo
como uma particula no espaco, com sua massa concentrada no Centro de Massa.
A analise é realizada supondo também um referencial local embarcado no veiculo
e a transformacéo de coordenadas para o referencial global, de modo a assim obter
a trajetoria do veiculo, como no modelo mais complexo visto anteriormente. O
modelo massa pontual pode ser obtido ao se fazer simplificacGes de linearidade e

consideracdes fisicas naquele modelo dindmico néo linear.
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Figura 3.2. Variaveis do modelo massa pontual.

O modelo massa pontual descreve o movimento longitudinal, atraves da

equacdo da aceleracdo do veiculo em relagédo ao seu eixo x, dada por

u, :u0+'[ax dt (3.1)
na qual, u, é a velocidade (longitudinal) em funcdo do tempo; u, é a velocidade
inicial; a, é a fungéo aceleragdo (aceleragéo longitudinal) em fungéo do tempo e
dt é diferencial do tempo (variavel de integrag&o).

Deve-se ter em conta que para 0 modelo massa pontual do veiculo nédo
existe qualquer movimento lateral no referencial local. Mas entdo o que significa
a aceleracdo lateral? Isto caracteriza apenas a forca que torna possivel mudar a
direcdo do vetor velocidade (longitudinal). N&o é feita qualquer integracdo da

aceleracdo lateral, mas emprega-se esta variavel para determinar a velocidade

angular, associada a mudanca de direcdo do vetor velocidade, segundo

2
a, :FX (3.2)
u =R#& (3.3)

nas quais, a, € a fungdo aceleracao lateral (ou aceleragdo normal) em fungdo do

tempo, R é o raio de curvatura em fungéo do tempo, @ é a velocidade angular em
funcgéo do tempo.
Deste modo, a funcdo das equagfes associadas ao movimento lateral €

apenas caracterizar o0 movimento de rotacdo, que pode representar, dentro de
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certas consideracdes, a atitude do veiculo. A aceleracdo lateral gera um raio de
curvatura e também uma velocidade angular para cada instante de tempo, que
estdo relacionadas como mostrado. Vé-se claramente que o movimento lateral esta
muito relacionado ao movimento longitudinal.

Arruma-se as EquacgOes 3.2 e 3.3 que relacionam a aceleragéo lateral, a
velocidade longitudinal e a velocidade angular, levando as Equacgfes 3.5, 3.6 e
3.7,

a U W (3.4)
y R ) X
()
ou
gz‘:‘_y (3.5)
e
9:j9dt (3.6)
uX
R:z (3.7)

nas quais @ representa a atitude do veiculo (angulo yaw do veiculo).

Agora, com as Equacbes 3.1, 3.5, 3.6 e 3.7 € possivel fazer uma
transformacdo de coordenadas e expressar a velocidade do veiculo em
coordenadas globais para, depois, mediante uma integragdo no tempo, obter a sua

posicao, ou seja a trajetoria, de acordo com

U, =u, -cos(d) (3.8)
V, =u, -sen(9) (3.9)
X =[U, dt (3.10)
Y = jvy dt (3.11)

nas quais, U, é a velocidade do veiculo na dire¢do do eixo x do referencial
global, V, e a velocidade na diregdo do eixo y do referencial global, X e Y sé&o as

posicdes no referencial global.
Assim o modelo massa pontual estd completamente descrito nas equacdes
anteriores, que podem ser facilmente resolvidas no Simulink/Matlab, onde as

varidveis de entrada sdo as duas aceleracdes, longitudinal e lateral, a massa do
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veiculo é constante no tempo, e as funcBes de saida sdo a posi¢ao nos eixos X e Y

no referencial global, que geram a trajetoria do veiculo.

3.3
Algoritmos de Otimizacado

Existem varios modos de classificar os métodos de otimizacdo. Entre os
principais tém-se 0s métodos diretos e indiretos. Sdo denominados métodos
indiretos aqueles que ndo dependem da comparacao direta dos valores numéricos
assumidos em dois ou mais pontos. Os métodos indiretos fazem uso de condi¢des
necessarias para que um ponto seja de minimo ou de maximo, condi¢Bes essas
expressas através de relacbes matematicas, que sdo, por sua prépria natureza,
indiretas. Os métodos diretos pressupbem a determinacdo e comparacdo dos
valores da funcdo a otimizar em diversos pontos situados dentro da faixa de
definicdo das variaveis independentes [23]. O problema a ser aqui resolvido por
suas caracteristicas devera ser tratado por um método indireto.

Uma outra possibilidade para a solucdo do problema em questdo € a
aplicacdo dos algoritmos genéticos, que formam uma familia de procedimentos
computacionais inspirados na evolug¢do. Normalmente os algoritmos genéticos sao
vistos como otimizadores de funcgdes, embora a quantidade de problemas para os
quais se aplicam seja bastante abrangente [24].

Os procedimentos evolucionarios ndo serdo adotados neste trabalho, mas
poderdo ser investigados em futuras pesquisas nesta area, por se considerar que
ainda é preciso conhecer melhor os resultados do problema tratado através de
metodologias classicas de otimizacao.

Como em quase todo problema de otimizacdo é preciso ter uma funcéao
objetivo e uma ou mais restri¢des, identifica-se estes no problema especifico.
Analisa-se a seguir especificamente o uso do modelo massa pontual no
procedimento de otimizacdo, e define-se o algoritmo a utilizar em forma geral
para que seja entendido o que se pretende fazer, sem entrar ainda na programacao
no Simulink/Matlab. No modelo massa pontual, descrito no item anterior, as
varidveis de entrada sdo as aceleracdes e as fungdes de saida sdo a posi¢do nas
coordenadas globais. O objetivo é que o veiculo percorra, dentro de uma pista pré-

determinada, um tracado no menor tempo possivel.
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Deste modo, as variaveis do problema de otimizacdo sdo as aceleracdes
(lateral e longitudinal), que no caso de um veiculo de competicdo, percorrendo
uma determinada pista, possuem perfis com caracteristicas conhecidas. Assim nao
se pretende obter como resultado qualquer fungédo aceleracdo, mas sim formas de
onda no tempo que caracterizem as aceleragfes que sdo aproximadas ao
comportamento fisico que ocorre em um veiculo de competi¢do, como é explicado
mais detalhadamente adiante.

As restricdes do problema de otimizacao neste caso séo trés: o veiculo deve
ficar em todo tempo dentro da pista, as aceleragdes ndo podem ultrapassar o limite
estabelecido pelo circulo de aderéncia do veiculo, e a velocidade ndo pode ser
maior que a maxima admissivel (limitacdo fisica devida poténcia do motor).

Na Figura 3.3 mostra-se, em forma esquematica muito simplificada, o que
se pretende conseguir da otimizacdo. Neste diagrama apresenta-se as variaveis de
otimizacdo e as restricbes que a otimizacdo vai considerar aplicados no modelo

massa pontual, incluido no processo de otimizacao.

ax
e

Processo de Trajetoria

Otimizagéo A
ay Otima

Pista
Circulo aderéncia
Velocidade

Figura 3.3. Diagrama do algoritmo de Otimizacao.

A seguir explica-se cada parte do algoritmo de otimizacdo que vai se
utilizar, tratando das variaveis e das restri¢ces, da funcdo objetivo, e dos critérios
considerados para trabalhar dentro dos limites da realidade fisica do problema em

questéo.
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3.4
Definicdo das variaveis e restrigdes

Descreve-se agora as varidveis associadas ao modelo matematico
empregado na otimizacdo. Pode-se chamar as varidveis do modelo massa pontual
como varidveis dinamicas, que sao definidas pela equacdo de movimento. Estas

varidveis que descrevem o movimento do veiculo e sua localizacdo sdo: a

velocidade angular do veiculo @, a velocidade longitudinal u, , posicio no eixo x

do referencial global (X), posicdo no eixo y do referencial global (Y), a atitude do

veiculo que € o angulo 4.

34.1
Variaveis de entrada

As variaveis de entrada do problema de otimizacao, as mesmas do modelo
veicular, sdo as aceleragdes lateral e longitudinal, que podem ser positivas ou
negativas, variaveis no tempo ou constantes. Agora como obter funcdes
matematicas que descrevam tais aceleracGes? Felizmente, como se quer otimizar
a trajetdria seguindo o comportamento dos veiculos de competicdo, tem-se o
apoio da tecnologia de Gltima geracdo utilizada nestes veiculos. A telemetria é
um sistema de aquisi¢do de dados que faz uso de transdutores embarcados, através
da qual as informacg6es sdo transmitidas e processadas para analise em tempo real
ou posterior. As aceleracfes do veiculo podem ser obtidas por este processo, no
qual os dados normalmente ndo estdo em funcdo do tempo, pelo menos ndo em
forma explicita, mas sim em funcdo da distancia percorrida pelo veiculo. Tais
dados podem ser utilizados para definir os perfis de aceleracdo no procedimento
de otimizacdo da trajetoria. A Figura 3.3 apresenta um exemplo da forma como se
obtém os dados a partir da telemetria e os perfis tipicos das aceleracdes
longitudinal e lateral. Existe um certo “padrdo” para as fungdes aceleracdo, que
pode ser adotado no tratamento do problema, simplificando muito a andlise a ser
realizada. Pode-se considerar que o comportamento das aceleracfes, pelo menos
no que diz respeito a sua forma, € conhecido, ndo se alterando significativamente
de pista para pista, ou mesmo de veiculo para veiculo, ou ainda de piloto para
piloto.
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Figura 3.4 Exemplo dos dados obtidos da telemetria.

Uma vez que o objetivo é minimizar o tempo de percurso, 0 que se quer €
ter o tempo como resultado e ndo como variavel de alguma fungdo. Assim o
ponto de partida € conseguir expressdes que representem os fendémenos fisicos
durante o percurso de retas e curvas, que ndo contenham o tempo de forma
explicita. A seguir apresentam-se as funcOes que serdo adotadas para as
aceleracdes, para cada situacdo em qualquer trajetoria, dependentes da distancia
percorrida pelo veiculo

A distancia tx que o veiculo percorre no tempo t € dada pela equacéo
tx = jux dt (3.12)

na qual uy é a velocidade do veiculo.

Para a caracterizacdo da aceleracdo longitudinal positiva (tracdo),
considera-se que ao se acionar o pedal do acelerador, o veiculo atinge inicialmente
uma elevada aceleragéo, e, conforme a velocidade aumenta, sua derivada diminui
até chegar a velocidade méaxima, na qual a aceleragdo € nula. Para representar de

melhor forma possivel este comportamento define-se uma funcéo exponencial,
X5 —X a
ax — ao . e f 0 0

que deve satisfazer os seguintes valores iniciais e finais: tx=x, =>a,=a, €

(3.13)

tx=x;, =>a,=a; , na qual a,>a; , sdo as aceleragdes, inicial e final

respectivamente, tx € a distancia percorrida, x, € a posi¢do inicial do veiculo,
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ex, é a posicdo final durante o processo de aceleracdo. A Figura 3.4 mostra o

perfil estimado para a aceleragdo longitudinal positiva tendo como variavel
independente a posi¢do do veiculo na pista.

ap |

ar |

Figura 3.5. Funcéo para a aceleracédo longitudinal do veiculo.

J& para a aceleragdo longitudinal negativa (frenagem), ao se acionar o
pedal do freio, considera-se que, inicialmente, o veiculo atinge uma alta
desaceleracdo, e, de acordo com a diminuicdo da velocidade, a desaceleracdo
também diminui até chegar a uma velocidade minima (pode ser nula, ou quando o
piloto alivia o pedal de freio), na qual a desaceleracéo é nula. Para representar de
melhor forma possivel este comportamento define-se uma outra funcgéo
exponencial, semelhante a anterior, mas com valores sempre negativos, dada por

= LE)

|
a, =—ad,-¢€ (3.14)
que deve satisfazer os valores iniciais e finais: tx=x,=>a,=a, €
tx=x, =>a,=a,;, na qual a, >a, , sdo as desaceleracOes, inicial e final
respectivamente, tx € a distancia percorrida, x, é a posicdo inicial do veiculo na
pista, e X, é a posicéo final durante a etapa de desaceleragéo. A Figura 3.6 mostra

o perfil suposto para as aceleracdes longitudinal positiva (tracdo) e negativa

(frenagem) tendo como variavel independente a posi¢do do veiculo na pista.
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Figura 3.6. Funcéo para aceleracdo e desaceleragdo longitudinal do veiculo.

Para a aceleracéo lateral positiva (entrada da curva), quando o piloto faz
manobras com o volante do veiculo, ao mudar de direcdo as rodas dianteiras, séo
geradas as forcas laterais, que a sua vez levam as aceleracdes laterais. Este
movimento transitorio pode ser aproximado mediante alguma expressdo
matematica, que deve ser semelhante ao comportamento mostrado nos graficos
obtidos pela telemetria. Para representar de melhor forma possivel este
comportamento define-se novamente uma funcéo exponencial
tx—

v b

a, =4a, l1-e (3.15)

que deve satisfazer os valores iniciais e finais: tx=x,=>a,=0 e

tx=x, =>a,=a,, na qual a, € a aceleracdo lateral final, tx é a distancia

y H
percorrida, X, é a posicao inicial do veiculo, ex, é a posi¢do final na entrada da

curva. Nota-se que se considerou que o sistema atinge uma condigdo final em
aproximadamente 4 vezes o tempo de decaimento da exponencial decrescente,
pratica comum na analise de sistemas dinamicos lineares, dai o fator (-4) no

exponente da Equagéo 3.15.
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A representacdo da aceleracdo lateral negativa (saida da curva), € muito
semelhante a anterior, mas agora se quer chegar de uma aceleracdo inicial
(diferente de zero) até a aceleracdo final nula. Para representar da melhor forma

possivel este comportamento define-se a funcdo exponencial:

X
a,=4a,-€ (3.16)
que satisfazer os valores iniciais e finais: tx=x, = a, =a, e tx=X; = a, =0,
na qual a, é a aceleracéo centripeta inicial, tx € a distancia percorrida, X, é a
posicdo inicial do veiculo, x, é a posigdo final na saida da curva. Na Figura 3.6

mostra-se 0 comportamento das fungdes empregadas para representacdo da
aceleracdo lateral do modelo veicular massa pontual. Poderia-se ter considerado
ainda uma fase na qual a aceleracdo lateral é constante durante o percurso da
curva, entretanto acredita-se que o proprio problema de otimizacdo possa
convergir para tal situacdo, caso ela realmente ocorra. Pela analise dos dados da
telemetria entretanto observou-se que raramente se atinge uma condicdo
permanente, estando o veiculo sempre sujeito aos transientes descritos pelas
Equacdes 3.15 e 3.16.

an

Xo X Xo Xt

Figura 3.7 Funcéo para aceleracéo lateral do veiculo.

Assim ficam definidas as varidveis de entrada, que sdo um conjunto de

fungdes que descrevem o comportamento fisico das aceleragdes dos veiculos de
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competicdo, dependentes de 4 parametros em cada uma das quatro situacOes
consideradas: as aceleracdes e as posicoes inicial e final nos trechos do circuito.

A dependéncia das aceleragcdes com respeito a distancia percorrida é facil e
I6gica de assimilar e trabalhar, uma vez que a variavel que o piloto esta vendo e
processando em seu cérebro é sua posi¢do na pista (ou caminho), e ele realiza
manobras de modo a acompanhar o tracado da pista, segundo as caracteristicas

dindmicas do veiculo.

3.4.2
Variaveis de saida

As variaveis de saida sdo duas: as posi¢des do veiculo nos eixos X e Y do
referencial global, obtidas pela solucdo das equagdes diferenciais do modelo
massa pontual, que descrevem o movimento do veiculo, realizada através do
Simulink/Matlab. Os valores dessas posi¢Oes dependem dos valores instantaneos
de velocidade angular e velocidade longitudinal do veiculo, que por sua vez sao
obtidos pela integracdo das aceleracbes longitudinal e lateral, como mostrado
anteriormente. Os resultados deste modelo serdo avaliados empregando uma pista
pré-definida, analisando o comportamento de tais varidveis em funcdo da
distancia percorrida ou do tempo, de modo a verificar se as restricbes impostas
sdo satisfeitas e se tal comportamento & aceitavel, comparativamente aquele

obtido por uma representacdo mais detalhada e realista.

343

Restricdes de otimizacéo

Adota-se neste modelo de massa pontual basicamente trés restricles, a
primeira da quais € muito simples: a velocidade do veiculo ndo pode ser maior
gue um maximo estabelecido em 325 km/h (comum em veiculos de competicao)
Essa velocidade é limitada pela capacidade do motor, uma vez que ele ndo pode
produzir mais poténcia. Assim

u, <325 km/h (3.17)
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A segunda restricdo também ndo é muito complexa, e representa as
limitacGes das aceleracdes. Sabe-se pelo circulo de aderéncia de um veiculo de

competicdo que

Jar +a; <5g (3.18)

—-5g <a, <5¢ (3.19)
-5g<a, <29 (3.20)
sendo g a aceleracdo da gravidade. A interseccdo das trés desigualdades fornece a
restricdo nas aceleracOes (e desaceleragdes), tanto longitudinal quanto lateral,
assegurando que estas variaveis permanecam dentro do circulo de aderéncia.
A terceira restricdo é a mais complexa, e relativamente dificil de se avaliar
e descrever matematicamente, pois representa as condi¢des que estabelecem que o
veiculo deve permanecer dentro da pista, com uma certa tolerancia admissivel,
considerando que podem existir em alguns casos areas de escape ou trechos fora
da pista que sdo usados como parte do tragcado. Como seria muito ineficiente
fazer a avaliacdo para cada ponto da trajetdria, dentro da largura da pista, realizou-
se esta comparacao em funcdo apenas dos valores limites superior e inferior da
pista no eixo lateral Y do sistema referencial global, a partir do posicionamento
longitudinal (eixo X), empregando diretamente os resultados encontrados pelo
Simulink/Matlab. Deste modo, para cada ponto de deslocamento longitudinal xt,
qualquer coordenada yt associada deve estar entre Yinr € Ysyp. 0a pista, como
mostrado na Figura 3.7. Matematicamente deve-se ter para cada xt um valor de yt

de acordo com
yinf. < yt < ysup, (321)
na xt é a posicdo no eixo X do referencial global, yt é a posicdo no eixo Y do

referencial global, yins. € 0 limite inferior da pista e ysyp. € 0 limite superior da pista
no eixo Y do referencial global para a posi¢éo xt.
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Figura 3.8. Restri¢cdo da pista.

34.4

Funcéo objetivo

A funcdo objetivo do problema de otimizacdo é o tempo, uma vez que se
pretende obter minimo tempo para o percurso considerado. O tempo devera ser
representado por uma funcdo da distancia percorrida pelo veiculo. Esta funcao
tempo sera minimizada variando os parametros das aceleragdes. Deve-se lembrar
que o tempo total de percurso serd a soma dos tempos encontrados para cada
situacdo particular, ou seja existe um tempo associado a um trecho reto,
subdividido em uma faixa na qual se tem uma aceleracdo positiva e em seguida
uma desaceleracdo; e aqueles correspondentes a um trecho curvo, que
normalmente também estdo subdivididos em dois ou trés condigdes de aceleracdo
distintas.

De maneira geral, entretanto, considerando que

_dx

vV=— 3.22
o (3.22)
entdo chega-se a

gt = & (3.23)
Vv
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e finalmente tem-se
t= jl dx (3.24)
Y

que sera a expressdao empregada analiticamente para determinar o tempo
associado a uma determinada solucdo do problema de otimizacdo, que devera ser

minimizado a cada passo do procedimento correspondente.

A seguir serdo apresentadas as equacdes utilizadas para a analise e obtengéo
da trajetdria 6tima e sua implementacdo em Matlab. Como se quer otimizar a
trajetoria para o tempo minimo de percurso, € preciso “eliminar” a variavel tempo
em todas as expressdes das aceleracdes definidas ao inicio deste capitulo. Lembra-
se que foram estabelecidos dois trechos longitudinais independentes: um de
aceleracdo (de xp até X¢) e outro trecho de desaceleracdo (de x; ate Xxp); e dois
trechos de aceleragdo lateral: um de entrada na curva com aceleracdo lateral
“positiva” (de xs até X,) e outro trecho de saida da curva com aceleragdo lateral
“negativa” (de xs ate Xg); considera-se X; um ponto qualquer ao longo da distancia
percorrida pelo veiculo. A Figura 3.9 apresenta os diversos trechos considerados,
para 0s quais serdo desenvolvidas, a seguir, expressdes analiticas convenientes

que serdo utilizadas no problema de otimizagéo, incluindo a fungéo objetivo.

desaceleracio

aceleraciio
aceleraciio lateral = entrada na curva
aceleraciio lateral = saida da curva

L BN

b

——— e =

X1 X3 4

Figura 3.9. Trechos de uma pista com diferentes aceleracdes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

113

3.5
Apresentacdo da Funcéo Objetivo

Para determinacdo do tempo (t) de percurso se empregam as funcdes
aceleracdo do item anterior e aplica-se a teoria infinitesimal para resolver as
equacOes diferenciais. O tempo pode ser calculado de duas formas distintas,
utilizando como varidvel de integracdo a distancia percorrida ( dx ) ou a

velocidade (dv). Assim,

V= % entao: dt = % portanto: t= J.1 dx (3.25)
dt Vv Vv

a=d entio: gt = 3 portanto: t= _|'1 .dv (3.26)
dt a a

na qual a é a aceleracdo longitudinal. Sendo a aceleracdo longitudinal funcéo da
distancia percorrida € mais conveniente utilizar a Equacdo 3.25. Para tanto deve-
se antes calcular a velocidade em funcdo da distancia percorrida; e como essa
variavel é diferente para cada trecho de aceleracdo ou desaceleragdo, ou naqueles
em que a velocidade é constante, apresenta-se a seguir a solugdo em cada caso, de

acordo com o tipo de movimento.

3.5.1
Movimento longitudinal acelerado

Este movimento acontece no trecho de X, ate X; com a aceleracdo

longitudinal dada por

X —
a,=d, € (3.27)
na qual ay é a aceleracdo longitudinal inicial, ar aceleracdo longitudinal final, x é
um ponto ao longo da distancia percorrida pelo veiculo, ax é a acelera¢do no ponto

X. Para obter a velocidade tem-se que resolver a seguinte equacéo diferencial

dv. dv
a=—= portanto: a-dx=v-dv (3.28)
dx
dt | A )

o0 que leva a velocidade em funcéo a distancia percorrida dada por
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(3.29)

onde v € a velocidade inicial (no ponto Xo), V() € a velocidade no ponto x. Como
este € um movimento acelerado durante todo intervalo de tempo, entdo a

velocidade maxima sera encontrada na posicéo final deste trecho (xs), dada por

a.o 2 ao
\/"{alez(ao - a-f Xxf - XO)+ Vo : In(afJ]
Vmax = V(Xf) =
In( ao ]
af

Agora, resolvendo a Equacao 3.25, lembrando que na condigéo inicial para

(3.30)

X = Xo 0 tempo é nulo, obtém-se a Equacdo 3.31, que representa 0 tempo em

funcdo da distancia percorrida durante um movimento acelerado, dado por

Xg—X

2(x, = x,)-a, 1—(2] o +v02-ln[:(:J

{Z.ao (%, =% )4+ vy’ |n[2‘jﬂ

2tgh™ (Xf _Xo)

v,2-In| &
2 tgh™ A

_ (3.31)

Esta funcdo esta diretamente relacionada com a distancia percorrida, mas

também com a velocidade inicial do veiculo, aceleracdo longitudinal inicial e a
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relagdo das aceleracBes inicial e final. Mas como o que se precisa € uma
expressao matematica do tempo de percurso durante todo o trecho, apenas
interessa o instante de tempo no ponto final do trecho, isto é, o tempo no ponto

final x = x¢, dado por

2(xf — X, )(a0 —a, )+ V- In[aOJ
af

lz.ao (=%, )+ v, |n(:‘:ﬂ
In(:(:}{z.ao (%, =% )+ vy’ In[Z‘:ﬂ

v,2-In| &
2 tgh™ A

_ (3.32)

(Xf _Xo)

2tgh™

T,y =

(Xf _Xo)

e esta é a parcela da fungdo objetivo no trecho de um movimento acelerado.

3.5.2
Movimento longitudinal desacelerado

Este movimento acontece no trecho de x; ate Xp, sendo a desaceleracéo

()

ay =—a,-€ (3.33)

na qual a; € a desaceleracdo longitudinal inicial, a, é a desaceleracdo longitudinal

longitudinal dada por

final, x € um ponto ao longo da distancia percorrida pelo veiculo, ax é a
desaceleracdo no ponto x. A velocidade em funcéo a distancia percorrida é dada

por
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'“(le vf-ln[zlj—z al—al-(aZj(X?;] )

2 2 al

V(X)
2

na qual v, € a velocidade inicial (no ponto xi), e vx) é a velocidade no ponto Xx.

(3.34)

Existe uma analise interessante que pode ser realizada através desta equacao que €
verificar a relacdo entre as variaveis de modo que o movimento seja légico e os
valores fiquem de acordo com um comportamento realista para o veiculo. Assim,

para que a velocidade final seja nula se tem que percorrer a distancia
a
v, In(l)
a
= %7 (3.35)

e a velocidade sera zero ao final do trecho para uma velocidade inicial dada por

v, = 2(31 -, )(Xz B Xl) (3.36)
a
In(l]
a,

Da mesma forma que no item anterior € possivel resolver a Equacdo 3.25 e

obter o tempo em funcao da distancia percorrida pelo veiculo, dado por

o %)) 1_[%]@*9

a, a,

2 tgh™ (X, —x,)

{vlz - In(alj —2-a,-(x, - xl)}
a2
T = - -
In(aj{vf : In[al] —2-a,-(x, =% )}
v, In(le
2 tgh™ 2

[vj . In(alJ—z-al (x, - xl)} o)

a,

HaTe e
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O tempo que o veiculo leva para percorrer todo o trecho é obtido pela
Equacdo 3.37 no ponto final x = x;, e assim tem-se a parcela da funcéo objetivo

no trecho de um movimento desacelerado dada por,

V12 ’ In[al] - 2(X2 - Xl)(al - az)

a,

[Vlz_ln[:l]_z.al.(xz—xl)}
Ti,) =
e

2 tgh™

(Xz - Xl)

Entretanto deve-se ter especial atencdo neste caso, pois na Equacdo 3.38
existe um ponto singular, uma vez que seu denominador ndo pode se tomar nulo,
também deve ser maior que zero, de modo que a raiz quadrada seja um numero

real. Assim as seguintes condi¢fes devem ser impostas

{vlz : In(i] —2-a,-(x, - xl)} £0 (3.39)

a’Z
v’ a,
oS -1a1 : In[a—J > (%, — x,) (3.40)

levando ao problema associado a distancia maxima para a qual a velocidade final
sera nula, dado pela Equacéo 3.35, e entdo

a
, v, In[lj
vV a a
L_n| 2 |« ———22 (3.41)
2 2 a, 2(31 —a, )

mostrando, finalmente, que as aceleracGes sdo positivas sempre nestas condigdes.
Deste modo se utilizam apenas seus mddulos, e entdo conclui-se que a aceleracdo

final (a2) ndo pode ser zero, mas pode ser muito proxima de zero.
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No movimento com velocidade constante, que também pode acontecer em
veiculos de competicédo, o tempo é muito facil de se calcular, e é dado por
—_ XO

1 X
T(xf)=f;'dX=T

(3.42)

na v é a velocidade constate, xs é a distancia final, X, é a distancia inicial e T € 0
tempo de percurso do veiculo.

Finalmente estd completamente definida a funcdo objetivo para os
movimentos existentes. Como se pode ver esta funcdo depende da velocidade e
aceleracdo longitudinal, e também da distancia percorrida, que implicitamente
contém a influéncia da aceleracdo lateral, uma vez que essa varidvel esta
associada as restricdes geométricas da pista, sendo a responsavel pela mudanca de

direcdo do veiculo.

3.6
Movimento em curvas

Ao inicio deste capitulo foram apresentadas, nas Equacées 3.18, 3.19 e 3.20,
as restricdes de aceleracdo, tanto longitudinal quanto lateral, que estdo limitadas
pelo circulo de aderéncia do veiculo. Também se apresentou a restricdo de
velocidade, Equacdo 3.17, onde para os veiculos de competicdo o maximo aqui
considerado é de 325 km/h. Essa velocidade méxima serd comparada com a
velocidade final do trecho de aceleracdo longitudinal, j& que apenas nesta
condicdo encontra-se a velocidade méxima do movimento.

Serédo desenvolvidas agora as equagdes que modelam a mudanca de direcao
do veiculo devido a aceleracdo lateral, tanto na entrada da curva, durante o
percurso da curva, e na saida da curva. A aceleracdo lateral define a direcdo do
movimento, na auséncia da aceleragdo lateral tem-se apenas um movimento
retilineo, isto é, o veiculo trafega em uma linha reta, sem curvas. A influéncia da

aceleracgdo lateral no estudo aqui proposto € muito importante e fundamental.

36.1
Movimento na entrada na curva

O movimento de entrada na curva acontece em um trecho que é definido

pelos pontos de X3 ate X4, N0 qual a aceleracdo lateral inicial é nula, e que termina,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

119

por hipdtese, com aceleragdo lateral maxima. Para determinar a velocidade
angular (@) precisa-se da fungéo velocidade do veiculo (v, ) durante a entrada da

curva, Equacédo 3.43, dada por
0=—"L (3.43)

Como considera-se que existe desaceleracdo longitudinal durante a entrada
na curva, por que se precisa transferir energia longitudinal para lateral, deve-se

reduzir a velocidade a medida que a aceleracao lateral (a,) aumenta. Como

resultado pode-se até ter o caso de velocidade constante, mas com toda certeza
esta ndo vai ser incrementada durante 0 movimento de entrada na curva.

Tomando a expressdo da aceleracdo lateral apresentada antes e fazendo uma
divisdo simples para o caso de velocidade variavel (desaceleragdo) , tem-se

a 1_9(;4_133}[4] .I”(alJ

a,

Oy = (3.44)
)
a ) a a, |\
Inf == |v.”-In|] 2 |-2/a —a,-| =% X, — X
(azj ' [alj uTA [61] (=)

na qual a, € a aceleracdo lateral maxima, que acontece, ao final do movimento de

entrada a curva, X € um ponto ao longo da distancia percorrida pelo veiculo, a; € a

desaceleracédo longitudinal inicial, a, € a desaceleragdo longitudinal final, e X, = X4

e a posicdo final do veiculo, x; = X3 € a posicdo inicial, g,,, € a velocidade angular
para a distancia x.

Para o caso de velocidade constante (apenas em modulo), v, tem-se

a,|1- e[:“_‘xjf’}[_zl]

O = (3.45)
\'

Pode-se também determinar uma expressao que indique o raio instantaneo

de curvatura ( p ), dado por
2
a, = (3.46)
2

ou
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a

a, 1—e[xx“_xx33}[4] "”[alj

a,

o)A (3] s

Py = (3.47)

Da Equacdo 3.47 pode se observar que quando o veiculo se movimenta em
linha reta o raio de curvatura é infinito. Também nota-se que a velocidade inicial
limitara a mudanca de dire¢do, por que em maior velocidade inicial o veiculo
tende a percorrer uma linha reta. Para o caso de velocidade constante, se apresenta
a Equacao 3.48,

VZ

all- e[:“_‘xjs}[_[l]

n

p(x) = (348)

De forma similar pode-se conseguir uma expressdo matematica que
aproxime o angulo de atitude do veiculo em funcgéo da distancia percorrida, dado
por

X=Xz I
a l—e(x“‘XJM In| Y0, 85
n
Vl a(x)

S

Vi =V,

(3.49)

Oy =

Pode-se ver na Equacdo 3.49 que a aceleracdo lateral é a principal
responsavel da direcdo do veiculo (ou atitude do veiculo). Sem a forca lateral o
veiculo trafegaria simplesmente em linha reta. A velocidade e aceleracdo do
veiculo em um movimento desacelerado também afetam sua atitude. A Equacéo
3.49 é resultado de um movimento desacelerado. Caso se queria considerar outro
tipo de movimento, como aquele com velocidade constante ou aceleracdo
constante, precisa-se fazer outro desenvolvimento das equacgoes.

Procurou-se estabelecer ainda uma expressdo que considerasse as posi¢des
do veiculo no sistema global, mas o equacionamento neste caso € demasiado
complexo. Estes valores serdo obtidos a partir dos resultados da simulagéo no
Simulink/Matlab.
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3.6.2
Movimento na saida da curva

Este movimento acontece em um trecho definido pelos pontos de xs ate X,
no qual a aceleracdo inicial ¢ maxima an, € que termina na saida da curva com
aceleracdo lateral nula. Da mesma forma que o movimento de entrada na curva,
considera-se uma aceleracdo longitudinal, por que se quer transferir energia lateral
para longitudinal. Para tanto deve-se aumentar a velocidade na medida em que a
aceleracdo lateral (a,) diminui, ou o0 seu efeito caso a velocidade seja constante.
Tomando a aceleragéo lateral apresentada anteriormente e fazendo uma diviséo
simples para o caso de velocidade variavel (movimento acelerado), tém-se os

seguintes resultados

X—Xg

a ~e(x‘5‘x5 }H] In| &

n

O = (3.50)

na qual Xs = Xs € a posicdo final do veiculo, Xy = X4 € a posi¢do inicial. Pode-se

também determinar o raio de curvatura, dado por

a Xo —Xj a
2 ao—ao-(f] (X, =%, )+v,? - In| o
E 8y

P = (3.51)

a, - e[:ﬁ_‘xis ]'[_4] In| %
ay

Para o caso de velocidade constante as expressdes anteriores se reduzem a

e

61 v (3.52)
2
Pl = (3.53)
S Jiea
a . e 6 5

n
De forma similar pode-se conseguir uma expressao que aproxime o angulo
de atitude do veiculo em funcédo da distancia percorrida, no movimento acelerado,

dado por


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

122

a, - e( XZ_—X;; ].[_4] In Mo 8
0. = V(X) a(x) (354)
v a — (ao — & )‘/f
oy, -y,

Finalmente, tem-se todas as equagfes que caracterizam o movimento do
veiculo, segundo o modelo empregado. As equagdes que representam a funcéo
objetivo, a velocidade do veiculo e a aceleracao longitudinal serdo todas utilizadas
no processo de otimizacdo da trajetoria, de acordo com a analise que se deseja

realizar.

3.7
Procedimento de otimizagao

Neste item explica-se o procedimento para a obtencéo da trajetoria 6tima em
um caso geral, apresentado na Figura 3.9, indicando-se em forma clara tanto as
variaveis de otimizacdo quanto a funcdo objetivo a minimizar, e também as
restrigdes do problema de otimizagdo. Para diminuir o nimero de variéveis iguala-
se 0s trechos de entrada na curva e desaceleracdo, também se igualam os trechos
de saida da curva e aceleracdo. Para finalizar o capitulo apresenta-se um

fluxograma que resume o procedimento de otimizacéo.

1. Inicialmente identifica-se todas as variaveis de otimizacdo, em caso geral de
uma curva simples (Figura 3.9), tem-se: um trecho de desaceleracdo ou
entrada na curva, outro trecho com velocidade constante, e um terceiro trecho
com aceleracdo ou saida da curva. As varidveis de otimizacéo sdo:

Os valores maximos das aceleragdes: ay e a, do veiculo; isto leva os valores
iniciais das aceleracdes longitudinais a; (trecho de desaceleracao) e ap (trecho
de aceleracdo), e nas aceleracOes laterais a, (trechos de entrada e saida da
curva).

Os pontos de aplicacdo das aceleragOes: X3 = X3 € Xz = X4 para o trecho de
desaceleracédo e entrada na curva, Xo= Xs € Xf= Xg para o trecho de aceleragao
e saida na curva. O trecho que fica entre a entrada e saida da curva é a
velocidade constante, a aceleracdo longitudinal é nula, a aceleracdo lateral é

constante. Entdo tem-se 7 varidveis de otimizacdo: a; ap, an, Xr . X2, Xo, Xi.
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2. A funcdo objetivo é definida pela soma dos tempos em cada trecho. Entdo

tem-se trés funcbes tempo: no trecho de desaceleragdo, no de velocidade

constante e no de aceleragdo. Estas funcgdes estdo definidas nas Equacdes 3.32,

3.38 e 3.42 respectivamente. A funcao objetivo fica entdo:

T= Tdesacelera(;éo + Tconstante + Taceleragéo

3. As restricOes aplicadas ao problema de otimizagéo sdo:

Restricdes relacionadas as aceleragbes ax e ay, descritas por
desigualdades matematicas, como é mostrado nas Equacgdes 3.18, 3.19,
3.20, de modo que a aceleracéo total fique sempre dentro do Circulo de
Aderéncia;

Restricdo dada pela velocidade do veiculo v. Pode-se considerar esta
restricdo para todos os pontos do movimento, ou para 0S pontos
criticos nos quais se tenha certeza que neles existirdo as maiores
velocidades de todo o movimento. Para isto as relacdes relativas as
velocidades sdo dadas nas Equagbes 3.29, 3.30 e 3.34; a restricdo
associada foi mostrada na Equacdo 3.17.

Restricdo que delimita a trajetoria do veiculo dentro dos limites da
pista (de maior complexidade que as outras). Para definir tais limites
existem duas funcdes matematicas: uma para cada lado da pista, 0s
chamados limite inferior e limite superior. Estas funcdes devem ser
avaliadas durante a simulacdo em cada passo do processo de
otimizacdo. Apos do levantamento de resultados da trajetoria e limites
da pista, estes sdo comparados e se dividem em grupos de
desigualdades, de acordo com a Equagéo 3.21.

Restricdo de igualdade para estabelecer que o ponto final (xs) da
trajetoria percorrida pelo veiculo coincida com o ponto final da fungéo
objetivo. Este ponto final é obtido da simulacdo, e deve ser igual a
distancia total, igual também ao valor final da distancia na funcao
aceleracdo. Para isto no simulador se define uma funcdo de parada,
onde se especifica que quando o veiculo chegar ao final da pista a
simulacéo para.

Outras restricbes de igualdade s&o definidas para estabelecer a

continuidade entre os diferentes tipos de movimento que existem em
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cada trecho da trajetéria total do veiculo. Para conectar estes
movimentos é preciso igualar as condi¢des iniciais de um com as
condicdes finais do outro. Algumas condic@es iniciais e finais ja séo
igualadas pela continuidade das funcGes ou mesmo pelo programa de
simulagdo. Apenas os pontos inicial x; e final x; da pista estdo
especificados no problema, os outros pontos da distancia percorrida
sdo varidveis resultantes do problema de otimizacdo e seguem uma
sequéncia ldgica crescente, isto €, ndo podem ser maiores que 0 ponto

final, nem menores que o ponto inicial da pista.

4. Deve-se contar com valores iniciais das variaveis de otimizacdo a; ap, an, X,
X2 , Xo, X1, por que o otimizador necessita para iniciar as iteracdes, estes
valores, ou podem ser triviais, como aqueles para gerar a trajetéria do centro
da pista, mas convém que sejam aqueles que levariam por trajetorias proximas

as 6timas, de modo que a convergéncia aos valores 6timos seja mais rapida.

5. A partir das restrigdes impostas, o programa pode obter os valores 6timos do
problema, fornecendo como resposta o valor da funcdo objetivo, o tempo

minimo, e os valores 6timos das varidveis de otimizacéo.

Para facilitar a compreensdo do processo de otimizacdo apresenta-se na Figura

3.10 um fluxograma do procedimento.

Os resultados obtidos pelo procedimento apresentado, em cada tipo de movimento
descrito anteriormente e para outros casos, sdéo mostrados no Capitulo 4 a seguir,
empregando o Simulink para reproducdo do movimento através do modelo de
massa pontual e do modelo dindmico ndo linear do veiculo, para fins de
comparacdo. No Apéndice B descreve-se o programa Matlab empregado no
procedimento aqui apresentado.
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funcges analiticas ]

restrigoes Inicializagéo
aceleragéo das variaveis
velocidade v __V

otimizador
restrlgao
pista

A 4

simulador iteracoes
variaveis

A 4

variaveis 6timas
tempo minimo

Figura 3.10. Fluxograma do procedimento de otimizacdo do modelo massa pontual.
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