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Apéndice. Prova da Existéncia de Equilibrio.

Prova. Primeiro, vamos restringir o espago de pregos. Em &j, consideraremos

vetores de precos (Pg,, Gey, (Teo,s)ses(g,)) due pertencem ao conjunto compacto:

S L S —1
Dey = {(Peos deos (Teos)sesien)) € RE x [0,1]7€) 5 REE) -+ (g, (mey o) sesien)) € AEFH#IE
Teo,s <= Z Qeo.js V'S € 5(50)}

JEAs

Em ¢t = 1, consideraremos para cada £ € & vetores de precos

(Pes Ges (e s) seseo)us(e)) que estao no conjunto compacto:

S S
D¢ = {(De, e (Te.s)sesienusie) € RE x [0,1)7© x REOWE) : (p. (me o) sesieousie)) €

AfL'F#(S(ﬁ)US(EO))—l’ﬂ.&S < Z quj’vs e S(g)}
JEAs

Finalmente, fixado £ € &, consideraremos, para cada p € £+, vetores de
pregos p,, € Af_ﬁL*l.

Observe que, se as alocagoes individuais satisfazem as condigoes de
market clearing no mercado de bens, entao xgme < Wy, (em que, para
cada & € S, We = > w?; 37?0,2 e W, denotam a (-ésima coordenada,
respectivamente, do vetor :rg) e do vetor Wy, ) para todo agente h e para
todo bem £. Além disso, se as restricoes orcamentarias estao satisfeitas, temos
que az?o’f > ZJ(&)) go?O’jCj’g e, portanto, gp?w < D ver % Argumentos
similares mostram que, para todo agente h, as vendas de primitivos também
estdao limitadas em cada & € &, bem como a compra de bens em qualquer
estado da natureza £ € S\ {&}, desde que a restricio orgamentéria e as
condicoes de market clearing no mercado de bens estejam validas.

Para posteriormente restringirmos o espaco de escolha de cada agente,
definimos Y, como o espago das alocagoes nao-negativas (z, 6, p) que satisfa-

zem:

[2]|lse < Mi;
el < 29

10]loc < 2(##H);
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em que €2 é um limite superior as vendas a descoberto quando as condicoes
de market-clearing no mercado de bens e as restricoes orcamentarias estao
satisfeitas e M; é uma coordenada do vetor M € ¢ := {(M;y, My, M3) € R3 -
My < May; My < Ms}.

Vamos também restringir o espaco de pagamentos nominais, de modo
que, Vs € S(&), V& € &, Y € £ e VM € ( tenhamos K¢, € [35,,,w] e

K,u,s € [/6]7/[’57(")]7 em que

g { W caso minea, min([ldg; 1, [VeC 1] > 0
M,s —

35 caso minjes, min[[| A1, [[YeCjll1] = 0.

. 3r caso minjea, min[[| A1, [Y,YeC5l1] > 0;
M,s — . .

) 3n caso minjes, min[[| A, ;] [V, YeC5ll1] = 0.
e

W= max (L4 [[Apsll)# I (€)
JEJ(€) 66160 }UE weS\ {0}

Analogamente, Vs € S(£), Vu € €7, V€ € &5 e VM € (, consideraremos

K, € [By5w], em que:

g e caso minjea, minfl| Ayl [V Cilla] > 0;
M,s — . .

’ 35 caso minjen, minf|| Ay 1, [[Y.C5ll] = 0.
Agora, considere os conjuntos:

Anp =g x (U x [T A% e

pneEET
K = ([Bi1, W)eesiieo) sesieo) X (B W) peer sesie)ceer
\IJM = AM X KM X (TM)#H

Vamos definir as seguintes correspondéncias:

1. 1/)%’45 Wy — [ﬁﬁms,w],

em que, para cada £ € £ e para cada s € S(&):

) h h h \12
i (u) = arg MAT g, cel88 o) — { Z O, s Kes — Z Z e (P, Geos P 32 95}
H H jeAs
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u € Wy

2. NS Uy — [BMS, w|, em que, para cada pu € £, para cada £ € & e

para cada s € S(&):

S

H jeAs

u € Wy

(U )—argmal’KHsEﬁMsw] {Zefs 1S Zzéuj paqfojﬁpg])} )

3. Yhr + War — [Bhr,,w], em que, para cada p € £, para cada s € S(¢) e

para cada £ € &;:

a(u )—argmawaeﬂMs,w] {Z 95, 11, szw p7q§J7‘P§])} ,

H jeA;

u € Wy

4. Yk, Wy — Ty, em que, para cada agente h € H:

M@I(u) = {arg maxuh(x) (2,0, ) € Bh(p,q,w,K) N},

U e \I’]yj.

5. f\} : Wy — Vg, em que:

() = argmarnca, { e (zxzo—wgo) s <%,szezz,
H s H

€5(&o)

u€ Wi en = (Peys Geor (Tep,s)seS(en))-

605, Wy e, em e, para cada € € &5

Z dey,j Z Peo.j

JEAS

)t
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U5 (w) = argmazyeq, { pe Y (xf = We = YeWe) ) + Y <7Tg,s > o~
H

H s€5()

D e Z‘P?g) + ) mea > (B -0 ¢

JEA H s€S(&o) H

u€ Wy en = (pe, e, (Te.s)ses(eo)us(e))-

7ok Uy — AfL_l, em que, para cada p € £, fixado € € &

wﬁ/[(u) = arg m%}i,lpu(z I‘Z =Y. YeWe, = Y, We — WM)’
PuEAL heH

u e \IJM

Pelo teorema do méaximo, essas correspondéncias tomam valores compac-
tos, convexos, diferentes de vazio e sao semi-continuas superior. Para verificar
que as hipéteses de tal teorema estao satisfeitas, a uinica dificuldade é provar a
semi-continuidade inferior da restricao orgcamentéria truncada dos agentes. A
prova é padrao na literatura de equilibrio geral, mas como agora temos para
cada agente h € H, cada estado £ € & e cada primitivo j € J(&), a restricao
TgDIg(), ;< gog ; < 90207 ;» provar que o interior da restrigao orgamentéria ¢ diferente
de vazio requer cuidado. Primeiro, observe que como as dotagoes de cada bem

em & e em cada & € & sdo estritamente positivas, existe € > 0 tal que

e#J(&)  max  [(YeCj)Cill < min Wep-
{eeggsjed(€o)bel} {he Hyte Lige{& Ut }

Logo, todo agente tem como emitir uma quantidade € de cada um dos
primitivos j € J(&) e dar default no periodo seguinte em uma fragao 7 > 7
entregando o collateral. Dessa maneira, em cada £ € &, todo agente h pode

escolher ¢} ; no intervalo aberto (7¢;¢), para cada j € J(&).

Assim, definindo a correspondéncia vy, : Wy — Wy via:

¢M = (wlf\/’[s)p>§,seS(5),5e{£o}u5§ X (QM\L/I)heH X (wjg\/[)5657

temos que, pelo teorema Kakutani, essa correspondéncia possui um ponto

fixo.
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Definicao Dado M € &, um equilibrio para a economia truncada é um ponto

fixo de ¥y; que satisfaz:

1. ZH $20’ = Wgo

2. Ty sy 0?0,5 = ZjeAs Qo Do 90?0,]‘7 Vs € S(&)

3. N pal, —Wee— (YeWe,) <O ,Vle L VE €&
4. ZH 9?,5 - ZH 902,]' S 67 V] € Asa Vs € S(E)a v& € far
B b, — S0k <O, Vs e S(&), Ve el

6. > p xz,e = (Y YeWe)e — (YVuWe)e — Wi
S 4Q maXEE{&o}UEJ #S<€)<#H)2wv V[ € L>VM € £+7V€ € f(;rv

em que © = 20#S5(&)(#H)*w

Lema Existe um equilibrio para a economia truncada para todo M com

coordenada M, suficientemente grande.

Prova. Como as restri¢goes orgcamentarias estao satisfeitas para todo equilibrio

da economia truncada, temos:

pﬁo(z I?Q - WEO) + Z (7750,3 ZQ?O,S - Z d¢o.j Z (pgo,j) <0.
H H

s€S(&o) JEAs H

Mas estamos num ponto fixo de 1/1%2. Assim: ), x?o’f < Weou, V0 € Le

ZH 9?0,5 S ZH 80?0’]-, Vj S As, Vs S S(fg)
Com isso, escolhendo My > maxycr, We, ¢, se

Pg (Z x?o - Wﬁo) + Z (W§0,S Z 020,3 - Z 4¢o.5 Z 90?0,3') <0,
H H

SES(&U) ]EAs H

entdao, algum agente tem de estar consumindo no interior da restri¢ao
orcamentaria, o que, pela estrita monotonicidade das preferéncias, nao é 6timo

para tal M;. Portanto:
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Pe, (Z 9520 - W&o) + Z (7T€07S Z 920, Z q¢o.5 Z 90507]
g ) i

s€S(&o JEAS

Dessa maneira, dado s € S(&), seja j* € A, tal que > 5 gogw*

~ h :
Minjea, Yy Pg, ;- Temos:

(7‘—5013 Z 9?0, Z deo.,j Z 9050,] < (7750,3 Z 90?0,] Z dgo.j Z @50,3
H

JEA H JEAs
< Y et (s — Y Gepg) <0
H j€hs

Logo, como pe, (3= 2 — Wey) € (ey s 2oy 0 s — D jen. Qo 2o Pl )
sao termos nao-positivos para todo s € S(&p):

Teo,s Z 920, Z deo 5 Z 9050,] = 7
H

jEAs
e ey (g, — Wey) =0, Vs € S(&).

Além disso, suponha que, para algum bem ¢ € L, tenhamos ), x?mé <
We, - Nesse caso, terfamos que pg,, = 0 , o que contradiz a otimalidade dos
agentes. Logo a condi¢do de market-clearing no mercado de bens é satisfeita
em &.

De maneira analoga, como para todo £ € &, a restricio orcamentéria

esta sendo satisfeita para cada agente:

¢ (Z l’? - We — YgWgO) + Z (77'5,5 Z 923 Z e Z %%J)
se€S(€) H JEAS
Z T¢,s Z ehs 050 s

s€8S(&o)
h h
S (zego Ko S e e %M,p) <o
SES 50) ]EAS H

Por estarmos num ponto fixo de (1[1%4)5651 ¢é possivel verificar que, para

todo £ € &, temos:

Yoty — Wee— (YeWe ) <O,V € L
SOt =Sk <0,V € Ay, Vs € S(€)
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St =Y 0h <0, Vs € S(&).

As restrigoes orcamentarias estao satisfeitas para cada agente em t = 2.

Assim, fixado € € &, para todo pu € £T:

pu(z ZL’Z — Wy =YY We, — Y, We) <

H
Z (Z QQ,SKMS - Z Z 6#7]’(}?7 d¢o.5> 90?,])) + Z (Z eg,sKMaS - Z Z 5}%]‘(})7 d¢,5s (‘02’])) =
seS(&) H H jehAs seS(e) H H jehAs
4Q max  #S(&)(#H) w.
geféoyues

Por estarmos para todo ¢ € & num ponto fixo de (¥);) ee+, temos que,

para todo p € £*:

Y= (YeWe)e — (VuWe)e = Wye <4Q max  #S(E)(#H)*w
m eefeorued

Lema Para M; suficientemente grande, existe € > 0 tal que para todo

equilibrio da economia truncada, pg, > €*, V0 € L, V€ € S.

Prova. Omitida, mas uma prova similar pode ser encontrada em Steinert e
Torres-Martinez(2005). [ |

Observe agora que, num equilibrio da economia truncada, se, para
algum A, C J(&), existe um primitivo j™ € A, tal que Y, @g o >
minjea, Y g (,0207]-, entao gg, j+ = 0. Pois do contrario, terfamos:

o Dot Ons = Dojen, God 2on Py > Mijea {3 08, (X jen, teos) =
Yo 08 (O icn. Qo) = Teps 2op O o5 contradicio.

Assim:

Téo,s ZH 9?0,5 = ZjeAs Qeo,j MINjep, ZH 9020,]‘ = Teo,s Miljes, ZH 9020,]‘7
para todo s € S(&). Logo, Y5 91}075 =minjea, Dy gpgw. (pois mg, s > 0, ja que
os dividendos pagos pelos derivativos estao limitados acima de zero e, para
todo agente h, as compras dos derivativos em &, sao estritamente menores que
o limite imposto em Y ), para todo s € S(&).

Com isso, é possivel verificar que se tomarmos um vetor de equilibrio
para a economia truncada e modifici-lo de modo que, para todo j € J(&)

e para todo h € H, cp?w = 0, se g¢,; = 0 e mantivermos todas as demais
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coordenadas desse vetor inalteradas, entao, esse novo vetor também serd um

equilibrio para a economia truncada.

Lema Para todo equilibrio da economia truncada com M tendo coordenada

M, suficientemente grande, vale para todo ¢ € & e para todo s € S(&y):

1
0< 29505K53 D 0P e 0t o 0k5) < 2(#H)QQ

H jeA;

Prova.
Fixe um deriativo s € S(&) e um estado da natureza £ € &. Note que

existe uma alocacao de equilibrio da economia truncada que satisfaz:

$)Y D Oei(Prteoss Wi Wes) =D D Oei(Prdeoss oo s #eg)

H jehs H {j€hsiae 70}

<Y X Ghgltastpdat < 300 # @)1+ max A} < D00
H H

H j€Asqe,, 70

Vamos considerar os seguintes casos:

DY gt =0,V €A,

Como (mg, s Y25 02, — > jen. Q€0 2om oi ;) =0 e mg > 0, temos que
>0t . =0 e, portanto:

Z 9{@ stys - Z Z 5§,j(p, deo.5> ‘Pgom Sog,j) =0.

H jeA;

) >y @?” > 0, para algum j € A e minjes, min([| Ag ;|1 [[YzCjll1] = 0.
Por estarmos num ponto fixo da correspondéncia LZJIV[ e por ($) temos

que:

Z@m Kes > Z Z 0c.5 (P Geo g P2 PE5)

H jeAs

e, portanto, se:

Z Eo,sM < Z Z 5&] P, 455 9050,]7 ‘Pg,j)

H jeA;

entao ZH 0,5 Kes—n EjEAS 0¢.5(Ds Geo s ‘P?O,ja @?,j) =0
e, se:
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Z efoﬁM > Z Z 55] P dgy.55 QDEUJ’ (,05]) entao

H jeA,
h h
0= Z Ocy s Bes — Z Z O (P> deo 5 Peo.go ('051 Z 950 SM M2 (#H)
H H jeAs

ndy -, go?o’j > 0, para algum j € A, e min e, min|||A¢;||1; [|YeCjll1] > 0

Neste caso, temos:

Z Z 55’]'(])) deo.j5 Sogo,j’ 905] Z min ‘5}/5 ]7p€A§] Z S050]

H jeAs JEA

Z winl[YeC i Agilh) 3 kg 2 prmnminlIVeCilhs 1A ) 65,

€Ag

em que p := inf{yrecrer cesy Pee-
Como pminjes, min[||YzCjll1; [|Aell:] > 0, podemos escolher M; de
modo que
1 .
7, < pminmin{[YeCylhs |l Aes 1]
e, portanto:

—Zegos < pinminf| YeCy| 1| g, Zegos <IN e (0o Pl ) < Z%s

H jeA;

Desse modo,

Z 0 FKeo— > > 0ei(p.aeps 0l 5 08,;) = 0.

H jehs
Assim, da andlise feita sob os trés casos, temos que sempre podemos
escolher M, suficientemente grande de modo a ter para todo £ € & e para

todo s € S(&) um equilibrio para a economia truncada tal que:

|
0= Z% HKes =D > 0ei (D deon Py 32 985) < g #H)Q

H jeAs
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[ |
Portanto, fixando um M; suficientemente grande, se My — 0o, obtemos

um equilibrio para a economia truncada tal que, para todo £ € & e para todo

S € S(fg)

Z 950 Hes — Z Z 0¢,; (P Qo5 Sﬁgo,jv %0?,1‘) =0

H jeAs

e, desse modo, para todo £ € &;:

Pe (Zf”?—Wé—%VVso)JrZ (mZ% Z%Z%J)Jr > ”“Z s~
H H

s€5(¢) jeA s€5(%o)

Assim, por estarmos num ponto fixo de w%, VE e &
>n x?,é —Wep— (YeWe,)e <0,V € L

S0k =Sk <0,V €A, Vs € S(€)

Do 028 ZHQEO <0, Vs e S(&).

Com argumentos usados no inicio da demonstracao do primeiro lema,

mostramos que para M; suficientemente grande:

Pe (Zx?_wé_yéwéo>+ > (mZ% ZQ§7ZSO5J>+ > ﬂﬁsz b~
H H

s€S(E) JEA s€S(&o)

VE e &

Agora, dado s € S(£), £ € &, seja j** € A, tal que Y, go?’jm =

minjea, Y, @F ;. Entao:

(7e.s Zeé quiztpéﬂ < (mes Z(Pfj*** Zq571290£]*** ) < Z¢81 oo (Tes—

JEA JEA

e, portanto, como pe(3-y x¢ = We =YeWe,), (Mes 2op 060 — X jen, e 2on Pe5)
e Tes (08, — 0L ) sdo, para todo s € S(&) e para todo s € S(€), € € &,
termos nao positivos que somam zero e porque os precos dos bens estao
uniformemente limitados acima de zero, temos:

(Tes D 92,5 - ZjeAs i don ‘ng) =0, Vs € S(¢).

> xgE —Wep— (YeWe))e=0,V0 € L

950 $) —

9507

Z Ge.;)

JEAS
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Além disso, como os dividendos pagos pelos derivativos estao limitados
acima de zero em t = 2, temos que m¢, > 0 para todo & € & e para
todo s € S(&), pois, caso contrério, todos os agentes demandariam 2Q(#H )
unidades do derivativo de preco zero, o que é uma contradicao com o fato de,
para todo j € A, e para todo s € S(&), Yo 08, < Y08 =Dyl 5 <29,

e, portanto:

Z o, — Z 0, =0

, Vs € 5(&), Ve e
€ 7T573 ZH(th 050, )

Lema Para M; suficientemente grande e para M, — 0o, podemos encontrar

um equilibrio para a economia truncada que satisfaca:

1
0< Z 08 K=Y > 0P Geoss o) < 3<#H>29, Vi€ €4,V € €, s € S(&)

H jehAs

Prova.
Fixe um derivativo s € S(&) e estados da natureza u € £ e € € & .

Entao, vale para algum equilibrio da economia truncada:

) D 0uipaeset) <> > P dn Aty <> > eb b

H jeAs H {jeAs:qe,,;7#0} H {jeAs:qe,,;#0}
h
< Z%sw = 29 xe
Consideremos agora os seguintes casos:
DY, ¢, =0, %) € A,

Pela restrigio de reducdo de dfvida, temos 0 = > ;> ., <pgj =
T m D jen. o, ;- Assim, para todo j € A,:

OZZ('DZOJ ZQ&)S Zeh,s
H H

e, portanto:

Zghs M5 ZZ%J%%,J;%J) 0.

H jeA;

A, i+1}
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) > 4 gogj > 0, para algum j € Ay e minjea, minf|| A4, ;|1; || Y. YeCjll1] =

Por estarmos num ponto fixo da correspondéncia ¢4’ e por ($$), temos

que:

ZOhSK“S > ZZ(SN] p7QE0]790§])

H jeA;

e, portanto, se:

Zegs{MLB}SZZ(SM(@Q&J"PH entso 2955 Hos ZZ%J p,q&)],@f’])—o
H

H jEA, H jeAs

e, se:

2055]\4 >ZZ(5J p?qfodﬂsoﬁj) entao 0<Zghs s ZZ(SJ p7q§0,3’90§])

H ]GA H jeAg

- ]\43 Z 95,5 = )QQ

1) Y, ¢t > 0, para algum j € A, e minje,, minf]| A, |1 [, Y] >

Neste caso, temos:

Z Z 61,5 (P %oy,‘Pg]) > pmmmm[HYYgC 115 1 4,5111] Z Z 805,]

H jeAs H jeAs

2 7p min minf[[ Y, YeCylls; || Ayuglla] 2958,

em que p = infuyecrerncespee € @ ultima desigualdade vem da restrigao
de redugao de divida e do fato que Y, 62 = >, 0¢, para todo s € S(&).
Como Tpminjes, min(||Y,YeCj|l1; [[Aull1] > 0, podemos escolher M; de

modo que
1
- < rpminmin( [, YC ;4,11
1
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e, portanto:

M, ZQ& = Tpmlnmln[HY YeCill; [[Apsll4] Z‘ggs < Z Z 61,3 (D5 (150,]7905]

H jeA;

Desse modo,

Z 055 Hy$ ZZ(S w.J p,Q§0,g,g05J) 0

H jeAs

e, assim, sob a analise dos 3 casos acima, concluimos que:

< DB
H

1
0< Z 08 Kus—> D> 0ui (D e 08,) < 3(#1{)29, Vi € T,V €&, Vs € S(&)

H jelg

|

Por argumentos ja usados anteriormente, verificamos que, para todo

s € S(&) e para todo & € &, >, 0¢, = minjea, Y py gogj. Assim, podemos

encontrar um equilibrio para a economia truncada igual ao encontrado até

entdo, em que » 0?,3 =>y go?m Vj e A tal que ge; > 0,e >y gpgj =0,
Vj € J(§) caso ge; = 0.

Lema Para M; suficientemente grande e para M, — 0o, podemos encontrar

um equilibrio para a economia truncada que satisfaca:

1
0< {Z O Kus—> > 0,3 gesnob;) < 5 D’ Vi € §7,9E € 6,5 € S(6)

H jeA;

Prova. Analoga aos dois lemas anteriores. |
Assim, para M, suficientemente grande, fazendo My — oo e M3 — o0,
obtemos um equil{brio para a economia truncada tal que, Vu € £, V€ € £ e

Vs e S(€):

Z eh,sthS B Z Z 5#7]'(177 4¢.5s (pg,j) =0
H

H jeAs

e, por estarmos num ponto fixo de ¥}

> al = (VYeWe)e — (Y We)e = W, <0, V€L
H
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Usando argumentos anteriores, existe M; tal que

pu(z xZ =W, =YYW, — Y, We) = 0.
H

Pela hipétese 4, para todo € € & e todo s € S(&), se
min min[peAej + Ae o Pe¥eCsl > 0,

entdo minjea, minf||Ae j{1, [|YeCjll1] > 0 e, logo, K¢y > Mil > 0. Da mesma

forma, para todo pu € £, se

min min(p, Au; + (1= Aej)deo.g Pu¥u¥eCil > 0,
entdo minjea, minf|| A, ;|1 |Y.YeCjll1] > 0e K, > MLI > 0.
Portanto, para toda classe A; C J(§o) ndo-trivial, 3 ics Geoj = Geos > 0
Logo, existe j € A, tal que g¢,; > 0. De modo anélogo, podemos mostrar que,
fixado € € &, para todo p € £ e para todo s € S(£), se

%Ai&n min[pﬂAm + q&j,p#YﬂCj] > 0,

entao K, s > Mil > 0 e existe j € J(§), tal que g¢; > 0. |
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