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Apêndice. Prova da Existência de Equilibrio.

Prova. Primeiro, vamos restringir o espaço de preços. Em ξ0, consideraremos

vetores de preços (pξ0 , qξ0 , (πξ0,s)s∈S(ξ0)) que pertencem ao conjunto compacto:

ϑξ0 = {(pξ0 , qξ0 , (πξ0,s)s∈S(ξ0)) ∈ R
L
+ × [0, 1]J(ξ0) × R

S(ξ0)
+ : (pξ0 , (πξ0,s)s∈S(ξ0)) ∈ ∆

#L+#S(ξ0)−1
+ ,

πξ0,s ≤
∑

j∈As

qξ0,j,∀s ∈ S(ξ0)}

Em t = 1, consideraremos para cada ξ ∈ ξ+
0 vetores de preços

(pξ, qξ, (πξ,s)s∈S(ξ0)∪S(ξ)) que estão no conjunto compacto:

ϑξ = {(pξ, qξ, (πξ,s)s∈S(ξ0)∪S(ξ)) ∈ R
L
+ × [0, 1]J(ξ) × R

S(ξ)∪S(ξ0)
+ : (pξ, (πξ,s)s∈S(ξ0)∪S(ξ)) ∈

∆
#L+#(S(ξ)∪S(ξ0))−1
+ , πξ,s ≤

∑

j∈As

qξ,j,∀s ∈ S(ξ)}

Finalmente, fixado ξ ∈ ξ+
0 , consideraremos, para cada µ ∈ ξ+, vetores de

preços pµ ∈ ∆#L−1
+ .

Observe que, se as alocações individuais satisfazem as condições de

market clearing no mercado de bens, então xh
ξ0,` ≤ Ws0,` (em que, para

cada ξ ∈ S, Wξ :=
∑

H wh
ξ ; xh

ξ0,` e Ws0,` denotam a `-ésima coordenada,

respectivamente, do vetor xh
ξ0

e do vetor Ws0
) para todo agente h e para

todo bem `. Além disso, se as restrições orçamentárias estão satisfeitas, temos

que xh
ξ0,` ≥

∑

J(ξ0) ϕh
ξ0,jCj,` e, portanto, ϕh

ξ0,j ≤
∑

`∈L

Wξ0,`P
`∈L Cj,`

. Argumentos

similares mostram que, para todo agente h, as vendas de primitivos também

estão limitadas em cada ξ ∈ ξ+
0 , bem como a compra de bens em qualquer

estado da natureza ξ ∈ S \ {ξ0}, desde que a restrição orçamentária e as

condições de market clearing no mercado de bens estejam válidas.

Para posteriormente restringirmos o espaço de escolha de cada agente,

definimos ΥM como o espaço das alocações não-negativas (x, θ, ϕ) que satisfa-

zem:

‖x‖∞ ≤ M1;

‖ϕ‖∞ ≤ 2Ω;

‖θ‖∞ ≤ 2(#H)Ω;
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em que Ω é um limite superior às vendas a descoberto quando as condições

de market-clearing no mercado de bens e as restrições orçamentárias estão

satisfeitas e M1 é uma coordenada do vetor M ∈ ζ := {(M1,M2,M3) ∈ R
3
++ :

M1 < M2; M1 < M3}.

Vamos também restringir o espaço de pagamentos nominais, de modo

que, ∀s ∈ S(ξ0), ∀ξ ∈ ξ+
0 , ∀µ ∈ ξ+ e ∀M ∈ ζ tenhamos Kξ,s ∈ [βξ

M,s, ω] e

Kµ,s ∈ [βµ
M,s, ω], em que

β
ξ
M,s =

{

1
M1

, caso minj∈As
min[‖Aξ,j‖1, ‖YξCj‖1] > 0;

1
M2

, caso minj∈As
min[‖Aξ,j‖1, ‖YξCj‖1] = 0.

β
µ
M,s =

{

1
M1

, caso minj∈As
min[‖Aµ,j‖1, ‖YµYξCj‖1] > 0;

1
M3

, caso minj∈As
min[‖Aµ,j‖1, ‖YµYξCj‖1] = 0.

e

ω := max
j∈J(ξ),ξ∈{ξ0}∪ξ+

0 ,µ∈S\{ξ0}
(1 + ‖Aµ,j‖1)#J(ξ)

Analogamente, ∀s ∈ S(ξ), ∀µ ∈ ξ+, ∀ξ ∈ ξ+
0 e ∀M ∈ ζ, consideraremos

Kµ,s ∈ [βµ
M,s, ω], em que:

β
µ
M,s =

{

1
M1

, caso minj∈As
min[‖Aµ,j‖1, ‖YµCj‖1] > 0;

1
M3

, caso minj∈As
min[‖Aµ,j‖1, ‖YµCj‖1] = 0.

Agora, considere os conjuntos:

∆M := ϑξ0 × (ϑξ ×
∏

µ∈ξ+

∆#L−1
+ )ξ∈ξ+

0

KM := ([βξ
M,s, ω])ξ∈S\{ξ0},s∈S(ξ0) × ([βµ

M,s, W ])µ∈ξ+,s∈S(ξ),ξ∈ξ+
0

ΨM := ∆M × KM × (ΥM)#H

Vamos definir as seguintes correspondências:

1. ψ
ξ,s
M : ΨM → [βξ

M,s, ω],

em que, para cada ξ ∈ ξ+
0 e para cada s ∈ S(ξ0):

ψ
ξ,s
M (u) = arg max

Kξ,s∈[βξ
M,s

,ω] −
{

∑

H

θh
ξ0,sKξ,s −

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j)

}2
,
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u ∈ ΨM .

2. ψ
µ,s
M : ΨM → [βµ

M,s, ω], em que, para cada µ ∈ ξ+, para cada ξ ∈ ξ+
0 e

para cada s ∈ S(ξ0):

ψ
µ,s
M (u) = arg maxKµ,s∈[βµ

M,s
,ω] − {

∑

H

θh
ξ,sKµ,s −

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j)}

2,

u ∈ ΨM .

3. ψ
µ,s
M : ΨM → [βµ

M,s, ω], em que, para cada µ ∈ ξ+, para cada s ∈ S(ξ) e

para cada ξ ∈ ξ+
0 :

ψ
µ,s
M (u) = arg maxKµs∈[βµ

M,s
,ω] − {

∑

H

θh
ξ,sKµ,s −

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ,j, ϕ
h
ξ,j)}

2,

u ∈ ΨM .

4. ψh
M : ΨM → ΥM , em que, para cada agente h ∈ H:

ψh
M(u) = {arg maxuh(x) : (x, θ, ϕ) ∈ Bh(p, q, π,K) ∩ ΥM},

u ∈ ΨM .

5. ψ
ξ0
M : ΨM → ϑξ0 , em que:

ψ
ξ0
M(u) = arg maxη∈ϑξ0







pξ0

(

∑

H

xh
ξ0
− Wξ0

)

+
∑

s∈S(ξ0)

(

πξ0,s

∑

H

θh
ξ0,s −

∑

j∈As

qξ0,j

∑

H

ϕh
ξ0,j

)







,

u ∈ ΨM e η = (pξ0 , qξ0 , (πξ0,s)s∈S(ξ0)).

6. ψ
ξ
M : ΨM → ϑξ, em que, para cada ξ ∈ ξ+

0 :
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ψ
ξ
M(u) = arg maxη∈ϑξ







pξ

∑

H

(xh
ξ − Wξ − YξWξ0) +

∑

s∈S(ξ)

(

πξ,s

∑

H

θh
ξ,s−

∑

j∈As

qξ,j

∑

H

ϕh
ξ,j

)

+
∑

s∈S(ξ0)

πξ,s

∑

H

(

θh
ξ,s − θh

ξ0,s

)







,

u ∈ ΨM e η = (pξ, qξ, (πξ,s)s∈S(ξ0)∪S(ξ)).

7. ψ
µ
M : ΨM → ∆#L−1

+ , em que, para cada µ ∈ ξ+, fixado ξ ∈ ξ+
0 :

ψ
µ
M(u) = arg max

pµ∈∆#L−1
+

pµ(
∑

h∈H

xh
µ − YµYξWξ0 − YµWξ − Wµ),

u ∈ ΨM .

Pelo teorema do máximo, essas correspondências tomam valores compac-

tos, convexos, diferentes de vazio e são semi-cont́ınuas superior. Para verificar

que as hipóteses de tal teorema estão satisfeitas, a única dificuldade é provar a

semi-continuidade inferior da restrição orçamentária truncada dos agentes. A

prova é padrão na literatura de equiĺıbrio geral, mas como agora temos para

cada agente h ∈ H, cada estado ξ ∈ ξ+
0 e cada primitivo j ∈ J(ξ0), a restrição

τϕh
ξ0,j ≤ ϕh

ξ,j ≤ ϕh
ξ0,j, provar que o interior da restrição orçamentária é diferente

de vazio requer cuidado. Primeiro, observe que como as dotações de cada bem

em ξ0 e em cada ξ ∈ ξ+
0 são estritamente positivas, existe ε > 0 tal que

ε#J(ξ0) max
{ξ∈ξ+

0 ;j∈J(ξ0);`∈L}
[(YξCj)`; Cj,`] ≤ min

{h∈H;`∈L;ξ∈{ξ0}∪ξ+
0 }

wh
ξ,`.

Logo, todo agente tem como emitir uma quantidade ε de cada um dos

primitivos j ∈ J(ξ0) e dar default no peŕıodo seguinte em uma fração τ ∗ > τ

entregando o collateral. Dessa maneira, em cada ξ ∈ ξ+
0 , todo agente h pode

escolher ϕh
ξ,j no intervalo aberto (τε; ε), para cada j ∈ J(ξ0).

Assim, definindo a correspondência ψM : ΨM → ΨM via:

ψM = (ψµ,s
M )µ>ξ,s∈S(ξ),ξ∈{ξ0}∪ξ+

0
× (ψh

M)h∈H × (ψξ
M)ξ∈S,

temos que, pelo teorema Kakutani, essa correspondência possui um ponto

fixo.
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Definição Dado M ∈ ξ, um equiĺıbrio para a economia truncada é um ponto

fixo de ψM que satisfaz:

1.
∑

H xh
ξ0, = Wξ0

2. πξ0,s

∑

H θh
ξ0,s =

∑

j∈As
qξ0,j

∑

H ϕh
ξ0,j, ∀s ∈ S(ξ0)

3.
∑

H xh
ξ,` − Wξ,` − (YξWξ0)` ≤ Θ , ∀` ∈ L, ∀ξ ∈ ξ+

0

4.
∑

H θh
ξ,s −

∑

H ϕh
ξ,j ≤ Θ, ∀j ∈ As, ∀s ∈ S(ξ), ∀ξ ∈ ξ+

0

5.
∑

H θh
ξ,s −

∑

H θh
ξ0,s ≤ Θ, ∀s ∈ S(ξ0),∀ξ ∈ ξ+

0

6.
∑

H xh
µ,` − (YµYξWξ0)` − (YµWξ)` − Wµ,`

≤ 4Ω maxξ∈{ξ0}∪ξ+
0

#S(ξ)(#H)2ω, ∀` ∈ L,∀µ ∈ ξ+, ∀ξ ∈ ξ+
0 ,

em que Θ := 2Ω#S(ξ0)(#H)2ω

Lema Existe um equiĺıbrio para a economia truncada para todo M com

coordenada M1 suficientemente grande.

Prova. Como as restrições orçamentárias estão satisfeitas para todo equiĺıbrio

da economia truncada, temos:

pξ0(
∑

H

xh
ξ0
− Wξ0) +

∑

s∈S(ξ0)

(πξ0,s

∑

H

θh
ξ0,s −

∑

j∈As

qξ0,j

∑

H

ϕh
ξ0,j) ≤ 0.

Mas estamos num ponto fixo de ψ
ξ0
M . Assim:

∑

H xh
ξ0,` ≤ Wξ0,`, ∀` ∈ L e

∑

H θh
ξ0,s ≤

∑

H ϕh
ξ0,j, ∀j ∈ As, ∀s ∈ S(ξ0).

Com isso, escolhendo M1 > max`∈L Wξ0,`, se

pξ0(
∑

H

xh
ξ0
− Wξ0) +

∑

s∈S(ξ0)

(πξ0,s

∑

H

θh
ξ0,s −

∑

j∈As

qξ0,j

∑

H

ϕh
ξ0,j) < 0,

então, algum agente tem de estar consumindo no interior da restrição

orçamentária, o que, pela estrita monotonicidade das preferências, não é ótimo

para tal M1. Portanto:
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pξ0(
∑

H

xh
ξ0
− Wξ0) +

∑

s∈S(ξ0)

(πξ0,s

∑

H

θh
ξ0,s −

∑

j∈As

qξ0,j

∑

H

ϕh
ξ0,j) = 0

Dessa maneira, dado s ∈ S(ξ0), seja j∗ ∈ As tal que
∑

H ϕh
ξ0,j∗ :=

minj∈As

∑

H ϕh
ξ0,j. Temos:

(πξ0,s

∑

H

θh
ξ0,s −

∑

j∈As

qξ0,j

∑

H

ϕh
ξ0,j) ≤ (πξ0,s

∑

H

ϕh
ξ0,j∗ −

∑

j∈As

qξ0,j

∑

H

ϕh
ξ0,j∗)

≤
∑

H

ϕh
ξ0,j∗(πξ0,s −

∑

j∈As

qξ0,j) ≤ 0.

Logo, como pξ0(
∑

H xh
ξ0
− Wξ0) e (πξ0,s

∑

H θh
ξ0,s −

∑

j∈As
qξ0,j

∑

H ϕh
ξ0,j)

são termos não-positivos para todo s ∈ S(ξ0):

πξ0,s

∑

H

θh
ξ0,s −

∑

j∈As

qξ0,j

∑

H

ϕh
ξ0,j = 0,

e pξ0(
∑

H xh
ξ0
− Wξ0) = 0, ∀s ∈ S(ξ0).

Além disso, suponha que, para algum bem ` ∈ L, tenhamos
∑

H xh
ξ0,` <

Wξ0,`. Nesse caso, teŕıamos que pξ0,` = 0 , o que contradiz a otimalidade dos

agentes. Logo a condição de market-clearing no mercado de bens é satisfeita

em ξ0.

De maneira análoga, como para todo ξ ∈ ξ+
0 , a restrição orçamentária

está sendo satisfeita para cada agente:

pξ

(

∑

H

xh
ξ − Wξ − YξWξ0

)

+
∑

s∈S(ξ)

(

πξ,s

∑

H

θh
ξ,s −

∑

j∈As

qξ,j

∑

H

ϕh
ξ,j

)

+

∑

s∈S(ξ0)

πξ,s

∑

H

(

θh
ξ,s − θh

ξ0,s

)

≤
∑

s∈S(ξ0)

(

∑

H

θh
ξ0,sKξ,s −

∑

j∈As

∑

H

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j)

)

≤ Θ

Por estarmos num ponto fixo de (ψξ
M)ξ∈S1

é posśıvel verificar que, para

todo ξ ∈ ξ+
0 , temos:

∑

H xh
ξ,` − Wξ,` − (YξWξ0)` ≤ Θ, ∀` ∈ L

∑

H θh
ξ,s −

∑

H ϕh
ξ,j ≤ Θ, ∀j ∈ As, ∀s ∈ S(ξ)
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∑

H θh
ξ,s −

∑

H θh
ξ0,s ≤ Θ, ∀s ∈ S(ξ0).

As restrições orçamentárias estão satisfeitas para cada agente em t = 2.

Assim, fixado ξ ∈ ξ+
0 , para todo µ ∈ ξ+:

pµ(
∑

H

xh
µ − Wµ − YµYξWξ0 − YµWξ) ≤

∑

s∈S(ξ0)

(
∑

H

θh
ξ,sKµ,s −

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j)) +

∑

s∈S(ξ)

(
∑

H

θh
ξ,sKµ,s −

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ,j, ϕ
h
ξ,j)) ≤

4Ω max
ξ∈{ξ0}∪ξ+

0

#S(ξ)(#H)2ω.

Por estarmos para todo ξ ∈ ξ+
0 num ponto fixo de (ψµ

M)µ∈ξ+ , temos que,

para todo µ ∈ ξ+:

∑

H

xh
µ,` − (YµYξWξ0)` − (YµWξ)` − Wµ,` ≤ 4Ω max

ξ∈{ξ0}∪ξ+
0

#S(ξ)(#H)2ω

¥

Lema Para M1 suficientemente grande, existe ε∗ > 0 tal que para todo

equiĺıbrio da economia truncada, pξ,` ≥ ε∗, ∀` ∈ L, ∀ξ ∈ S.

Prova. Omitida, mas uma prova similar pode ser encontrada em Steinert e

Torres-Mart́ınez(2005). ¥

Observe agora que, num equiĺıbrio da economia truncada, se, para

algum As ⊂ J(ξ0), existe um primitivo j∗∗ ∈ As tal que
∑

H ϕξ0,j∗∗ >

minj∈As

∑

H ϕh
ξ0,j, então qξ0,j∗∗ = 0. Pois do contrário, teŕıamos:

πξ0,s

∑

H θh
ξ0,s =

∑

j∈As
qξ0,j

∑

H ϕh
ξ0,j > minj∈As

{
∑

H ϕh
ξ0,j}(

∑

j∈As
qξ0,j) ≥

∑

H θh
ξ0,s(

∑

j∈As
qξ0,j) ≥ πξ0,s

∑

H θh
ξ0,s, contradição.

Assim:

πξ0,s

∑

H θh
ξ0,s =

∑

j∈As
qξ0,j minj∈As

∑

H ϕh
ξ0,j ≥ πξ0,s minj∈As

∑

H ϕh
ξ0,j,

para todo s ∈ S(ξ0). Logo,
∑

H θh
ξ0,s = minj∈As

∑

H ϕh
ξ0,j (pois πξ0,s > 0, já que

os dividendos pagos pelos derivativos estão limitados acima de zero e, para

todo agente h, as compras dos derivativos em ξ0 são estritamente menores que

o limite imposto em ΥM), para todo s ∈ S(ξ0).

Com isso, é posśıvel verificar que se tomarmos um vetor de equiĺıbrio

para a economia truncada e modificá-lo de modo que, para todo j ∈ J(ξ0)

e para todo h ∈ H, ϕh
ξ0,j = 0, se qξ0,j = 0 e mantivermos todas as demais
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coordenadas desse vetor inalteradas, então, esse novo vetor também será um

equiĺıbrio para a economia truncada.

Lema Para todo equiĺıbrio da economia truncada com M tendo coordenada

M1 suficientemente grande, vale para todo ξ ∈ ξ+
0 e para todo s ∈ S(ξ0):

0 ≤
∑

H

θh
ξ0,sKξ,s −

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) ≤

1

M2

(#H)2Ω

Prova.

Fixe um deriativo s ∈ S(ξ0) e um estado da natureza ξ ∈ ξ+
0 . Note que

existe uma alocação de equiĺıbrio da economia truncada que satisfaz:

($)
∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) =

∑

H

∑

{j∈As:qξ0,j 6=0}

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j)

≤
∑

H

∑

j∈As:qξ0,j 6=0

ϕh
ξ0,j{qξ0,j+pξAξ,j} ≤

∑

H

θh
ξ0,s#J(ξ0){1+ max

j∈J(ξ0)
‖Aξ,j‖1} ≤

∑

H

θh
ξ0,sω.

Vamos considerar os seguintes casos:

I)
∑

H ϕh
ξ0,j = 0, ∀j ∈ As.

Como (πξ0,s

∑

H θh
ξ0,s −

∑

j∈As
qξ0,j

∑

H ϕh
ξ0,j) = 0 e πξ0,s > 0, temos que

∑

H θh
ξ0,s = 0 e, portanto:

∑

H

θh
ξ0,sKξ,s −

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) = 0.

II)
∑

H ϕh
ξ0,j > 0, para algum j ∈ As e minj∈As

min[‖Aξ,j‖1; ‖YξCj‖1] = 0.

Por estarmos num ponto fixo da correspondência ψ
ξ,s
M e por ($) temos

que:

∑

H

θh
ξ0,sKξ,s ≥

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j)

e, portanto, se:

∑

H

θh
ξ0,s

1

M2

≤
∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j),

então
∑

H θh
ξ0,sKξ,s −

∑

H

∑

j∈As
δξ,j(p, qξ0,j, ϕ

h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) = 0

e, se:
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∑

H

θh
ξ0,s

1

M2

>
∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j), então

0 ≤
∑

H

θh
ξ0,sKξ,s −

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) ≤

∑

H

θh
ξ0,s

1

M2

≤
1

M2

(#H)2Ω

III)
∑

H ϕh
ξ0,j > 0, para algum j ∈ As e minj∈As

min[‖Aξ,j‖1; ‖YξCj‖1] > 0

Neste caso, temos:

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) ≥

∑

j∈As

min[pξYξCj; pξAξ,j]
∑

H

ϕh
ξ0,j

≥ p
∑

j∈As

min[‖YξCj‖1; ‖Aξ,j‖1]
∑

H

ϕh
ξ0,j ≥ p min

j∈As

min[‖YξCj‖1; ‖Aξ,j‖1]
∑

H

θh
ξ0,s,

em que p := inf{M∈ζ,`∈L,ξ∈S} pξ,`.

Como p minj∈As
min[‖YξCj‖1; ‖Aξ,j‖1] > 0, podemos escolher M1 de

modo que
1

M1

≤ p min
j∈As

min[‖YξCj‖1; ‖Aξ,j‖1]

e, portanto:

1

M1

∑

H

θh
ξ0,s ≤ p min

j∈As

min[‖YξCj‖1; ‖Aξ,j‖1]
∑

H

θh
ξ0,s ≤

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) ≤

∑

H

θh
ξ0,sω.

Desse modo,

∑

H

θh
ξ0,sKξ,s −

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) = 0.

Assim, da análise feita sob os três casos, temos que sempre podemos

escolher M1 suficientemente grande de modo a ter para todo ξ ∈ ξ+
0 e para

todo s ∈ S(ξ0) um equiĺıbrio para a economia truncada tal que:

0 ≤
∑

H

θh
ξ0,sKξ,s −

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) ≤

1

M2

(#H)2Ω

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410595/CA
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¥

Portanto, fixando um M1 suficientemente grande, se M2 → ∞, obtemos

um equiĺıbrio para a economia truncada tal que, para todo ξ ∈ ξ+
0 e para todo

s ∈ S(ξ0):

∑

H

θh
ξ0,sKξ,s −

∑

H

∑

j∈As

δξ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ0,j, ϕ

h
ξ,j) = 0

e, desse modo, para todo ξ ∈ ξ+
0 :

pξ

(

∑

H

xh
ξ − Wξ − YξWξ0

)

+
∑

s∈S(ξ)

(

πξ,s

∑

H

θh
ξ,s −

∑

j∈As

qξ,

∑

H

ϕh
ξ,j

)

+
∑

s∈S(ξ0)

πξ,s

∑

H

(

θh
ξ,s − θh

ξ0,s

)

≤ 0.

Assim, por estarmos num ponto fixo de ψ
ξ
M , ∀ξ ∈ ξ+

0 :
∑

H xh
ξ,` − Wξ,` − (YξWξ0)` ≤ 0, ∀` ∈ L

∑

H θh
ξ,s −

∑

H ϕh
ξ,j ≤ 0, ∀j ∈ As, ∀s ∈ S(ξ)

∑

H θh
ξ,s −

∑

H θh
ξ0,s ≤ 0, ∀s ∈ S(ξ0).

Com argumentos usados no ińıcio da demonstração do primeiro lema,

mostramos que para M1 suficientemente grande:

pξ

(

∑

H

xh
ξ − Wξ − YξWξ0

)

+
∑

s∈S(ξ)

(

πξ,s

∑

H

θh
ξ,s −

∑

j∈As

qξ,

∑

H

ϕh
ξ,j

)

+
∑

s∈S(ξ0)

πξ,s

∑

H

(

θh
ξ,s − θh

ξ0,s

)

= 0,

∀ξ ∈ ξ+
0

Agora, dado s ∈ S(ξ), ξ ∈ ξ+
0 , seja j∗∗∗ ∈ As tal que

∑

H ϕh
ξ,j∗∗∗ :=

minj∈As

∑

H ϕh
ξ,j. Então:

(πξ,s

∑

H

θh
ξ,s−

∑

j∈As

qξ,j

∑

H

ϕh
ξ,j) ≤ (πξ,s

∑

H

ϕh
ξ,j∗∗∗−

∑

j∈As

qξ,j

∑

H

ϕh
ξ,j∗∗∗) ≤

∑

H

ϕh
s1,j∗∗∗(πξ,s−

∑

j∈As

qξ,j) ≤ 0,

e, portanto, como pξ(
∑

H xh
ξ −Wξ −YξWξ0), (πξ,s

∑

H θh
ξ,s−

∑

j∈As
qξ,j

∑

H ϕh
ξ,j)

e πξ,s

∑

H(θh
ξ,s − θh

ξ0,s) são, para todo s ∈ S(ξ0) e para todo s ∈ S(ξ), ξ ∈ ξ+
0 ,

termos não positivos que somam zero e porque os preços dos bens estão

uniformemente limitados acima de zero, temos:

(πξ,s

∑

H θh
ξ,s −

∑

j∈As
qξ,j

∑

H ϕh
ξ,j) = 0, ∀s ∈ S(ξ).

∑

H xh
ξ,` − Wξ,` − (YξWξ0)` = 0, ∀` ∈ L
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Além disso, como os dividendos pagos pelos derivativos estão limitados

acima de zero em t = 2, temos que πξ,s > 0 para todo ξ ∈ ξ+
0 e para

todo s ∈ S(ξ0), pois, caso contrário, todos os agentes demandariam 2Ω(#H)

unidades do derivativo de preço zero, o que é uma contradição com o fato de,

para todo j ∈ As e para todo s ∈ S(ξ0),
∑

H θh
ξ,s ≤

∑

H θh
ξ0,s =

∑

H ϕh
s0,j ≤ 2Ω,

e, portanto:

∑

H

θh
ξ,s −

∑

H

θh
ξ0,s = 0

, ∀s ∈ S(ξ0),∀ξ ∈ ξ+
0

e πξ,s

∑

H(θh
ξ,s − θh

ξ0,s) = 0.

Lema Para M1 suficientemente grande e para M2 → ∞, podemos encontrar

um equiĺıbrio para a economia truncada que satisfaça:

0 ≤
∑

H

θh
ξ,sKµ,s−

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j) ≤

1

M3

(#H)2Ω, ∀µ ∈ ξ+, ∀ξ ∈ ξ+
0 , ∀s ∈ S(ξ0)

Prova.

Fixe um derivativo s ∈ S(ξ0) e estados da natureza µ ∈ ξ+ e ξ ∈ ξ+
0 .

Então, vale para algum equiĺıbrio da economia truncada:

($$)
∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j) ≤

∑

H

∑

{j∈As:qξ0,j 6=0}

ϕh
µ,j{pµAµ,j+qξ0,j} ≤

∑

H

∑

{j∈As:qξ0,j 6=0}

ϕh
ξ0,j{pµAµ,j+1}

≤
∑

H

θh
ξ0,sω =

∑

H

θh
ξ,sω,

Consideremos agora os seguintes casos:

I)
∑

H ϕh
ξ,j = 0, ∀j ∈ As.

Pela restrição de redução de d́ıvida, temos 0 =
∑

H

∑

j∈As
ϕh

ξ,j =

τ
∑

H

∑

j∈As
ϕh

ξ0,j. Assim, para todo j ∈ As:

0 =
∑

H

ϕh
ξ0,j =

∑

H

θh
ξ0,s =

∑

H

θh
ξ,s

e, portanto:

∑

H

θh
ξ,sKµ,s −

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j) = 0.
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II)
∑

H ϕh
ξ,j > 0, para algum j ∈ As e minj∈As

min[‖Aµ,j‖1; ‖YµYξCj‖1] =

0.

Por estarmos num ponto fixo da correspondência ψ
µ,s
M e por ($$), temos

que:

∑

H

θh
ξ,sKµ,s ≥

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j)

e, portanto, se:

∑

H

θh
ξ,s{

1

M3

} ≤
∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j), então

∑

H

θh
ξ,sKµ,s −

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j) = 0

e, se:

∑

H

θh
ξ,s

1

M3

>
∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j), então 0 ≤

∑

H

θh
ξ,sKµ,s −

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j)

≤
1

M3

∑

H

θh
ξ,s ≤

1

M3

(#H)2Ω

III)
∑

H ϕh
ξ,j > 0, para algum j ∈ As e minj∈As

min[‖Aµ,j‖1; ‖YµYξCj‖1] >

0.

Neste caso, temos:

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j) ≥ p min

j∈As

min[‖YµYξCj‖1; ‖Aµ,j‖1]
∑

H

∑

j∈As

ϕh
ξ,j

≥ τp min
j∈As

min[‖YµYξCj‖1; ‖Aµ,j‖1]
∑

H

θh
ξ,s,

em que p := infM∈ζ,`∈L,ξ∈Spξ,` e a última desigualdade vem da restrição

de redução de d́ıvida e do fato que
∑

H θh
ξ0,s =

∑

H θh
ξ,s para todo s ∈ S(ξ0).

Como τp minj∈As
min[‖YµYξCj‖1; ‖Aµ,j‖1] > 0, podemos escolher M1 de

modo que
1

M1

≤ τp min
j∈As

min[‖YµYξCj‖1; ‖Aµ,j‖1]
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e, portanto:

1

M1

∑

H

θh
ξ,s ≤ τp min

j∈As

min[‖YµYξCj‖1; ‖Aµ,j‖1]
∑

H

θh
ξ,s ≤

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j) ≤

∑

H

θh
ξ,sW.

Desse modo,

∑

H

θh
ξ,sKµ,s −

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j) = 0

e, assim, sob a análise dos 3 casos acima, conclúımos que:

0 ≤
∑

H

θh
ξ,sKµ,s−

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ0,j, ϕ
h
ξ,j) ≤

1

M3

(#H)2Ω, ∀µ ∈ ξ+, ∀ξ ∈ ξ+
0 , ∀s ∈ S(ξ0)

¥

Por argumentos já usados anteriormente, verificamos que, para todo

s ∈ S(ξ) e para todo ξ ∈ ξ+
0 ,

∑

H θh
ξ,s = minj∈As

∑

H ϕh
ξ,j. Assim, podemos

encontrar um equiĺıbrio para a economia truncada igual ao encontrado até

então, em que
∑

H θh
ξ,s =

∑

H ϕh
ξ,j, ∀j ∈ As tal que qξ,j > 0, e

∑

H ϕh
ξ,j = 0,

∀j ∈ J(ξ) caso qξ,j = 0.

Lema Para M1 suficientemente grande e para M2 → ∞, podemos encontrar

um equiĺıbrio para a economia truncada que satisfaça:

0 ≤ {
∑

H

θh
ξ,sKµ,s−

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ,j, ϕ
h
ξ,j) ≤

1

M3

(#H)2Ω, ∀µ ∈ ξ+,∀ξ ∈ ξ+
0 ,∀s ∈ S(ξ)

Prova. Análoga aos dois lemas anteriores. ¥

Assim, para M1 suficientemente grande, fazendo M2 → ∞ e M3 → ∞,

obtemos um equiĺıbrio para a economia truncada tal que, ∀µ ∈ ξ+, ∀ξ ∈ ξ+
0 e

∀s ∈ S(ξ):

∑

H

θh
ξ,sKµ,s −

∑

H

∑

j∈As

δµ,j(p, qξ,j, ϕ
h
ξ,j) = 0

e, por estarmos num ponto fixo de ψ
µ
M :

∑

H

xh
µ,` − (YµYξWξ0)` − (YµWξ)` − Wµ,` ≤ 0, ∀` ∈ L
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Usando argumentos anteriores, existe M1 tal que

pµ(
∑

H

xh
µ − Wµ − YµYξWξ0 − YµWξ) = 0.

Pela hipótese 4, para todo ξ ∈ ξ+
0 e todo s ∈ S(ξ0), se

min
j∈As

min[pξAξ,j + λξ,jqξ0,j, pξYξCj] > 0,

então minj∈As
min[‖Aξ,j‖1, ‖YξCj‖1] > 0 e, logo, Kξ,s ≥ 1

M1
> 0. Da mesma

forma, para todo µ ∈ ξ+, se

min
j∈As

min[pµAµ,j + (1 − λξ,j)qξ0,j, pµYµYξCj] > 0,

então minj∈As
min[‖Aµ,j‖1, ‖YµYξCj‖1] > 0 e Kµ,s ≥

1
M1

> 0.

Portanto, para toda classe As ⊂ J(ξ0) não-trivial,
∑

j∈As
qξ0,j ≥ qξ0,s > 0.

Logo, existe j ∈ As, tal que qξ0,j > 0. De modo análogo, podemos mostrar que,

fixado ξ ∈ ξ+
0 , para todo µ ∈ ξ+ e para todo s ∈ S(ξ), se

min
j∈As

min[pµAµ,j + qξ,j, pµYµCj] > 0,

então Kµ,s ≥
1

M1
> 0 e existe j ∈ J(ξ), tal que qξ,j > 0. ¥
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