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3.TEORIA DE FILAS E SIMULAGAO

Neste capitulo sera feita uma breve apresentacdo sobre Pesquisa Operacional
(PO), Teoria de Filas e Simulagdo, uma vez que estas ferramentas serdo utilizadas
neste trabalho.

A PO ¢é um método cientifico que objetiva fornecer ferramentas
quantitativas ao processo de tomada de decisdes. E constituida por um conjunto de
subareas, tais como Programacdo Linear, Teoria de Filas, Simulacao,
Programacdo Dinamica, Teoria dos Jogos, etc.

Segundo Andrade (2004) a expressao “Pesquisa Operacional” foi utilizada
pela primeira vez durante a Segunda Guerra Mundial quando as equipes de
pesquisadores procuraram desenvolver métodos para resolver determinados
problemas de operacdes militares. O sucesso dessas aplicagdes levou o mundo
académico e empresarial a procurar utilizar as técnicas criadas para resolver
problemas de administragdo.

O emprego PO dentro de uma empresa ou instituicdo deve envolver todo o
pessoal empregado na(s) atividade(s) cujo problema se deseja solucionar. Seu uso
deve ser encarado como multidisciplinar, ou seja, pessoas de diversas areas de
conhecimento podem e devem ser empregadas no desenvolvimento do modelo
representativo do sistema real.

As principais caracteristicas do processo de tomada de decisdo sdo as
seguintes: a seqiiencialialidade, a complexidade e o inter-relacionamento.

A PO pode ser vista pelo enfoque matemético ou pelo enfoque atual, que é
sisttmico e mais administrativo. Essa abordagem permite a compreensdo mais
ampla do problema levando em consideracdo suas interacdes com o ambiente
externo.

Na Figura 2 sdo apresentadas as fases de um estudo de PO.

A primeira fase € a definicdo do problema onde se explicam as alternativas e
as limitacdes existentes, para que as solugdes obtidas no final do processo sejam

aceitaveis e validas.
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Figura 2 - Fases de um estudo de PO
Fonte: Andrade (2004)

A segunda fase é a constru¢do do modelo onde é exigida muita criatividade
por parte do analista, pois todo processo seguinte depende do grau de
representacdo da realidade que este venha apresentar. Se o modelo nio representar
o sistema real com fidelidade, os resultados serdo distorcidos.

A terceira fase € a solugdo do modelo, que no caso dos matematicos, a
solucdo é obtida pelo algoritmo mais adequado, em termos de rapidez de
processamento e precisdo de resposta, sendo chamada de “solucao 6tima”.

A quarta fase € a validacdo onde se averigua se o modelo fornece uma
previsdo aceitdvel do comportamento do sistema real.

Na quinta fase realiza-se a implementacdo do modelo, que é uma etapa
critica do processo, pois os valores encontrados na solugdo, quando levados a
prética, podem necessitar de ajustes.

A sexta fase € a avaliacdo final, onde a experiéncia e a vis@o critica do
pessoal envolvido sdo fundamentais, pois a solucdo do problema niao deve ser
puramente matematica, mas fruto de um trabalho de reflexdo de toda equipe

envolvida no processo.
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3.1 Tipos de Variaveis

Segundo Andrade (2004) as varidveis de um modelo de decisdo podem ser
classificadas em: varidveis de decisdo, varidveis controlaveis ou enddgenas e
varidveis ndo controldveis ou exdgenas.

As varidveis de decisdo sdo aquelas que servirdo de base para o gerente
definir formas de atuac¢do mais adequadas.

A varidvel controldvel ou endégena é uma varidvel gerada pelo préprio
modelo durante o processo de solugdo. Ela é dependente dos dados fornecidos,
das hipéteses estabelecidas e da propria estrutura do modelo.

As variaveis nao controlaveis ou exdgenas sio os fatores ou dados externos
fornecidos ao modelo e que representam as hipéteses levantadas ou as condi¢des

que devem ser respeitadas.

3.2 Tipos de Modelos

Segundo Andrade (2004), dependendo de como o processo de decisdo é
abordado pelo analista e pela prépria natureza da decisdo podem ser identificados
trés tipos diferentes de modelo: modelos conceituais, modelos simbdlicos ou
matemdticos e modelos heuristicos.

Os modelos conceituais relacionam de maneira seqiiencial e ldgica as
informacdes e as fases do processo de decisdo, de modo a permitir o
desenvolvimento controlado e consistente com os objetivos que se tem em mente.

Os modelos simbdlicos ou mateméticos baseiam-se na pressuposicdo de que
todas as informagdes e varidveis relevantes do problema de tomada de decisdo
podem ser quantificadas. Sdo usados, nestes modelos, simbolos e fungdes
matemadticas para representa-los.

Os modelos matemaéticos podem ser de simulagdo e de otimizagdo. Os
modelos de simulagdo procuram oferecer uma representacdo do mundo real com o
objetivo de permitir a geracao e andlise de alternativas.

Os modelos de otimizacdo ndo permitem flexibilidade na escolha das
alternativas, ja que sao estruturados para selecionar uma tnica alternativa, a qual
serd considerada “6tima”, segundo o critério estabelecido pelo analista.

Os modelos heuristicos sdo construidos quando a complexidade do

problema é de tal ordem que a utilizacdo de relacdes matematicas, torna-se
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impraticdvel ou dispendiosa. Esses modelos baseiam-se em regras empiricas ou
intuitivas que, dada determinada solucdo para o problema, permitem o avanco

para outra solu¢do mais aprimorada.

3.2.1 Construcio dos modelos de simulacao.

Para se construir um modelo € necessdrio, primeiramente, observar os
sistemas reais e as interagdes entre os seus varios componentes. Isto proporciona
uma melhor coleta de dados O segundo passo é a construcio do modelo
conceitual, onde sdo assumidas determinadas caracteristicas dos componentes e da
estrutura do sistema.

Em seguida é feita a implementacio de um modelo operacional, que
incorpora caracteristicas assumidas no modelo conceitual, usando-se um, para
isso, software de simulagdo.

A constru¢do de um modelo, ndo € linear no que se refere aos passos citados
anteriormente, pois hd casos em que o modelo vai sendo verificado e validado

durante a construcao.

3.2.2 Construcido do Modelo Conceitual utilizando 0 ACD

Segundo Chwif & Medina (2006) o Activity Cicle Diagram (ACD) é uma
forma de modelagem dos objetos pertencentes a um sistema, particularmente util
naqueles com fortes caracteristicas com formacdo de filas. O ACD utiliza dois
simbolos para descrever o ciclo de vida das entidades: uma circunferéncia que
representa uma “fila” e um retdngulo que representa uma ‘“atividade”. Esta

modelagem € apresentada na Figura 3.

Fila Atividade

Figura 3 Elementos Basicos de um ACD

Fonte: Chwif & Medina (2006)
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No ACD, as entidades podem estar aguardando em filas ou participando de
alguma atividade. Um estado passivo, ou estado de fila, ndo envolve cooperacao
entre diferentes classes de entidade, sendo, geralmente, um estado no qual a
entidade estd aguardando alguma coisa acontecer. As filas e as atividades devem
estar sempre dispostas alternadamente. Seja o Exemplo 1 representado na Figura
4,

Entidade | Estado Simbolo

garfo utilizado

esperando

comendo

esperando

pensar

filésofo

pensando

esperando

comer

sllieinie

Figura 4 — Modelo ACD para os filosofos famintos (1)
Fonte: Chwif & Medina (2006)

Exemplo 1: Certos de niimero de filésofos sentam numa mesa circular.
Entre cada par de filésofos ha um garfo. Um fil6sofo pode comer se ambos os
garfos adjacentes a ele estiverem disponiveis, caso contrario, deverd aguardar.
Ap6s terminar de comer, o filésofo pensa por um determinado tempo.

Quando péra de pensar, tentard comer novamente. Para comer, os filésofos
levam um tempo uniformemente distribuido entre 5 e 8 minutos, e, para pensar,
um tempo obedecendo a uma distribui¢do normal com média 6 e desvio padrio 1
minuto. O objetivo do modelo é determinar a propor¢do de tempo que cada

filésofo espera para comer, na média.
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Na Figura 5 sdo apresentados os simbolos representativos das atividades e

filas correspondentes ao exemplo dos Filosofos Famintos.

Come
Pensa

Figura 5- Modelo ACD para o Exemplo dos Filosofos Famintos (2)
Fonte: Chwif & Medina (2006)

3.3 Modelagem dos Dados de Entrada

Uma das etapas mais importantes na constru¢io de um estudo de simulacio
€ a modelagem dos dados de entrada. Este processo € facilitado da seguinte forma:
quando as entradas de dados podem ser representadas por uma seqiiéncia de
varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas; quando a
distribuicdo das varidveis aleatdrias pode ser aproximada por um modelo
probabilistico conhecido e encontrada em pacotes comerciais e, quando os dados
estdo disponiveis, de modo que seus parametros possam ser estimados.

O estudo da modelagem de dados pode ser resumido na coleta, no
tratamento dos dados e na inferéncia. A coleta de dados corresponde ao processo
de amostragem e o uso desta técnica torna-se util quando de pretende diminuir
custos, e nao se dispde de tempo ou, ainda, quando ndo se tem acesso a toda
populacio.

No tratamento dos dados sdo utilizadas técnicas para descrever, levantar e
identificar possiveis falhas nos valores amostrados com o objetivo de se aumentar
o conhecimento acerca do fendmeno em estudo.

Na inferéncia aplicam-se os conhecimentos do cédlculo de probabilidades

para se tirar conclusdes sobre o comportamento da populagao a partir da amostra.
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3.4 Teoria de Filas

As filas de espera estdo presentes em muitas das situacdes do cotidiano,
como por exemplo: filas de espera de um banco, filas em consultérios dentarios,
filas em oficinas, filas em processos industriais de producio, etc.

A Teoria de Filas € conhecida como um método analitico que aborda a
modelagem de sistemas através de férmulas matematicas. De acordo com Prado
(1999), o surgimento da abordagem matemadtica para o estudo das filas se deu em
1908 em Copenhague, Dinamarca, por A. K. Erlang, considerado o pai da Teoria
de Filas, utilizando-a para estudar o redimensionamento de centrais telefonicas.
Mas, foi a partir da Segunda Guerra Mundial que a teoria passou a ser aplicada a
outros problemas.

O uso da Teoria de Filas, na pratica, envolve dois maiores aspectos: selecao
de um modelo matemdtico apropriado que represente adequadamente o sistema,
com o objetivo de determinar as medidas de desempenho mais adequadas e a
implementacdo de um modelo de decisdo baseado nas medidas de desempenho,
com o objetivo de melhorar o processamento do servigco ao cliente, a despeito das
dificuldades matematicas.

Os sistemas de filas podem ser humanos, semi-automatizados ou

completamente automatizados.

3.4.1 Processo de Chegada

A caracterizagdo do processo de chegada é dada pela distribuicdo de
probabilidades de tempo entre sucessivos eventos de chegada e pelo ntimero de

individuos ou unidades que aparecem em cada um desses eventos.

3.4.2 Processo de Saida

Para descrever o processo de saida, frequentemente chamado de processo de
servico de um sistema de filas, € necessario se especificar a distribuicdo de
probabilidades que se ajusta aos tempos de servico. Em muitos casos assume-se

que a distribuicdo do tempo de servigco independe do nimero de clientes no
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sistema. Isto implica que o servidor ndo trabalha mais rdpido porque hia um
nimero maior de clientes.

Os servidores podem trabalhar em série e/ou em paralelo. Quando estdo em
paralelo, o servigo provido é o mesmo, bastando somente a entidade passar por
um deles para completd-lo. Nos servidores em série, os clientes tem que percorrer

todas as estagdes de trabalho.

3.4.3 Disciplina da Fila

Para descrever um sistema de filas é necessario considerar a maneira pela
qual os clientes chegam ao sistema e a disciplina da fila cuja a organiza¢do mais
comum é FIFO (First in First Out), em que os clientes sdo atendidos por ordem
de chegada. Outra disciplina é LIFO (Last In First Out), em que o Ultimo que
chega € o primeiro a ser atendido. Algumas vezes, a ordem em que o cliente chega
ndo afeta a ordem em que ele € atendido. Este é o caso em que os clientes sdo
escolhidos, aleatoriamente, dentre os que estdo aguardando na fila. Esta situacio é
chamada de SIRO (service in random order), em que o atendimento € feito por
ordem aleatdria.

Existe, também, a disciplina de fila por prioridade (Priority Rules, PR). em
que as chegadas sdo classificadas em categorias, que recebem, entdo, um nivel de

prioridade. Dentro de cada nivel o cliente € atendido pela disciplina FIFO.

3.4.4 Mecanismo de Atendimento

Da mesma forma que o processo de chegada, o mecanismo de atendimento é
caracterizado pela identificacdo de uma distribuicdo de probabilidades que o rege.
Existem situagdes em que os atendentes aumentam sua velocidade de atendimento
conforme a fila vai enchendo ou quando se aproxima do final do expediente.

O mecanismo de atendimento determina o nimero e a configuracdo de
servidores ou canais. As configuracdes podem ocorrer em casos onde o sistema €
formado por uma fila e um servidor, uma fila para varios servidores, em paralelo

ou em série.
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3.5 Simulac¢ao

Segundo o Aurélio (2004), simular é “representar com semelhancga;
aparentar”. Dependendo do ambiente em que o termo for empregado, suas
técnicas e métodos sdo completamente diferentes. Na engenharia, ele tem sido
usado para designar as situacdes nas quais se tenta compreender as caracteristicas
de um sistema pelo conhecimento de outro que lhe € similar. Segundo Prado
(2004), “simulacdo € a técnica de solu¢do de um problema pela andlise de um
modelo que descreve o comportamento do sistema usando um computador
digital”.

Segundo Chwif & Medina (2006) o termo simula¢do pode ser classificado
em duas grandes categorias: a simulacdo computacional e a simulagdo nao-
computacional.

Quando se pensa em simular algo, o objetivo € representar um sistema
composto de vdrias partes que operam juntas visando um objetivo comum. Um
sistema pode ser real ou hipotético. Embora a validagdo de um sistema imaginério
ou hipotético seja mais dificil isto é vidvel e comum.

De um modo geral, um sistema recebe “clientes” de um meio externo,
processa-os € 0s envia para outro meio externo. Os sistemas, também, podem ser
continuos ou discretos. Chamam-se de discretos aqueles os constituidos de
componentes discretos ou inteiros como, por exemplo, caminhdes, pessoas,
navios, etc. J4 nos sistemas continuos a principal entidade em estudo existe em
quantidades continuas, como por exemplo, o fluxo de uma determinada substancia
liquida por uma tubulagdo.

A simulagdo de sistemas continuos tem sido usada na engenharia
eletromecanica ou de processos (quimica e metalirgica) que possuem um nimero
pequeno de varidveis que podem ser descritas por equacdes diferenciais da fisica
cléssica. J4 a simulagdo de sistemas discretos encontra aplicagdes principalmente
na engenharia de producdo e na engenharia de sistemas.

Em uma modelagem por simulacio € importante estar familiarizado com as
terminologias dos elementos que compde o estudo. Em seguida serdo definidos

alguns termos comuns em trabalhos com simulagéo.
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Entidades: sdo os elementos que transitam pelo sistema e sofrem
processamento. Representam a unidade fisica do problema cujo
comportamento se deseja estudar. As entidades podem ser permanentes,
tempordarias, ativas e passivas;

Evento: ¢ o instante de tempo no qual alguma troca significativa de estado
ocorre no sistema, como por exemplo, o sistema passar do Regime
Transitério para o Regime Permanente.

Atividades: sdo operacdes e procedimentos que sdo iniciados em cada
evento. Toda atividade estd delimitada por dois eventos, o primeiro que
caracteriza o seu inicio e o segundo o seu término;

Processos: sdo as seqiiéncias de eventos em ordem cronoldgica,
geralmente especificados por uma distribuicio de probabilidade dos
tempos de servico.

Recursos: € o que a entidade necessita para realizar alguma atividade. Um
recurso pode executar vdrias atividades ou pode haver um recurso para
cada atividade;

Replicacdo: é o nimero de vezes que € repetido o experimento de
simulag@o, devendo ser calculado previamente com base nas varidveis de
desempenho;

Tempos de Servico: é o tempo em que os trabalhos sdo executados nos
recursos. Para se efetuar uma simulagdo € necessdrio especificar a
distribuicdo de probabilidades dos tempos de servico. A escolha da
distribuicao de probabilidades tem um grande impacto nos dados de saida,
principalmente nas decisdes tomadas com a simulagdo. Caso se
especifique de maneira errada a distribuicdo de probabilidades dos dados
de entrada, certamente nio se tera uma analise confiavel dos dados de
saida.

Taxas de Chegada: é a freqiiéncia com que chegam as entidades no

sistema.

Na andlise de dados de entrada, uma distribuicao tedrica € preferivel a uma

distribuicdo empirica, pois esta pode conter irregularidades, principalmente, se ha

poucos dados disponiveis. Esta distribui¢do suaviza os dados sendo um modo

compacto de representar o conjunto de valores.
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Outra desvantagem do uso da distribuicdo empirica € que ndo € possivel
gerar valores fora da gama daqueles observados na simulacdo, enquanto que na
distribuicdo tedrica isto pode ser feito.

Em alguns casos, hé fortes razdes para usar determinado tipo de distribuicao
tedrica e, quando isso acontece, € recomenddvel usar os dados observados como
base para especificar esta particular distribuicdo; outra desvantagem do uso da
distribuicao empirica é que, em algumas linguagens de simulacao, se n valores de
dados estdo disponiveis em uma distribui¢do continua, entdo 2x valores (dados e
correspondente probabilidade cumulativa) tém que ser armazenados para
representar uma distribui¢do empirica. Para um conjunto grande de dados isto
seria muito trabalhoso. Ha, porém, situacdes em que nenhuma distribui¢do tedrica
prové adequado ajustamento para os dados observados, sendo necessario o uso de

uma distribuicdo empirica.

3.5.1 Aplica¢des da Simulacio

O campo de aplicacdo da simulagdo é amplo, podendo ser utilizado em
manufatura e servicos.

Na 4drea de servicos ela pode ser aplicada em aeroportos, portos, bancos,
cadeias logisticas, centrais de atendimento, escritérios, hospitais, parques de
diversoes, restaurantes, cadeias de fast-food e supermercados, etc.

Na area de manufatura ela pode ser aplicada em sistemas de movimentagdo e
armazenagem de materiais, linhas de montagem, células automatizadas,
problemas de programacgdo da producdo, andlise de estoques, logistica interna,
projetos de sistemas de expedicdo, cross-docking e movimentacdo interna de

armazéns.

3.5.2 Verifica¢ao e Validacao

As mais importantes tarefas depois de se desenvolver um modelo de
simulacdo sdo a verificacdo e a validagao do modelo. A verificacao estd ligada a
construgdo correta do modelo e serve para comparar o modelo conceitual com

aquele que foi desenvolvido com uso do computador. Este procedimento serve
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para se averiguar se o modelo foi implementado corretamente no simulador e se
os parametros de entrada e a estrutura légica do modelo representam-no
corretamente.

A validacdo tem como objetivo a verificagdo da precisao do modelo em
representar o sistema real, sendo esta precisdo alcancada através da calibracao do
modelo, num processo interativo de comparacao usando as discrepancias para

fazer os ajustes necessarios para se alcancar um nivel de precisio aceitavel.

3.5.3 Regime Transitorio e Regime Permanente

O Regime Transitério ocorre quando o modelo ainda ndo estd aquecido, e
nem todas as estacdes de trabalho estdo ocupadas pelas entidades. Durante o este
regime as medidas de desempenho fornecidas pela simulagcdo nio sdo precisas.

O Regime Permanente ocorre apds o aquecimento do sistema, que atinge
“plena carga” quando todas as estacdes de trabalho estdo ocupadas. Neste regime

as medidas de desempenho obtidas pela simulagdo tornam-se mais precisas.

3.5.4 Simulacao Terminal e Simulacao Niao Terminal

A simulacdo terminal é usada em situagdes em que as atividades t€m o
tempo certo para iniciar e terminar, isto é, possuem turnos de trabalhos pré-
definidos.

A simula¢@o ndo terminal ou em regime € usada em sistemas em que nio
se sabe 0 momento certo para encerrd-la, mas que € um periodo longo de tempo.
Neste caso, usa-se uma simulagdo para um horizonte de tempo longo ou

“infinito”. As siderurgicas sdo exemplos de aplicacdo deste regime.

3.5.5 Escolha das Medidas de Desempenho Adequadas

Devem ser escolhidas as varidveis que interessam diretamente a andlise
dos resultados e a conseqiiente tomada de decis@o. Muitas varidveis podem ser
extraidas dos relatérios de simulacdo, mas algumas influenciam diretamente no

fendmeno que estd sendo observado. Segundo Chwif & Medina (2006) a primeira
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etapa para se realizar uma boa andlise de resultados é escolha das medidas de

desempenho do sistema a partir da definicdo dos objetivos da simulagao.

3.5.6 Calculo do Numero de Replicacdes

Este célculo fornece o nimero de replicagdes (n*) necessarias para se obter
resultados precisos, sendo efetuado da seguinte maneira: primeiramente deve-se
estipular a precisdo desejada (4*) e “rodar” a simulagdo com poucas replicagdes,
geralmente dez. Entretanto, hd sistemas que exigem um nimero maior devido a
sua complexidade.

Para se estabelecer o nimero de replicagdes utiliza-se como parimetro a
metade da amplitude do intervalo de confianga (%), construido com base nas
medidas de desempenho escolhidas previamente. Caso #* seja menor que h, o
ndmero de replicacdes € considerado suficiente para simular o sistema real, caso
contrario deve-se trabalhar com uma amostra de tamanho maior (nimero de
replicagdes maior) e repetir o processo.

Exemplo 2: extraido de Chwif & Medina (2006). Em uma central de
financiamento de uma loja de departamentos, o tempo entre chegadas sucessivas
de clientes € normalmente distribuido com média de 5,0 minutos e desvio padrio
de 2,2 minutos. Existem trés atendentes que realizam a pré-andlise. O tempo de
pré-andlise é exponencialmente distribuido com média de 8,0 minutos. Enquanto a
atendente estd realizando a pré-andlise do cliente, ela nao pode atender outro
cliente. Os clientes que chegam quando todas as atendentes estdo ocupadas
aguardam em fila dnica. Apds a pré-andlise 70% dos clientes sdo encaminhados
ao gerente, que finaliza o processo de financiamento. Os outros 30% néo tém o
financiamento aceito. O gerente leva 2,5 minutos, na maior parte das vezes, para
atender aos clientes, segundo uma distribuicdo triangular em que o menor valor é
de 0,5 minutos e o maior valor € de 5,0 minutos. A central funciona diariamente
das 10h30min as 22h0O0Omin. A loja pretende estudar o tempo médio que um
cliente gasta no sistema.

A medida de desempenho mais adequada ao exemplo acima exposto é

tempo médio que um pedido aceito permanece no sistema. Trabalhou-se com uma
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confianga estatistica de 95% (portanto « = 0,05) e uma precisdo tal que ~2* seja
de, no maximo, 0,5 minutos.
Na Tabela 1 sdo apresentados os tempos médios de replicacdo no servico de

pré-anilise.

Tabela 1 — Dados de saida do modelo do Exemplo 1 (1? replicacio)

Replicacio |Média do tempo no servico
1 11,29
2 10,82
3 11,87
4 9,54
5 8,94
6 10,22
7 12,48
8 11,36
9 11,03
10 11,98
Média 10,95
Desvio Padrio 1,11

Fonte: Chwif & Medina (2006)
Efetua-se, entdo o seguinte calculo:

s L1
W e =226=—=080.
=19 n 10

Como ndo se atingiu a precisdo desejada, deve-se aumentar o nimero de

replicagcdes e partir deste resultado determinar o numero de replicagdes
. - 2 2 . ~
necessdrias pela expressao: n*=[n(,i—i) }=[10(%) }=[25,6]=26 replicagdes.

Em seguida, roda-se novamente o modelo com mais 16 replicacdes

conforme resultados apresentados na Tabela 2.
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Tabela 2 — Dados de saida do modelo Exemplo 1 (2° replicagdo)

Replicacio | Média do tempo no servico
1 11,29
2 10,82
3 11,87
4 9,54
5 8,94
6 10,22
7 12,48
8 11,36
9 11,03
10 11,98
11 9,87
12 10,18
13 10,02
14 9,09
15 8,95
16 9,98
17 10,29
18 9,84
19 11,97
20 10,05
21 10,40
22 10,27
23 10,50
24 12,96
25 10,60
26 11,52
Média 10,62
Desvio Padrio 1,06

Fonte: Chwif & Medina (2006)

Como A* € menor que 4 é pode-se concluir de que o tamanho da amostra é

suficiente para simular o sistema e existe uma probabilidade de 95% de que o
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intervalo [10,39; 10,84] contem o verdadeiro valor da média do tempo esperado

no sistema.

3.5.7 Calculo do Tempo de Aquecimento (Warm UP) para Sistemas nio
Terminais

Ap6s a indicacdo das varidveis de interesse para a andlise do sistema,
calcula-se o tempo de aquecimento necessario para que o sistema entre em regime
permanente, conforme o Exemplo 2.

Exemplo 3: seja uma linha de montagem hipotética onde os tempos de
transito das entidades no sistema sdo observados em uma rodada de cinco
replicacdes. A Tabela 3 apresenta a média aritmética e as médias mdveis para a o

célculo do tempo de aquecimento do sistema.

Tabela 3 - Média aritmética e médias mdveis

TEMPO MEDIO DE TRANSITO

Replicagbes Médias Méveis
Tempo
(h) 1 2 3 4 5 Média m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
180 159,59 | 162,24 | 161,74 | 166,96 | 164,23 | 162,95 | 162,95 | 162,95 | 162,95 | 162,95 162,95
190 158,59 | 164,40 | 164,98 | 166,96 | 164,23 | 163,83 | 163,39 | 163,39 | 163,39 | 163,39 163,39
200 161,30 | 167,99 | 168,51 171,88 | 165,03 | 166,94 | 165,39 | 164,58 | 164,58 | 164,58 168,58
210 161,30 | 166,65 | 164,98 | 169,23 165,27 | 165,49 | 166,21 165,42 | 164,80 | 164,80 164,8
220 161,30 | 164,86 | 167,50 | 169,63 165,27 | 165,71 | 165,60 | 166,05 | 165,49 | 164,98 168,98
230 161,30 | 167,26 | 167,30 | 169,63 165,23 | 166,14 | 165,93 | 165,78 | 166,07 | 165,62 165,18
240 161,30 | 167,99 | 168,56 | 170,39 165,23 | 166,69 | 166,42 | 166,18 | 166,01 | 166,20 165,80
250 161,30 | 167,99 | 168,51 171,88 | 165,03 | 166,94 | 166,82 | 166,59 | 166,37 | 166,20 166,32
260 161,30 | 167,99 | 169,57 | 171,88 | 166,21 167,39 | 167,17 | 167,01 | 166,79 | 166,58 166,39
270 162,65 | 168,61 | 169,57 | 171,88 | 166,21 167,78 | 167,59 | 167,37 | 167,20 | 166,99 166,78
280 162,65 | 169,07 | 170,26 | 171,88 | 167,21 168,21 | 168,00 | 167,80 | 167,58 | 167,40 167,19
190 158,59 | 164,40 | 164,98 | 166,96 | 164,23 | 163,83 | 166,02 | 166,61 | 166,81 | 166,83 166,81
300 166,09 | 169,07 | 170,89 | 176,03 166,81 169,78 | 166,81 167,27 | 167,40 | 167,40 167,32
310 | 166,09 | 169,07 | 171,18 | 176,03 | 166,81 | 169,84 | 169,81 | 167,82 | 167,92 | 167,89 | 167,81
320 166,09 | 170,41 | 171,28 | 176,13 166,81 170,14 | 169,99 | 169,92 | 168,40 | 168,36 168,26
330 | 166,37 | 170,41 | 171,52 | 177,02 | 168,02 | 170,67 | 170,41 | 170,22 | 170,11 | 168,85 | 168,75
340 166,37 | 170,75 | 171,52 | 177,33 168,02 | 170,80 | 170,73 | 170,54 | 170,36 | 170,24 169,18
350 | 167,37 | 170,75 | 171,52 | 177,56 | 168,72 | 171,18 | 170,99 | 170,88 | 170,70 | 170,53 | 170,40

Na Figura 6 é apresentado o comportamento da média aritmética e das
médias moéveis ao longo do tempo, onde se percebe a estabilizacdao dos tempos de

transito por volta de 230 horas de aquecimento.
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Ap6s o cédlculo do tempo de aquecimento € efetuado o cdlculo do nimero de

replicagdes.
MEDIAS MOVEIS
175,00
170,00
0n —pa
= % L
E 165,00 M Ll
160,00
e e W
eyl gt AT, SRTER] SRR Alapt BT T gl el ST O T
RN A 1< e S TR S - et s 2
TEMPC DE SIMULAGAO
| Média Aritmética M2 —+« M3 —o M4 —+ M5 o MB]

Figura 6 — Comparacido da média aritmética e das médias moveis

3.5.8 Analise de Resultados

E 0 exame dos dados gerados pela simulagio com o propésito de predizer o
desempenho de um sistema ou comparar o desempenho de dois ou mais sistemas
alternativos. E necessdrio realizar andlises estatisticas dos dados de saida pelo fato
de as varidveis de entrada também serem aleatdrias. Duas diferentes seqii€ncias de
nimeros aleatérios produzirdo conjuntos de saida que provavelmente diferirdo.

Se o desempenho de um sistema € medido por um parametro &, o resultado
de um conjunto de experimentos de simulacdo serd um estimador 0 de 0. A

precisdo de 0 pode ser medida pelo seu erro padrdo ou pela amplitude do

intervalo de confianga.

3.6 O Software

Segundo Chwif & Medina (2006), um ponto importante num estado de
simulacdo é a escolha correta do software, porém o fundamental € a atuacdo do
analista.

O Software ARENA, por ser mais acessivel e ter uma interface amigével € o

que tem sido mais utilizado no mundo académico. Ele possui um conjunto de
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blocos que sdo utilizados para se descrever uma aplicacdo real funcionando como
comandos de uma linguagem de programacao.

O ARENA visualiza o sistema a ser modelado como constituido de um
conjunto de estacdes de trabalho que prestam servigos a clientes que se movem
através do mesmo, podendo ser aplicado em varias situagdes da vida pratica.

A seguinte notacao é usada por este software:

TS: Tempo Médio de Permanéncia no Sistema ;
NS: Numero Médio de Clientes no Sistema ;
Z: Ritmo Médio de Chegada ;
IC: Intervalo Médio Entre Chegadas (IC);
TF: Tempo Médio de Permanéncia na Fila (Waiting Time),
NF: Nimero Médio de Clientes na Fila (Number Time);
TA: Tempo Médio de Atendimento ou servigo (Process Time ou Delay Time),
c: Quantidades de atendentes;
NA: Numero médio de clientes que estdo sendo atendidos
u: Ritmo Médio de Atendimento de cada atendente (L).
Por definicaio 74 = 1/ u e as seguintes relacdes basicas sdo utilizadas pelo
ARENA:
NS=NF+NAeTS=TF+TA4

e P A Lo
A taxa de utilizag@o de atendentes € definida por p = —, em que 4 € o ritmo
y7,

de chegada e u € o ritmo médio de atendimento. No caso de “uma fila/varios

~ A o
atendentes”, a expressao se torna p = — em que ¢ ¢ o nimero de atendentes.
CH

3.6.1 O Input Analyzer

O Input Analyzer € um componente do ARENA que serve para determinar
que distribuicdo de probabilidades melhor se ajusta aos dados coletados. Esta
determinac@o ¢ feita pelos erros-padrdes e pelos testes de aderéncia Qui-Quadrado
e Kolmogorov Smirnov, descritos mais adiante. Ela classifica as distribui¢des por
rank, da melhor para a pior servindo, também, como um arquivo de dados que

permite a comparagdo das mesmas.
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3.6.2 A Ferramenta Fit All do Input Analyzer

Na Figura 7 € apresentada a caixa de didlogo de ajuste de dados as
distribuicdes tedricas usadas pelo ARENA. Nela é apresentado ajuste das
distribuicdes e o sumadrio dos calculos realizados.

Pode-se utilizar esta caixa de didlogo para se escolher uma determinada
distribuicdo como representativa dos tempos de servico realizado pelas estacdes

de trabalho.

% Input Analyzer - [analise de freio]
EFME Edit view QW Options Window Help =&

DR & o= X2

Empirical
Erlang
Exponential
Gamma

Lognormal
Normal
Poisgon
Triangular
Unifarm
weibull

Crea |

Distribution Summary

istribution: Triangular
Expression: TRIA(L.3, 1.83, 3.7)
Square Error:  0.003300

Chi Square Test
Mumber of intervals = 4
Degrees of freedom = 2
Test Statistic = 0.207
Corresponding p-value > 0.75

Data Sumnary

umber of Data Points = 30
in Data Value = le+03&
ax Data Value = -le+033

[fauple Mean =

sample Std Dev = 0.542

Finds the curve fit with the MU

f 7 Iniciar | . | Xe.n [Model1] & Input Analyzer -

Figura 7 — Distribuigbes tedricas do ARENA

3.6.3 O Ajuste das Curvas

Para a maioria das distribui¢des analisadas pelo Imput Analyzer, a curva
ajustada € baseada no uso de estimador de maxima verossimilhangca. Excecdes
para esta regra sao as distribui¢cdes Beta, Triangular, e Uniforme. A distribuicdo
Beta é ajustada por dois modos diferentes: pelo estimador de mdaxima
verossimilhanca e pelo método dos momentos. As distribuicdes Triangular e
Uniforme usam regras empiricas para ajustar os dados.

A qualidade de um ajuste de curva € principalmente baseada na

minimizacao do erro quadrado, como mostrado na expressao:
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(- f )y

onde:

f, € afreqiiéncia relativa observada no intervalo i

f(x,)é afreqiiéncia relativa tedrica no intervalo i

Se a distribuigdo cumulativa € explicitamente conhecida, entdo f(x,) €

determinado pela expressdo:
F(x,)-F(x,-1)
onde:
x, € o limite a direita do intervalo considerado e x, —1¢ o limite a esquerda.

Os resultados dos Testes Qui-Quadrado e Kolmogorov-Smirnov sio,

também, apresentados no sumario dos dados mostrados.

3.6.4 Modificando Parametros

Na Figura 8 € apresentada uma caixa de didlogo onde é possivel efetuar
mudangas nos pardmetros da distribuicio e o no nimero de intervalos do

histograma de freqii€ncias.

£ Input Analyzer - [Input1]
B File Edit View Fit [fo
Dl S &

Distribution Summary

Pistribution:  Poissen
[Expression: POIS(5.99)
Square Error:  0.000258

Chi Square Test
Jhmber of intervals = 1§
Degrees of freedom = 13
Test statistic = 13.3
Correspending p-valus = 0.437

Data Summary

fmber of Data Points = 5000
in Data Value -0
ax Data Value =15
Sauple Mean = 5.99
Seuple Sta Dev - z.as

—— : -
%2 Iniciar o . o % - [Mod. & analyze... | PT@JC I MM o

Figura 8 — Modificagdo de parametros do Input Analyzer
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3.6.5 Expressoes usadas pelo ARENA

O ARENA, dentre outras fungdes, possui um componente chamado SIMAN,
que fornece a expressdo representativa da distribuicdo de probabilidades que se
ajusta aos dados.

Esta expressdo pode, também, ser fornecida a célula “expression” da caixa
de didlogo apresentada na Figura 9, que representa o processo de atendimento da
entidade pelos recursos.

As técnicas usadas pelo SIMAN sdo: (i) o método da transformada inversa,
quando € possivel explicitar a inversa da funcdo de distribuicdo, (ii) técnicas
polinomiais quando isto néo € possivel e (iii) 0 método da convolucdo com o uso

de soma de varidveis aleatérias independentes. O método mais comum € o método

da transformada inversa.

el @& 83 22| g ek Adsda|(YTalenn ] k?

NS 2O20A |L-2rA B = W | O e T E B

~
Basic Process
<> Advanced Transfer
el
ES Vo - e T
) caminkees BERiE,
Mame: Type: [ .
|Iavagem dog caminhogs j_l ]Slandald j marcha el
{ e marcha pam Telo
Logic ! |
Action: Friority: deimoteioe
tlo e s
Seize Delay Release _:J ]Mad\um[2] _vJ =
I
Resaurces: : i P
——
Edit delzamalores
make b © vl parm
Delete ¥
e
Dielay Type: Uits: Allocatior: ” Ienkmegem |"_‘l RS I'—” e
pinkra
Expressi > | |Value Added v L—]
= =1 | il | — || b
Expression: | >
[3.25 + GAMMID.0885, 3.48) |
W Report Statistics Priariy E::
slay ase Meclium(2) Hawrs Wall i} I G|
oK Caricel | Help | Loy Reiease  Medum(2) Expression  Hours 13+ EXPC
\;ay Release .Médium(éj i 1rows |Expression ' Hours YValue Added 126 +ERL
@ Reports 4 eletica Stancard Seize Delay Release Medium(2) ¢ 1 rgws | Expression Hours “alue Addded 115 +EXP &
i Navigate < | >

Process module from Basic Process panel selected,

‘2 Iniciar 2aid % prena - [mod.., | & Globalink Po... g? arena Online .. | O Eleme L o7 "','( B L0 1043

Figura 9 — Expressdes usadas pelo ARENA
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3.6.6 Método de Transformacao Inversa

Seja U~ U (0, 1) e X um valor gerado
X=F' (U

U (0, 1) representa um ndmero aleatdrio gerado a partir de uma distribui¢ao

uniforme com uma gama de valores entre zero e um. £ - (U) pode ser a forma
exata da funcdo de distribuicio cumulativa inversa ou uma aproximagio
polinomial a tal fungao.
Exemplo 1: Uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida com parametros
[a,b] onde a < b tem uma funcio de distribui¢do inversa dada pela expressao:
X=F'U)=a+b-a)*U
O SIMAN usa o método da transformada inversa para gerar a distribuicao

uniforme como se segue:

x=a+b-a)*U

A distribuicdo Weibull tem uma funcio de distribui¢do inversa dada pela

expressao:
F7'(U)= pl-m(-v)"
3.7 Distribuicdes de Probabilidades

Serdo apresentadas algumas distribuicdes de probabilidades que podem ser

usadas para modelar os dados apresentados nesta dissertacao:

3.7.1 Distribuicio Beta

f(x)=x"1-x)*" para 0 <x<I

0 caso contrario

, Variancia: pa

Média: :
a+pf (B+a)y(B+a+1)
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Obs.: por causa de sua versatilidade para assumir uma larga variedade de
formas, esta distribuicdo é freqiientemente usada na auséncia de dados. A beta é
freqiientemente usada para representar propor¢des aleatdrias, como a propor¢ao

de artigos defeituosos em um lote.

3.7.2 Distribuicio Erlang

Se X,, X, X,..X, sdo varidveis aleatorias independentes, identicamente

distribuidas exponencialmente, a sua soma tem uma distribui¢do Erlang. A média
(f) de cada distribui¢do exponencial e o nimero de varidveis aleatérias (k)sao

os parametros da distribuicdo. A média da distribuicdo exponencial é um nimero

real positivo, e k é especificado como um valor inteiro positivo.

0, caso contrario

Média: kf3, Variancia: kf3’

A distribuicdo Erlang € usada em situagdes em que uma atividade ocorre em
sucessivas etapas e cada fase é ajustada por uma distribui¢do exponencial. Para
valores grandes de k, a Erlang se aproxima da distribui¢do normal sendo usada
para representar o tempo requerido para completar uma tarefa. E, também, um
caso especial da distribuicdo Gama em que o pardmetro de forma, ¢ , é um inteiro

k.
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3.7.3 Distribuicio Gama

ﬂ—axa—lei%ﬁ

fx) = @)

parax >0

0, caso contrario

Os parametros de forma («)e pardmetro de escala (f)sdo especificados

como valores reais positivos.
Média: af ; Variancia: a3’

Obs.: A Distribuicio Gama € sempre usada para representar o tempo
requerido para completar uma tarefa, como, por exemplo, o tempo de reparo de

uma méaquina.

3.7.4 Distribuicio Lognormal

Esta distribuicio modela situagdes em que a distribuicio do processo
envolvido pode ser considerada como a multiplicagio de um conjunto de

processos e sua a funcio densidade de probabilidade pode ser escrita como:

f(x)= 1 e 20" hara X>()

ox~ 27

0, caso contrario

A Média LogMean (,> 0)e desvio padrdo LogStd (o > 0) da varidvel

aleatdria Lognormal t€m que ser niimeros estritamente positivos.
Média: LogMean = p1, = ¢***'*, Variancia: (LogStd)> = o> = e*** (% —1)

Obs.: E freqiientemente usada para representar o tempo de tarefa que tem

uma distribuicdo com assimetria positiva.
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3.7.5 Distribuicao Triangular

. 2x-a)
f(x) _—(m—a)(b—a) para a<x<m
f(x)=% para a<x<m
0, caso contrario

Os parametros desta distribuicdo sdo: o minimo (a), moda (m) e o maximo

(b) que sao ndmeros reais em que a<m<b.

(a* +m* +b* —ma—ab —mb)
18

- (a+m+b)

Médi , Variancia:

A distribui¢do Triangular é comumente usada em situagdes em que a exata
forma da distribuicdo é desconhecida, mas estimada por um valor minimo,

maximo e uma moda.

3.7.6 Distribuicao Exponencial

/B

f(x)=

para x>0

0, caso contrario

Média: S, Variancia: S°

7

Obs.: Esta distribuicdo é usada, freqiientemente, para modelar tempos de
chegada aleatdrios, mas é geralmente imprdpria para modelar tempos de demora

de processo.

3.7.7 Distribuicao Uniforme

f(x)z% para a<x<bh

0, caso contrario
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(b-a)’

Média = “? . Variancia =
2 12

Esta distribui¢@o é usada para modelar processos em que todos os valores em

um intervalo [a, b] s@o igualmente provaveis de ocorrer.

3.8 Testes de Aderéncia

z

Uma importante classe de teste ndo-paramétrico € constituida pelos
chamados testes de aderéncia, em que a hipdtese testada refere-se & forma da
distribuicdo da populacdo. Nesses testes, admite-se, por hipdtese, que a
distribuicao da varidvel de interesse na populacdo seja descrita por determinado
modelo de distribuicdo de probabilidades e testa-se o modelo, ou seja, verifica-se
a boa ou mé aderéncia dos dados da amostra ao modelo. Se houver uma boa
aderéncia e a amostra for razoavelmente grande, pode-se, em principio, admitir
que o modelo forneca uma boa representacdo da distribuicdo populacional.

Inversamente, a rejeicdo de H, em um dado nivel de significancia indica que o

modelo testado € inadequado para representar a distribui¢cdo de probabilidades da

populacio.

3.8.1 Teste de Aderéncia Qui-Quadrado

Segundo Wonnacott (1980), essa forma de testar, a aderéncia foi

desenvolvida por Karl Pearson e baseia-se na estatistica:

0 -5 )2
2=4=1 | 1

= 1
X E 3.D

Onde:

)(f ¢ a estatistica de teste, com v graus de liberdade;

O, é a freqiiéncia observada de uma determinada classe ou valor da

variavel;
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E, ¢é a freqiiéncia esperada, segundo o modelo testado, dessa classe ou valor

da variavel;

K K
n=>y 01 =y El € o numero de elementos da amostra;
=1 =1

x € numero de classes ou valores considerados.

Se 0 modelo testado for verdadeiro e se todas E, >5, a quantidade definida

em (3.1) terd aproximadamente distribuicio y’ com v=k—-m—1 onde v é o

nimero de graus de liberdade, sendo k o nimero de parcelas somadas e m o
nimero de pardmetros do modelo estimados independentemente a partir da

amostra. A subtragdo de 1 ao valor de k deve-se a existéncia da restri¢do

> Oi =n entre as freqiiéncias observadas. O célculo das freqiiéncias esperadas é
i=1

feito através da expressdo E, =mnp,, onde pl-é a probabilidade, de se obter um
valor da varidvel na classe considerada, e né o numero de elementos na amostra.
Essa expressdo resulta do fato de que cada freqiiéncia observada O,terd, para
populagdo infinita, uma distribui¢do binomial com pardmetros ne p;,.

O fato de a quantidade definida em (3.1) se distribuir aproximadamente

segundo um x> nio deve surpreender, pois:

" (0, -E) k O_E
i il _ i i 32
Z E,‘ Zi:l(\/f) ( )

i=1 ;

Havendo varias classes, +/E, =./np, =/ np,(1-p,), pois P; deverado ser

pequenos. Ora, sendo E, =5, a distribui¢do binomial das O, aproxima-se da
normal, e o valor entre parénteses no segundo membro de (3.2) seria
aproximadamente um valor de z. Como a distribuicio y*surge de uma soma de
valores de z ao quadrado, resulta que o somatério deveria mesmo fornecer uma

varidvel com distribui¢do proxima do y°.
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O teste é unilateral, devendo a hipétese ser rejeitada se y; > y7,. Isso é

razodvel, pois, se o modelo testado estiver longe da realidade, as freqiiéncias
observadas irdo diferir bastante das esperadas, e a varidvel de teste tenderd a

crescer.

Caso existam classes que ndo satisfacam a condi¢do E, >5 estas classes

N

deverao ser “fundidas” as classes adjacentes, conforme sera visto no Exemplo 3.

Tabela 4 - Namero de aparelhos com defeito
Numero de defeitos | O | 1 | 2 | 3 |4(5]6|7

Nuimero de aparelhos |25 |35 (18 |13 4|2 |2 |1

Fonte: Montgomery (2003)

Exemplo 4: o nimero de defeitos por unidade, observado em uma amostra
de cem aparelhos de televisao produzidos em uma linha de montagem apresentou
a seguinte distribuicao de freqii€éncia mostrada na Tabela 4.

Verificar se o nimero de defeitos por unidade segue razoavelmente uma

distribuicao de Poisson.

Solugdo: usa-se o teste de aderéncia pelo y° para testar as hipéteses;
H,, a distribui¢do do nimero de defeitos por unidade € uma Poisson;

H,, tal ndo ocorre.

Sabe-se, do cédlculo de probabilidades, que a distribuicdo de Poisson € uma

distribuicao discreta cujas probabilidades sao dadas por:

ro—u

He
r!

PX=r)= (r=0,1,2,..), (3.3)

Onde p € uma média da distribuicdo. E, portanto, uma distribuicao que fica
bem caracterizada com o conhecimento de um tnico parametro, sua média g .
Como a hipétese testada nao especifica a média x do modelo, o primeiro

passo serd estima-la por meio da média amostral x , onde:
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2%/, :Ezl,SS.
n 100

X =

Usa-se, portanto o modelo de Poisson de média x =1,55 para célculo das
probabilidades p,. Considerando p, = P(X =i), i=0, 1, 2,... e aplicando a

formula de Poisson (3.3), obtém-se:

0 _-1,55
p = e )ove = ™% 0,212
1 _-1,55
= % =1,55¢7% = 0,329

_(L55)%e™  2,4025 oS3

) = 0,255
2!

Tabela 5 — Célculos necessarios para o Teste Qui-Quadrado

X, f, =0, x, f, D, E, O,-E, | (O,-E)* | (O, -E)*
Ei

0 25 0 0,212 21,2 3.8 14,44 0,681
1 35 35 0,329 32,9 2,1 4,41 0,134
2 18 36 0,225 25,5 7.5 56,25 2,206
3 13 39 0,132 13,2 -0,2 0,04 0,003
4 4 16 0,051 5.1
5 2 10 0,016 1,6
6 2 12 0,004 0,4 1,8 3,24 0,450
7 1 7 0,001 0,1

Total 100 155 100 3,474

Fonte: Montgomery (2003)

Estes resultados quando multiplicados por »n =100 fornecem os E,,

chegando-se, por fim, ao valor do x*, por meio da expressdo (3.1), sendo seu
célculo ilustrado na prépria tabela.
Deve-se notar que a condi¢do E, > 5 ndo € satisfeita para os valores 5, 6, 7

da varidvel. Logo, juntam-se esses valores ao valor 4, passando a considerar o
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conjunto de valores X >4 com freqiiéncia observada 9 e freqiiéncia esperada 7,2.

O valor y? calculado pela férmula (3.1) foi 3,474.
Para determinagdo do y’ critico, o nimero de graus de liberdade devera ser
v=k—-1-m=5-1-1=3, pois houve cinco parcelas e estima-se um pardmetro a

partir da amostra. Seja o =5%. Logo, y’critico = y3, =7.3815.

Como 3,474 <7815, ndo se pode rejeitar H,, concluindo-se que a

0°

variavel adere razoavelmente bem ao modelo Poisson.

3.8.2 Método de Kolmogorov-Smirnov

A prova de Kolmogorov Smirnov €, também, uma prova de aderéncia. Ela
diz respeito ao grau de concordancia entre a distribuicio de um conjunto de
valores amostrais observados e determinada distribuicio tedrica especifica,
determinando se os valores da amostra podem ser considerados como
provenientes de uma populagdo com aquela distribuicdo tedrica.

A prova procura especificar a distribuicdo de freqiiéncia acumulada que
ocorreria sob a distribuicdo tedrica, e compara-la com a distribui¢do de freqiiéncia
acumulada observada. A distribuicdo tedrica representa o que se poderia esperar
sob H.e determina o ponto em que essas duas distribui¢des (tedrica e observada)
acusam maior divergéncia. A referéncia a distribuicdo amostral indica se essa
diferenca maxima pode ser atribuida ao acaso.

Seja Fy(X)uma distribui¢do de freqiiéncia acumulada completamente
especificada, isto €, a distribui¢@o de freqiiéncia acumulada, tedrica, sob H,,. Para
qualquer valor de X, o valor de F (X)é a propor¢do de casos esperados com

escores iguais a, ou menores do que X.

Seja S, (X)a distribui¢do de freqiiéncia acumulada de uma amostra

aleatoria de n observacdes. Quando X € qualquer escore possivel S, (X) = %,

onde K € o nimero de observagdes nao superiores a X.
Ora, pela hip6tese de nulidade, de que a amostra tenha sido extraida da

distribuig@o tedrica especificada, espera-se que, para cada valor X, S, (X) esteja
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suficientemente proximo de F(X). Isto é, sob H, espera-se que as diferengas
entre S, (X) e F,(X) sejam pequenas e estejam dentro dos limites dos erros

aleatorios. A prova de Kolmogorov Smirnov focaliza a maior dessas diferencas. O

maior valor de F(X)~-.S, (X) € chamado desvio maximo D:

D = mdximo|Fyy(X) — S (X)|

A distribuicdo amostral de D, sob H,, € conhecida pois existem tabelas que

0°
dao os valores criticos dessa distribuicdo amostral. Para maiores esclarecimentos
ver exemplo em SIEGEL (1975).

Segundo Chwif & Medina (2006) o processo de modelagem de dados
termina com algum teste estatistico para determinar se o modelo probabilistico
selecionado tem ou nao aderéncia ao conjunto de dados observados. Escolhe-se
certo nivel de significincia e, se o valor obtido da amostra for menor que o valor
critico tabelado, entao a hip6tese nao é rejeitada.

Em trabalhos técnicos e softwares, trabalha-se, também com o p-valor, ou
nivel descritivo, que representa o menor nivel de significancia que pode ser
assumido para se rejeitar a hipétese de aderéncia, ou seja:

e Se p—valor < a,entdo H ¢ rejeitada ao nivel de significancia « ;
e Se p-valor>a, entdo, H, ndo € rejeitada ao nivel de
significincia « .

Portanto, quanto menor o p-valor, mais razdes temos para rejeitar a

hipotese de aderéncia. O Quadro 1 apresenta faixa de valores para o p-valor.

Quadro 1 — Valores para p-valor

VALOR CRITERIO
p-valor<0,01 Evidéncia forte contra a hipétese de aderéncia
0,01 < p —valor < 0,05 Evidéncia moderada contra a hipdtese de aderéncia
0,05 < p —valor < 0,10 Evidéncia potencial contra a hipétese de aderéncia
0,10 < p —valor Evidéncia fraca ou inexistente contra a hip6tese de
aderéncia

Fonte: Chwif & Medina (2006)
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O Input Analyzer, usa o p-valor para verificar a qualidade do ajustamento
dos dados a determinada distribuicao de probabilidades.
Seja o Exemplo 4, sobre o uso do p-valor, que se encontra em Montgomery
(2003):
Exemplo 4: “O ntmero de defeitos nas placas de circuito impresso

supostamente segue a distribuicdo Poisson conforme apresentado na Tabela 6.

Tabela 6 - Defeitos em placas de circuito impresso

Numero de defeitos | Freqiiéncia observada
0 32
1 15
2 9
3 4

Fonte: Montgomery(2003)

Uma amostra aleatéria de 60 placas impressas foi coletada e o nimero de
defeitos observado. A média da distribuicio de Poisson considerada nesse
exemplo € desconhecida e tem de ser estimada a partir dos dados da amostra. A
estimativa do ndmero médio de defeitos por placa é a média amostral
(32*%0+15*149*2+4%3)/60=0,75.

A partir da distribuicdo de Poisson com pardmetro 0,75, podemos calcular
p, ., a probabilidade tedrica utilizada na hipétese, associada com o i-ésimo

intervalo de classe. Uma vez que cada intervalo de classe corresponde a um

numero particular de defeitos, pode-se encontrar p, como se segue:

—0,75 0

?, :(P:O):%:O,Mz
—0,75 1

», =(P=1)=#=0,354
—0,75 2

s =(P=2)=$=0,133

P, =P(X 23)=1-(p, + p, + p;) =0,041
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As freqiiéncias esperadas sdo calculadas pela multiplicagdo do tamanho da

amostra pelas probabilidades p, , isto €, E, = np, . e sdo mostradas na Tabela 7.

Tabela 7 — Freqiiéncias esperadas

Numero de defeitos | Probabilidade | Freqiiéncia Esperada
0 0,472 28,32
1 0,354 21,24
2 0,133 7,98
3 (ou mais) 0,041 2,46

Fonte: Montgomery (2003)

Ja que a freqiiéncia esperada na ultima célula é menor do que trés,
combinam-se as duas ultimas células, conforme mostrado na Tabela 8.

A estatistica de teste qui-quadrado tera k-m-1=3-1-1=1 graus de liberdade,
porque a média da distribuicdo de Poisson foi estimada a partir desses dados. O
procedimento para o teste de hipéteses pode ser aplicado usando

a = 0,05 ,conforme se segue:

Tabela 8 — freqiiéncias observadas e esperadas

Numero de defeitos | Freqiiéncia Observada | Freqiiéncia Esperada
0 32 28,32
1 15 21,24
2 (ou mais) 13 10,44

Fonte: Montgomery (2003)

1. A variavel de interesse € a forma de distribuicdo de defeitos nas

placas de circuito impresso;
2. H,: aforma da distribui¢do de defeitos € Poisson;
3. H,: aforma da distribuicdo de defeitos ndo é Poisson;
4. a=0,05

5. A estatistica de teste é:
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z (O;_E;)_ k Oi—Ei 2
A

Rejeita-se H se Hy : x5 > Xooss =384
Calculos:

»_(32-2832)°  (15-2124)°  (13-1044)°

; =294
28,32 21,24 10,44

Conclusdes: Uma vez y; =294< y;., =384, ndo se pode rejeitar a

hipétese de que a distribuicdo de defeitos nas placas de circuito impresso é

Poisson H . O p-valor para o teste € 0,0864.
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