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4

Modelo de Black-Derman-Toy

O modelo de estrutura a termo desenvolvido em p@@discher Black,
Emanuel Derman e William Toy € um modelo de nadgtadem unifatorial, isto
€, 0s precos dos titulos sdo dependentes de apemdator, a taxa de juro
instantanea.

A estrutura a termo atual de taxa de juro de Igmgao € utilizada para
construir uma arvore binomial de possiveis valfutgos para as taxas spot. Esta
arvore pode ser usada para precificar derivatives takas de juros. As

caracteristicas do modelo sao:

* A taxa spot ou de custo € input do modelo, cujaangd afeta todos os
precos dos titulos;

« O comportamento do ativo objeto apresenta reveasd@dia, ou seja, a
evolugédo das taxas de juros spot tem de considesio PU no vencimento de
qualquer contrato futuro de DI € igual a 100.000;

» A estrutura do modelo é binomial e 0 comportamelatdaxa de juros de

curto prazo é log-normal;

O modelo é construido a partir do pressuposto de relacdo a
probabilidade de subida ou descida da taxa de pi@mnstruido a partir de uma
estrutura a termo da taxa de juros previamenteideafi

O modelo foi originalmente desenvolvido de formagoaitmica,
descrevendo a evolucdo da estrutura a termo emanroee binomial com tempo
discreto, muito embora diversos autores demonstrgsasteriormente que o
modelo implicito quando se toma o limite do intéovde tempo igual a zero, é

dado pelo seguinte processo de difuséo:

din(r(t) = [ 6() + (&) In(r(®) ] dt + o(t) dz
o (1)
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A equacdo permite a compreensdo de algumas hipéiegicitas ao
modelo. O modelo de Black-Derman-Toy € um modejmdéosmal com reverséo a
média, em que a reversao a média é endégena adomadseja, € determinada a
partir dos parametros de entrada, o que resulteantagem de que as taxas de
juro ndo podem tornar-se negativas.

O modelo também incorpora duas funcées dependdotésmpo,d(t) e
a(t), escolhidas de forma que o modelo reproduza atesira termo de taxas de
juro spot e a estrutura a termo de volatilidadetaess de juros spot.

O modelo alterna uma variedade de meédias de dit=wewvértices e
vencimentos para a taxa spot futura com o objeté/mualar os inputs. A medida
que a volatilidade futura muda, a reversao a médlima também muda.

Quando se utiliza um modelo com volatilidade camsteao longo do

tempo o processo estocastico passa a ter a segqudeao:

din(r(t) = O(t) dt + o(t) dz

Portanto, a variavel-chave a ser modelada € adevaescimento da taxa
de juro, ou seja, o retorno ou taxa instantaneit)(die juros. A estrutura do

modelo é binomial e recombinante (por construcéo),que o0 torna

computacionalmente simples.

4.1

Arvores Binomiais

Desde que Cox, Ross e Rubinstein publicaram, end,183u trabalho
sobre o aprecamento de opc¢des utilizando métodicelatextensbes e
generalizagbes de tal modelo foram desenvolvidasme especial aquelas
destinadas a avaliacado de derivativos multidimerss Dentre essas extensoes,
estdo os trabalhos de Boyle (1988), Boyle, Evnin@ilebs (1989), Kamrad e
Ritchken (1991) e Rubinstein (1991). Em resumajmcpal resultado do modelo
€ o de mostrar que o valor de uma opcao pode tegptiatado como a expectativa
de seu valor futuro descontado num mundo neutreseo.

De acordo com Hull (1997), um modelo binomial maalista € aquele

gue assume que 0s movimentos de preco do ativioaig@m compostos por um
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grande namero de pequenos movimentos binomiaisaDfesma, a aproximacao
discreta para a constru¢cdo de uma arvore binopriatura aproximar a equacao
diferencial estocastica do ativo-obijeto.

Inicialmente sera feita uma breve descricdo da tagg@ da arvore
binomial nos seus primeiros passos e a memorialdeloc para determinacdo dos
parametros do modelo binomial Black-Derman-Toy (BDNlo capitulo 7 sera
detalhado o algoritmo implementado para o aprectimeée opcdes européias
sobre futuro de DI.

Considere a avaliacdo de uma opcao sobre um amals/idendo que no
vencimento assumira valor 100. Este ativo tem dilpge preco de um zero
coupon bond. A cada intervalo de tempo, o precatim sai do seu valor inicial
S para algum destes dois valor8s e Sd. A mudanca deS paraSu é um
movimento ascendente e p&dé descendente.

Assume-se, por exemplo, um derivativo com vencimemh T = 3, onde

i=1,..,T ejrepresentando os estados possieedsvore.

Suu
100

Sud
100

Sdd
100

Gréafico 7: Arvore binomial de 3 passos

O ativo base pode ser avaliado pelo principio daliagéo neutra em
relacdo ao risco, isto é, o retorno esperado destod titulos negociados é a taxa
de juro livre e os fluxos de caixa futuros podemmtabilizados mediante o
desconto da taxa de juros.

O preco esperado de S um ano a partir de agp& € (1-p)S. Como o
modelo assume a mesma probabilidade de subir erdegsaetorno esperado£
(Su + Sd) / SComo se assumiu que todos os retornos esperadoglgis, e
porque se pode emprestar dinheiro a taxa r, dezlgues
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S=%Q+X)/1+r

Através deste modelo pode-se avaliar um tituloixadb de qualquer
maturidade, desde que se construa uma arvore @s tpot futuro longa o
suficiente. O processo comeca com o valor de faaar(aturidade) da obrigacéo
e, a partir dai, vai-se obtendo o preco a cadaceéanterior, descontando os
precos futuros usando a formula anterior e a tpré daquele nd. Indo para tras,
até a raiz da arvore, chega-se ao preco hoje.

A estrutura binomial e a hip6tese de lognormalidaai@ as taxas de juros

implicam que os valores dgerq tém de satisfazer as seguintes equacoes:

Fu=roe"™

rg=ro€e”

Quando dividimos uma pela outra, temos:

ry=rq€°

A arvore anterior pode ser modificada com a indud& uma notacdo

adequada ao BDT. Cada vértice representa um peditiempo igual com inicio

no veértice a esquerda.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412215/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0412215/CA

35

S(4,3)
I'4€6 o
S(3,2)
r3e4 (o}
S(4,2)
] 5@2.1) < s
r < e <
1 20
I3€
S(4,1)
s<2,0><: e
r2 S(3,0)
rs S(4,0)
s
Periodo Periodo Periodo Periodo
1 2 3 4

Gréfico 8: Arvore binomial de 4 periodos para o modelo BDT

A estrutura a termo das taxas de juros € cotadeerdimentos e ndo em
precos. O rendimento anual x, hoje, de um contrato N periodos, em termos de

seu preco S, € dado pelo x que satisfaca a eqabedm:

S = 100/(1+x)

Similarmente, o0s rendimentos, X X um ano a partir de hoje,

correspondentes aos pre¢cQe s, sdo dados por:

Sua= 100/(L+x, 9"

Para obter a taxgpota partir de uma estrutura a termo € necessaritaigua
o rendimento de um periodo N quando a taxa spotic® com o valor da taxa de
retorno até o vencimento (yield). A seguir, calowlse as duas taxas spot 1-ano
igualando o rendimento e a volatilidade 2-anos.skina 0 processo continua,
procurando-se sempre obter as taxas spot para @agis anos, trés anos, etc, até
o final da maturidade do titulo.

No modelo binomial a ser desenvolvido no capituloé 7adotada

volatilidade constante em todos os vértices, supaque em cada periodo os
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contratos tendem a ter a mesma grandeza de vari@gatudo o modelo assume
que a taxaspottem uma distribuicdo log-normal, com a volatilidadependente
somente do tempo. Um ano no futuro, quando a faaxiavalerr,, a volatilidade é
igual a%aIn(ryy/rug); quando a taxa farg, a volatilidade sera igual &In(ryd/rqq).
Como estas volatilidades devem ser as mesmas ¢évartice), tem de ocorrer
que tu/fud = fudfag, OU Sejariia = rud da.

Neste cenario ndo é preciso fazer suposi¢cdes padependéncia para as
taxas. A intermediaria,d, pode ser obtida a partir das outras duas. lgtufisia
dizer que, no modelo, basta igualar duas taxascspotduas quantidades de um
titulo prefixado de trés periodos. E esta situatgmamente, tem solucéo Unica.
Mas para calcula-la € necessario utilizar métoderativo, pois a equacao para
calcular a taxa nao apresenta solugéo direta.

Este modelo permite gerar solucdo para diferentéoge de tempo
independente do vencimento do contrato futuro. gusesera apresentado um

exemplo do sistema de equacao para uma arvorésipdriodos.

Periodo 2

Vértice S(2,2) = 100/(1 +,6%)
Vértice S(2,1) = 100/(1 +,6%)
Vértice S(2,0) = 100/(1 +5)

Periodo 1

Vértice S(1,1) = ¥ (Vértice S(2,2) + Vértice S[,(L +r1 €)
Vértice S(1,0) = ¥z (Vértice S(2,0) + Vértice S(P/-2L +r7)
Periodo 0

Vértice S =2 (Vertice S(1,1) + Vertice S(1,-1{X + 1)

Lembrando a equagé&o anterior apresentada:

S = 100/(1+x)

A taxa x € o input que € calculado a partir dauésta a termo das taxas de
juros (ETTJ) original para o terceiro vértice.
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O modelo Black Derman Toy para construcédo da arboremial de taxa
de juros tem como input a curva a termo de jurasvelatilidade. Com o auxilio
de um método numeérico, tais como a interpolagcddNéeton-Raphson ou o
método da bisse¢do encontra-se a taxA partir dela obtém-se as outras taxas do

periodo 3 através da equacao que originou a abiooenial de juros.
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