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3

DefinicOes

3.1

Processos Estocasticos e Processo de Wiener

Um processo estocastico corresponde a uma varidwel evolui no
decorrer do tempo de forma incerta ou aleatériprég@o de uma agdo negociada
na bolsa de valores é um exemplo de processo sStacaque flutua
aleatoriamente, mas que, ao longo do tempo, apgeesena taxa de retorno
esperada positiva, que visa compensar 0s aciowgjgeasvestem nessa acao.

Os processos estocasticos podem ser continuosoretds, dependendo
da variavel tempo ser continua ou discreta, respacente.

Um movimento browniano, ou processo de Wiener,é pnocesso

aleatério continuo que apresenta trés importamtgwipdades:

1. € um processo de Markov, ou seja, a distribuitEprobabilidades dos
valores futuros do processo depende somente dovaeu atual, ndo sendo
afetado pelos valores passados do processo, ualguer outra informacéo;

2. possui incrementos independentes, ou seja, #&ibdigdo de
probabilidades da variacado do processo em um altede tempo, é independente
de qualquer outro intervalo de tempo (que néo gainitea o0 primeiro);

3. as variacbes de um processo, em um intervaterdpo finito, seguem
uma distribuigdo normal, com variancia que cres@almente com o intervalo de

tempo.

Dado z(t), um processo de Wienekz uma variacdo de(t), e At um

intervalo de tempo qualquer, tem-se:

e« Az = ¢ VAt , onde¢ é uma variavel aleatéria que segue uma

distribuicdo normal padrdo, com média zero e dgsayao unitario(um);
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» A variavel aleatérid e ndo é correlacionada serialmente, ou seja,

E(etes)= 0 parat # s.

Quando o intervalo de temptt torna-se infinitesimalmente pequeno,
pode-se representar a variacdo de um processoatelz, em tempo continuo
como:

dz=¢ Vdt

Um movimento browniano com tendéncia € uma extemsA@rocesso

acima, sendo representado pela seguinte equacidsita:

dx= adt + odz

ondeo € 0 parametro de tendéncia (ou crescimenté)p parametro de variancia,
X € um processo estocastico, como, por exemplo,egopde uma acdo. Para
qualquer intervalo de temli, a variacdo em x , possui distribuicdo normal, com

esperanc&(Ax) = a At . e variancia Var D &% At.

3.2

Lema de Ito
Um processo estocastico continuo x(t), € chamanlmepso de Itd, quando
é representado pela equacao:

dx= a(x,t) dt + b(x,t)dz

ondea(x,t) € a fungdo ndo-aleatdria de tendénb{a,t) é a funcdo ndo-aleatéria
da varianciaz(t) € um processo de Wiener, e t € o tempo.

Dada uma funcéo F(x,t) , diferenciavel no minimagiuezes em x , e uma

vez emt, o lema de Itd mostra que a mesma segeguinte processo:

dF=[ 6F/ot + a(x,t) oF/ox +¥ak (x,t) 6°F/6x7 dt +b(x,t) oF/ox dz
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Este lema é a base de formulas e métodos de peaéb de derivativos,
pois F(x,t) pode ser o preco de um contrato dedutie indice BOVESPA, ou o
preco de uma opc¢éo de compra da acao da Petrobras.

Enquanto parece razoavel que o preco de uma agaausi processo de
Markov, e tenha incrementos independentes, ndoz@&aval assumir que as
variacfes do preco sigam uma distribuicdo nornfalalao preco de uma acao
ndo pode ser inferior a zero. Assim, pode-se assgue 0S precos de uma acgao
sigam uma distribuicdo lognormal, ou seja, as géda no logaritmo do preco

seguem uma distribuicdo normal.

3.3

Movimento Geométrico Browniano

Percebe-se que o movimento geomeétrico browniama éaso especial do
processo de 1t6, onddXx,t)= ax e b(x,t)=ox.
Dessa forma, send® o processo geométrico browniano que descreve o

preco da acao, &S) = log (S) tem-se, pelo lema de It6:
dS=uSdt+0Sdz

oF /ot =0, OF16S=1/S, &°Flot’= -1IS

dF=[0 + aS 1/S +/4S} 1/S] dt + ¢S 1/S dz =d-6°)dt+ odz

Assim, baseado nos resultados obtidos acima e &s@mo movimento
browniano, tem-se que dentro do intervalo de tefpovariagcdo em log S segue
uma distribuicdo normal com média T. A versado @itscda equacao estocastica

acima pode ser escrita da seguinte forma:

Log(S:1/S) = (a-0°/2)At+ oAt &

S+ =Se [(a-02/2)At+ oAt et]
1 =


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412215/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0412215/CA

28

PoisAz é um processo de Wiengz = ¢ VAt), & é uma variavel aleatdria
gue segue uma distribuicdo normal padréo, atdtata igual a tAt, AF=(logS+1

- logS), eAF, At , eAz, s&@o as versoOes discretas de dF, dt, e dz respeente.

3.4
Simulacdo de MonteCarlo

Os métodos de simulacdo fundamentam-se na amastrdgepossiveis
caminhos percorridos pelo preco dos ativos-objédoaadata de vencimento do
contrato. No vencimento, para cada possivel camp#groorrido, calcula-se o
preco do derivativo correspondente, trazendo-oler ymesente. Se um numero
suficientemente grande de caminhos é amostradép esg& avalia o preco do
derivativo através de uma média aritmética dosreal@resentes de todos os
resultados obtidos segundo a amostragem realizada.

Pela sua caracteristica genérica, o método de ajédmilpode ser utilizado
para diversas precificagcOes de derivativos, praloiente aquelas que possuem
modelos estocésticos mais complexos.

Além disso, o método utiliza intensamente recurnologicos por
exigir uma grande amostra de caminhos para detagi@inde uma estimativa
média com um erro aceitavel. Problemas de veloeidhed convergéncia podem
também tornar o método de simulacdo extremamenteraelo.

Em derivativo, utiliza-se o método de simulacdoMtmte Carlo onde é
realizada uma amostra de caminhos aleatorios hipagéque seriam percorridos
pelos precos dos ativos, respeitando-se a hipdeeaaséncia de oportunidades de
arbitragem. Para cada caminho hipotético calcularspreco do derivativo
relacionado ao ativo-objeto de acordo com as caiatitas do contrato. Para
cada caminho, calcula-se o valor presente do piectivo objeto. Se este valor
for estimado segundo inUmeros caminhos aleatooio®m-se uma distribuicdo
de probabilidade dos possiveis valores dos deroatiO preco do derivativo €
estimado através da média da distribuicao.

Tecnicamente, pode-se utilizar a simulacdo de MGaido sem restricdes
significantes que sdo impostas pela teoria finaacezpresentando uma vantagem
sobre os métodos analiticos e de arvores de decisdo
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3.5

Gerador de NUmeros Aleatorios

Normalmente refere-se a "numero aleatério”, um manpertencente a
uma sequéncia aleatéria gerada uniformemente bligla no intervalo [0,1].
Porém alguns conhecidos tipos de geradores utilzaegistro do termo anterior
na geracdo do novo elemento. E definida como seii@e nimeros aleatorios
(independentes) se cada um deles foi obtido casnééne o conhecimento de um
deles ndo permitir obter qualquer informacdo saxeutros que constituem a
sequéncia. Normalmente quando se fala de sequéiasmeros aleatérios que
se trata de numero com distribuicdo uniforme (cama tem a mesma

probabilidade de ser gerado que qualquer outro).

Sequéncias Quasi-Aleatorias

Uma sequéncia quase-aleatéria (ou sub-aleatériain@ seqiéncia de
amostras representativas de uma distribuicdo deapiladades. Essas amostras
sdo deterministicas, e nao aleatodrias, e sdodasirde modo que os “espacos”
deixados entre as amostras sejam preenchidos,imddun desvio-padrdo da
simulacdo de Monte Carlo e aumentando a velocidadmnvergéncia.

Suponha que se deseja calcular a integral de ungd@duf(x), através do
método de Monte Carlo, dentro de um intervalo [Oiidando N pontos ou
observacbes. Ao invés de se tomar os pontos deseaidéncia aleatéria (ou
pseudo-aleatdria), pega-se 0s pontos de uma segidaterministica, onde eles
sdo, de certa forma, distribuidos igualmente. Defssma, a precisdo da

estimativa da integral sera superior aquela olutisha a sequiéncia aleatoria.

NUmeros pseudo-aleatorios

Com o advento dos computadores, as deficiéncias cioradas,
anteriormente, acerca dos métodos de geracao derosimeatoérios’, levaram ao
aparecimento de métodos mais eficientes paraag¢diz em computador, fazendo

deste.
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Deve-se a John V. Neumann o primeiro destes métqdesse utiliza
operacdes aritméticas: o "Mid-square”, em que caaaero da seqiéncia € obtido
a partir do anterior, elevado este ao quadradoavejando, depois, os digitos do
meio do resultado encontrado.

Por exemplo, consideremos, como primeiro numero

Xx1=81 x°= 6561 %=56

Se continuarmos, obtemos a seguinte sequéncig®813516, 25, 62, 84,
5, 25, 62,....

Esta série de valores ilustra um dos problemas osrauodos os métodos
de geracdo de numeros pseudo-aleatorios. Ela posslimite, ha um valor de
sequéncia que se repete e o ciclo se repete imtfhente.

Outra objecdo que se pode por a estes meétodos guatfponto uma
sequéncia de numeros, gerados por um processo gniamteterministico, pode
ser considerada aleatéria? Uma justificacdo pragan@&bnsiste em reconhecer
que ndo se trata de numeros aleatérios, mas actascgie eles se comportam
como tal (especialmente dos pontos de vista da pexpabilidade e
independéncia). Portanto, embora ndo o sejam, as&@&ros parecem ser

realmente aleatorios: dai o seu nome: pseudoaleator
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