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4
SOLUCOES ANALITICAS

4.1

Desenvolvimento

Dentre os mais diversos tipos de estruturas que fazem uso de materiais
compositos, os tubos cilindricos laminados sdo um caso particular em que
solucbes analiticas, sob certas condicGes de vinculagdo, para o problema de seu
carregamento mecanico sdo disponiveis na Literatura. Na referéncia [5], €
apresentada a solucgdo exata, no regime elastico, para tubos cilindricos compostos
por camadas de materiais compositos. S&o considerados carregamentos de pressdo
interna uniforme ao longo de seu comprimento axial.

Para os objetivos do presente Trabalho, neste Capitulo sdo apresentados 0s
desenvolvimentos para a solucdo analitica do problema em regime estatico linear.
Permitem-se carregamentos de forcas axiais e torques aplicados nas extremidades
do cilindro e pressao interna e/ou externa, de valor constante, nas respectivas
superficies do tubo. Sdo excluidos os efeitos térmicos.

Para o desenvolvimento da solugdo analitica definiu-se, inicialmente, o tubo
composto por apenas uma camada. Considerando-se a condicdo da perfeita adesao
entre as camadas, impde-se, também, condi¢bes de continuidade do campo de
deslocamentos ao longo da espessura do cilindro, através das fronteiras entre as
laminas. Deste modo, a solugcdo obtida para apenas uma lamina pode ser
diretamente aplicada para o caso com multi-camadas. Séo escolhidos parametros
iniciais para a defini¢cdo de um problema de um tubo laminado como o numero de
camadas, raios interno e externo do cilindro e espessuras e angulos de orientacdo
das fibras para cada uma das laminas. Como modelos de material, consideram-se
laminas homogéneas e de comportamento macromecanico ortotrdpico.

Para o desenvolvimento das equacdes, é adequado utilizar-se um sistema de
coordenadas cilindrico (X,0,R) para definicdo do tubo, tal como abordado pelo
Capitulo 2. O campo de deslocamentos para pontos do cilindro é definido pelas
componentes axial (u), circunferencial (v) e radial (w), no sistema de coordenadas

global adotado. Deste modo:
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u=u((X,6,R) (4.2)
v =V (X,0,R) 4.2)
w=w (X,0,R) 4.3)

A hipotese de geometria e carregamentos axissimétricos de perfil uniforme,
ao longo da diregdo axial, e a consideragdo de dimensdes de um tubo longo, em
que a secdo sob analise esteja afastada dos extremos, onde seriam aplicados forga
axial e torque, permitem a simplificagdo dos campos de deslocamentos acima
definidos em relagdo a coordenada circunferencial. O deslocamento radial (w)

ainda se torna independente da coordenada axial. Resulta-se em:

u=u(XR) (4.4
v=Vv(XR) (4.5)
w=w (R) (4.6)

A cinematica de deformacdo mais apropriada a este problema, em um
sistema de coordenadas cilindricas, é definida a seguir por meio de relagges!”

entre componentes do campo de deformacdes e as do campo de deslocamentos:

o =2 (4.7)

oo =5 | 2] 48)

o = (4.9)

Yo =yt (4.10)
Y=o+ (4.12)

. —%{%_H R%j (4.12)

No entanto, considerando-se as condicdes de simplificacdo dos deslocamentos, de

(4.4) a (4.6), as seguintes relagdes entre deformagdes e deslocamentos tornam-se:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310260/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0310260/CA

SolugBes Analiticas 54

Exx = 2—; (4.13)
£, = % (4.14)
b = % (4.15)
Vxo = % (4.16)
Ve = 2—; (4.17)
Y = % —% (4.18)

Além das defini¢Bes anteriores, a solugdo elastica analitica também satisfaz
as condicdes de equilibrio, as de compatibilidade e as de contorno. As equagdes
de equilibrio®™ em coordenadas cilindricas, para as direcBes principais, sdo
apresentadas a seguir pelas equacdes (4.19) a (4.21). Sendo desconsideradas

forgas de corpo:

00wz +(GRR_O-90)+£ 0Tz +aTXR

: =0 (4.19)
R R R 00  oX
Ot 1 90w Ot 27w _g (4.20)
oR R 06 oX R
OTyq +£ 0Ty +aO_XX 15 _g (4.21)

OR R 00  oX R

Pelas mesmas hipdteses em que se basearam as simplificagdes dos deslocamentos,
consideram-se todas as componentes de tensdo independentes das coordenadas
circunferencial e axial. As equagOes diferenciais parciais (4.19) a (4.21) séo

reescritas, portanto, como equagdes diferenciais ordinarias:

doge " (Trr —T4) ~0 (4.22)
drR R

drg N 2.7 4

=0 4.23
drR R (4.23)
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9% , T _g (4.24)
R R

A definigdo das componentes do campo de deformagdes, de (4.7) a (4.12),
ou suas simplificacBes dadas as hipOteses deste problema, de (4.13) a (4.18),
depende diretamente das trés componentes do campo de deslocamentos. As seis
componentes do campo de deformacdes infinitesimais sdo automaticamente
desenvolvidas, para o regime linear elastico. No entanto, um problema pode
requerer a defini¢do, a priori, das componentes de deformacdo. Resulta-se, neste
caso, na necessidade de obtencdo do respectivo campo de deslocamentos, por
meio de funcBes matematicas, continuas no dominio geométrico considerado. A
relacdo entre deslocamentos e deformagdes deve ser biunivoca para, em qualquer
tipo de problema, ndo haver possiveis diferentes respostas, seja para 0 campo de
deslocamentos, seja para o de deformagdes. No caso de serem definidas seis
componentes de deformacdo, h& trés varidveis a serem resolvidas, para as
componentes de deslocamentos. Havendo um nimero maior de equacBes que
incognitas, certas condicbes de integrabilidade das componentes de deformacéo
deverdo ser satisfeitas de modo a garantirem biunicidade e, deste modo, a
obtencdo de um campo de deformagdes compativel. Estas condi¢des de
compatibilidade, inicialmente obtidas por St. Venant, eliminam as componentes de
deslocamentos das defini¢cbes dos campos de deformacdes. Referidas ao sistema
de coordenadas curvilineas, estas definicdes sdo expressas pela equacdo a
seguirl”, mediante derivadas covariantes de tensores de deformagdo de 2* ordem,

em notacao indicial:

gij‘kl +gk'|ij _gik|jl _gi"ik - (4.25)

A equacdo (4.25), em notacdo expandida, daria origem a 81 equacOes
diferentes, devido a natureza dos tensores de 2* ordem. No entanto, a maioria
destas sdo identicamente satisfeitas; recorrendo-se a condicdo de simetria dos
tensores de deformac0es, resultam em apenas seis equagdes finais. Para a escolha
especifica de um sistema de coordenadas cilindricas'®, sdo apresentadas a seguir a

forma final das condig¢Ges de compatibilidade:
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2 oy, _iz.azgxzx _625920 L2058, 108y (4.26)
R'oX.00 R? 86> oX° R oX R ¢R

625XR _aZgRR _azexx
"OX.OR  oX?  OR?

=0 (4.27)

2 2 2
2 0ém Ofw 1 0w 106w, 2 06k 200w _o (42
R'00GR 0R> R’ 06° R OR R’ 00 R ¢R

3.625)0( _i{l.agm +68Xg_agm}+ilagw _%lﬁgxx _0 (429)
R 0Ro6 OX|R 06 oR oX R oX R° 06
i. 0% &g _i. 0€ 5 +£.85XR 08y _3.656R +1.88X9 _8%:0 (4.30)
R oX.08 OR| oX R 06 OR R oX R ©R R
’cpy 1 0 [0gy, L0y 1 06 |, 2 O6xa
OXOR R oA R  oX R 00 | R 0R
1 Otxy 1 O(rr — Exx) -0 (4.31)

R2° 00 R’ oX

Substituindo-se as defini¢des das componentes do campo de deformagdes
(4.4) a (4.9), as equagOes de compatibilidade descritas em (4.26) a (4.28) séo

identicamente satisfeitas. No entanto, o desenvolvimento das demais resulta em:

d’e
— XX _ 4.32
drR? ( )
l.ﬂzo (4.33)
R dR

2dR|R dR '

Além das expressdes resultantes das equacfes de compatibilidade, também
devem ser satisfeitas relagbes constitutivas para os modelos de material
considerados. Para os modelos ortotropicos, abordados no Capitulo 2, estas
relacBes sdo expressas pela equacéo (2.20), com a matriz C na forma apresentada
por (2.22).

Integrando-se as espressdes dadas por (4.32) e (4.33), obtém-se a

distribuicdo constante para deformacdes axiais, exx, ao longo da espessura, dada

0 .
por &y,
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0
Exx = Exx (4.35)

Outras integragOes diretas sdo resultantes das equacdes (4.23) e (4.24). As
componentes de tensdo cisalhantes ter € Txg SA0 obtidas, com auxilio de duas

constantes de integracdo definidas como E e F:

(4.36)

(4.37)

Estes resultados, substituidos na inversa da relacdo constitutiva, apresentada
por (2.20), sendo a matriz [S_] obtida pela inversdo da matriz [C_:] definida por

(2.22), resulta na componente de deformacao cisalhante:
= E <+ F
7XR = SSS.F'FSSG.E (438)

A substituicdo da equacdo (4.38) na componente de deformacdo simplificada
expressa por (4.17), resulta-se na expressdo geral para solugdo de deslocamentos

axiais, com a inclusdo de uma funcéo arbitraria f(X):

u(X,R)=—S_55.E+§56.F.In(R)+ f(X) (4.39)

pe)

Considerando-se os resultados expressos por (4.39) e (4.35), ao inspecionar
a definicdo dada por (4.13), conclui-se que a funcgdo f(X) deve ser igual ao fator
g5 - X, proporcional a coordenada axial, mais uma constante representativa de

movimento de corpo rigido, definida por F;. O deslocamento radial é reescrito

como:

u(X,R) = e2,.X —8_55.E+§56.F.In(R)+F1 (4.40)

Pu)
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Da integracdo da condicdo de compatibilidade simplificada, em (4.34),

obtém-se a componente de deformacéo cisalhante:

Vs = K R+ % (4.41)

A equacdo acima inclui duas constantes de integracdo, K; e K. O uso das
equacdes (4.41) e (4.16) permite obter, mediante integracdo, o resultado a seguir

para deslocamentos circunferenciais:
K,
v(X,R)= Kl.R+F X+9g(R) (4.42)

Nas equacdes (4.39) e (4.42), f(X) e g(R) sdo funcGes arbitrarias resultantes das

integracdes. Aplicando-se o resultado acima na expresséo (4.18), tém-se:

2.K, X g(R)

R R (4.43)

re=9'(R)-

Novamente, recorrendo-se a inversa da relacdo constitutiva em (2.20) e a inversa

da matriz [5] com o auxilio de (4.36), chega-se a:
= E <+ F
YR = SS6'¥ + SGG.E (444)

A comparagdo direta das equacdes (4.43) e (4.44) permite concluir que a
constante de integracdo K, é nula e que a expressao g(R) deve satisfazer a seguinte

equacdo diferencial ordinéria:

d9(R) 9(R)_s E & F (4.45)
R R R ¥R |

Cuja solugdo é dada por:
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S..E =
g (R) = 256R 45- 1 (4-46)

Na equacdo acima, a constante de integracdo G; estd associada ao movimento de
corpo rigido (rotacdo). A expressdo para g(R) é, entdo, substituida em (4.42).
Nesta passagem, o desenvolvimento analitico adota um valor nulo para K; e
define Ky = y° como sendo o angulo de torcdo, em radianos, por unidade de
comprimento axial do tubo cilindrico. Assim, a expressdo para o deslocamento
circunferencial resulta em:

S.E -
v(X,R)=y°X.R- 256R .- - (4.47)

Das equacdes (4.22), da relagdo constitutiva para oxx, em (2.20), e das
expressdes (4.13) a (4.18), (4.40) e (4.47), obtém-se a equacdo diferencial

ordinaria®, para o deslocamento radial:

(612 - C_:13).8§X
R

1 _ _
= +(Cu-2C) 7" | (4.48)

1
drR? R’

Na equagdo (4.48), os coeficientes da matriz [C_3 ] sdo obtidos em (2.22), para

materiais ortotropicos. Sua solucado é apresentada a seguir:
W(R) = AR + A2 P 1% R4QyOR (4.49)

Os termos A; e A, sdo constantes de integracdo e A, I' e Q sdo parametros

definidos a partir de coeficientes da matriz [(_: ] na relagdo constitutiva, como:

A= % (4.50)
33

(ClZ 13) 4 51
(C33 22) ( . )
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_ €y =2Cy) (4.52)
(4-C33 _sz)

Eliminando-se as condi¢des de corpo rigido em (4.40) e (4.47) - F1=G;=0 -
resulta nas solucBes analiticas para as duas componentes do campo de

deslocamentos, associadas para uma Unica camada, apresentadas a seguir:

u(x,R)zggx.x—§55.E+§56.F.|n(R) (4.53)
0 s E &
V(X,R)=y .x.R—SSG.ﬁ—s%.F (4.54)

As relagdes acima, adicionadas a equacdo (4.49), compdem o campo de
deslocamentos do modelo analitico.

Para cada exemplo considerado, séo definidas as condi¢bes de contorno
apropriadas. No caso de pressdo interna, Piy, resulta-se nas seguintes condigdes

para as posi¢des nos raios interno e externo, R; e Re:

Oerlri=—P, (4.55)
Ogr|re=0 (4.56)
Tyr|ri=0 (4.57)

Tm|ri=0 (4.58)
Ty|re=0 (4.59)
74| re=0 (4.60)

Impondo-se estas condi¢Bes de contorno, as duas constantes de integracao,
E e F, resultam em valores nulos, devido as integracfes das expressdes contidas
em (4.36) e (4.37). Deste modo, as solucdes analiticas para o campo de

deslocamentos, particular para um problema desta natureza, reduzem-se a:

u(X,R) =2, .X (4.61)
v(X,R)=7°.X R (4.62)
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W(R) = A .R* +%+F.g§X.R+Q.7°.R2 (4.63)

Nas expressdes acima, a componente axial em (4.61) apresenta uma
variacdo linear em funcdo da coordenada axial, X, sendo constante ao longo da
espessura. Quanto aos deslocamentos circunferenciais, estes variam linearmente,
diretamente proporcional as posicdes axial e radial, X e R, respectivamente. Os
deslocamentos radiais, em (4.63), variam apenas com a coordenada radial R,
apresentando-se como uma distribuicdo ndo linear nesta direcéo.

A solucdo analitica para o campo de deformacdes é obtida substituindo-se
estes resultados para as componentes de deslocamentos nas definigdes
apresentadas de (4.4) a (4.9). Duas das componentes de deformacdes cisalhantes,
YxR € Yor, resultam em identicamente nulas. As componentes do campo de tensdes
sdo obtidas por meio das relagdes constitutivas, expressas por (2.20). Tendo a
matriz C a forma apresentada por (2.22), também as duas componentes de tenséo
cisalhantes, txgr € tor, tornam-se identicamente nulas. Deste modo, as solugdes
analiticas para os campos de deformacdo e de tensdo reduzem-se a apenas quatro
componentes ndo nulas.

Considerando-se, agora, o tubo com multiplas camadas, cada uma é definida
podendo-se variar suas espessuras, orientacdes das fibras e modelos de material.
Ao ser adotada a hipétese de perfeita adesdo entre laminas, em suas fronteiras as
condigdes de continuidade de deslocamentos séo satisfeitas. O uso das condigdes
de contorno apresentadas para o carregamento de pressao interna, de uma camada
apenas, expressos de (4.55) a (4.60), é mantido. As condi¢cdes de nulidade de
tensdes de cisalhamento, txg € Ter, S80, NO entanto, reaplicadas a cada nova
fronteira. A condicdo de continuidade de deslocamentos, para laminas
perfeitamente unidas, implica que tanto as deformac@es axiais quanto o angulo de
torgdo por unidade de comprimento sejam constantes para todas as camadas, ao
longo de toda a espessura do tubo. Deste modo, para cada ldamina de namero “i”,

em um tubo com multiplas de camadas:

el =¢&d (4.64)

(i)
yo =" (4.65)
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E, da mesma forma, as solucGes para o campo de deslocamentos em uma camada

(i) sdo redefinidas de modo:

uD(X,R) = &2, .X (4.66)
vO(X,R) = 7°.X R (4.67)

i () AV L i
WOR) = AVR + 2 T, R+ 00 R (4.68)

A substituicdo das solucbes para as componentes de deslocamentos, para
uma ou mais camadas, nas equacdes (4.13) a (4.18), permite a obtencdo direta das
componentes do campo de deformacdes, obedecendo-se as hipdteses adotadas.
Neste caso, as componentes de deformacéo angulares em (4.17) e (4.18) resultam
identicamente nulas. As componentes de tensdo sdo obtidas através da relacdo
constitutiva, uma vez definido o campo de deformacbes. Assim como as
componentes de deformacdo angulares expressas por (4.17) e (4.18), as tensdes

cisalhantes txr € ter também apresentam-se identicamente nulas.

4.2

Implementacéo para Célculo das Solucbes Analiticas

Os procedimentos de calculo de solugdes analiticas para os campos de
deslocamentos, de deformagdo e de tensdo, foram implementados em um
aplicativo FORTRAN®, estando a solucdo disponibilizada na Internet, na pagina
pessoal'® do autor da referéncia [5]. Esta solugio atende ao problema de tubos
cilindricos de multi-camadas, para carregamentos de torque, tracdo longitudinal,
pressdo interna e/ou externa e de natureza térmica, permitindo-se, apenas, 0
modelo de material transversalmente isotrépico.

Os dados de entrada requeridos para a implementacdo devem ser definidos
em arquivo de entrada, para o nimero de camadas, em separado, de acordo com a
escolha do empilhamento, pelo usuério. N&o h& restricbes quanto ao numero
maximo das camadas. A espessura total do tubo é obtida pela soma de suas

espessuras parciais. A saida de dados é feita por arquivo apresentando desde um

resumo dos dados de entrada, as matrizes [C] e [6 ] para os sistemas da fibra e
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global, respectivamente, a listagens finais das componentes deformacdes, tensdes
e deslocamentos, para pontos igualmente distribuidos ao longo da espessura total
do cilindro. As respostas de deformacgdes e tensbes sdo ainda informadas em

ambos os sistemas de coordenadas, local e global.
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