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8
VIGAS COM CONDICOES INTERMEDIARIAS

Neste capitulo serao estudados alguns problemas de vigas que
apresentam condigoes intermediarias [2]; seja de apoio, massa concentrada
ou mola vertical. Esses problemas nao apresentam solucao analitica, entao
é necessario usar o método de elementos finitos para construir uma base de
aproximacao [3]. Nesses casos, é conveniente dividir o dominio do sistema de
forma que cada sub-dominio nao apresente qualquer restrigao intermediaria.

Para esses problemas, foram desenvolvidas diversas simulacoes, com o
auxilio do Matlab, com o objetivo de aproximar freqiiéncias naturais, modos
de vibracao e, conseqiientemente, a dinamica do sistema. Os resultados estao

detalhadamente apresentados no apéndice deste trabalho.

8.1
Problemas de vigas com um apoio intermediario

Deseja-se apresentar a formulagao fraca de problemas de vigas que
apresentam um apoio intermediario e quaisquer condicoes de contorno. As
vigas tém dominio [0 L] e o apoio intermedidrio encontra-se na coordenada

r = a.

A formulacao forte desse tipo de problema é composta pela equacao
diferencial de deslocamento da viga, em conjunto com as condigoes de
contorno, as condigoes intermediarias e as condigoes iniciais. As condi¢oes

representativas do apoio intermediario, em x = a, sao:

u(a,t) =0 (8-1)

O mesmo procedimento apresentado anteriormente para a obtencao da
formulagao fraca de vigas deve ser adotado nos problemas de viga com apoio

intermedidrio: multiplica-se a equagao diferencial por uma fungao-teste ¥ (x)
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e integra-se todos os termos no dominio [0 a L]; o que resulta na equagao

abaixo:

/OL,oAg:( )w(x)d:v—f—/OL 24( dx—/fmt 2)da(8-2)

A fim de facilitar os cédlculos, a integral do dominio deve foi dividida na

coordenada referente ao apoio intermedidrio:
L a L
I &
0 0 a

/ apAth( Po(x)ds + / pA%(x,t)z/}(x)dx—i— /0 aEI%(x,t)w(x)dx
(8-4)

L L
—l—/ EI%(I t)y dx—/ flx, t)y )dx—i—/ [z, t)(z)dx

Calcula-se a integral por partes ([ udv = uv - [ vdu) duas vezes, resultando

|| AT @ vt + BT 0. 000) = BIZ0.000) = BT (0,05 @
FEIT L0, t)zw(0)+/ Pl )df( ”“/a 'OA(Z?tZ (@ )y ()de
(93 agu 1/, 82u di

/ Ela Z dZw / flz, t)(z)dx + /aL flz, t)(z)dx

(8-5)

A equagao 1} aplica-se as condicoes de contorno do problema e condicoes
intermediarias, o que resulta na formulacao variacional do problema. A
seguir, serao apresentados exemplos de problemas de vigas com diferentes

condicoes de contorno, além do apoio intermediario e tem-se por objetivo:

— desenvolver formulacao fraca do sistema;
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— desenvolver o PVC associado (aproximar freqiiéncias e modos).

A escolha dos problemas estudados foi inspirada no livro de Robert Blevins,
que apresenta tabelas de freqiiéncias naturais de vigas com diferentes
condicgoes de contorno além dos apoios intermedidrios. Através da aplicacao
do método de Elementos Finitos, pode-se calcular o nimero de elementos
necessarios para reproduzir algumas dessas tabelas de acordo com uma
precisao desejada. Além disso, aproximou-se os modos de vibragao de cada

caso.

8.1.1
Problema de viga bi-engastada com apoio intermediario

O problema de viga bi-engastada com apoio intermedidrio (A.47)), apresenta
as seguintes condigoes de contorno:
u(0,t) =0 u(L,t) =0
(8-6)
Qu0,t)=0  2%(L,t)=0

1 [,
—= \
—

- L e

Figura 8.1: Viga bi-engastada com apoio intermediario

E a condigao do apoio intermediério é descritas pela equagao (8-1)).

Essas condigoes devem ser aplicadas a equacao e resultam na formulacao

variacional desse problema:

a 52, 92 2 L 2
/ pAW(x t)¢(x)dx+/ Ela—Z( )df( )da:+/a pAatg(x,t)w(x)d:v

+/LE182“( d% 2)d /f £)4(z)d +/Lf( )9 d(8_7)
i o2 T = x, T i x, x)dx
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A funcao-teste 1 pertence a um espaco de fungoes Adms que satisfaca as
condicoes de contorno essenciais e condigoes intermediarias essenciais do

problema; além das condigoes de regularidade da fungao:

Adms = {10 (0, L) — R15(0) = 0,220y = 0,(2) = 0, (1) = 0,

dx
(8-8)

L L d 2
Y(a) = 0,/0 [Y)?dx < oo,/o (%) dr < oo}

8.1.2
Problema de viga engastada-apoiada com apoio intermediario

Iy

A

—= A
{L}

- L S

Figura 8.2: Viga engastada-apoiada com apoio intermediario
Condicoes de contorno:
u(0,t) =0 u(L,t) =0
(8-9)
Qu,t)=0  M(L,t)=0; Z%(L,t)=0
A condicao do apoio intermediario é dadas pela equacao . Incorpora-se

as condigoes de contorno e a condigao intermedidria a (8-5|) e tem-se, como

resultado, a formulagao variacional do problema:

82

| oG totaydn + / BI (et s @da+ [ pAG (. 0v(a)da

(8-10)

/ EIa 5 xt d:c—/ flx, t) )d:c—l—/aLf(x,t)w(:c)d:c

A formulacao fraca é formada pela formulacao variacional em conjunto com

o espaco de funcoes admissiveis, Admg, tal que:
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d
Admg = {2 (0.L) — R(0) = 0, %2(0) = 0,u(L) =0,
(8-11)
L L d 2
a) = O,/ [Y)?dx < oo,/ (_¢) dr < oo}
0 0o \dx
8.1.3
Problema de viga bi-apoiada com apoio intermediario
S 2
-—
- L - 8
Figura 8.3: Viga bi-apoiada com apoio intermediario
Condigoes de contorno:
u(0,t) =0 u(L,t) =0
(8-12)

M(0,t) = 0; 24(0,t) =0 M(L,t) = 0; Z4(L,t)=0

A restrigdo do intermedidrio é descrita por (8-1) e, juntamente com as
condigoes de contorno, deve ser acrescentada a (8-5|) para obter a formulagao

variacional do sistema:

a 82 a2u 2 L a2u
/ pAT t)w(x)dx—i—/ BIS (. t)df( )dx+/a pAS .ty ()

(8-13)

+/a E]g (¢ dx—/ Flz, ) )dx+/aLf(x7t)¢(w)dl“

No problema da viga bi-apoiada com apoio intermediario, a funcao-teste 1

pertence ao espago Admy:
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Admy = {¢: (0, L) — R[¢(0) = 0,4(L) = 0,¢(a) =0

(8-14)
L L d 2
/0 [Y)?dx < c>o,/0 (%) dr < oo}
8.1.4
Problema de viga apoiada-livre com apoio intermediario
= '
paN
—
-~ L -
Figura 8.4: Viga apoiada-livre com apoio intermediario
Condicoes de contorno:
u(0,t) =0 V(L,t) = 0; 8:(:3(L t)=0
(8-15)
M(0,¢) = 0; Z4(0,t)=0  M(L,t) =0; 2%(L,t)=0

A condigdo intermedidria é dada por (8-1) que, em conjunto com as
condigoes de contorno, é substituida na equagdo (8-5) e resulta na

formulagao variacional:

| G tota)dn + / BI (a5 @de+ [ pAGS (. 0v(a)da
(8-16)

/ Ela 5 xt dx—/ flx, t) )d:c—l—/aLf(:c,t)w(x)d:c

A fungao-teste do problema de viga apoiada-livre com apoio intermediario

pertence ao espaco Admg, definido por:
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Admg = {4 : (0, L) — R[$(0) = 0,¢(a) = 0

(8-17)
L L 2
d
/ [Y)?dx < oo,/ (—1/}) dr < oo}
0 o \dx
8.1.5
Problema de viga livre-livre com apoio intermediario
l |
paN
—
-~ L -
Figura 8.5: Viga livre-livre com apoio intermediario
Condigoes de contorno:
V(0,t)=0; 2 6x3 (0 t)=0 V(L,t) = 0; 8I3(L t)=0
(8-18)
M(0,¢) = 0; 24(0,t)=0  M(L,t) =0; Z%(L,t)=0

A condigao intermedidria estd apresentada na equagao (8-1) e, uma vez
substituida em (8-5), junto com as condi¢bes de contorno, tem-se a

formulagao variacional:

a 82 L a2
/ PAS (o ) d:c+/ EIaxQ df( dz +/a pAS .ty (a)
(8-19)

L a L
ﬁAEﬁg( z&@mzzf@@wmm+lf@@¢mm

Para o problema de viga livre-livre com apoio intermediario, a funcao

pertence ao espaco Admyg, tal que:
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L
Adme = {0+ (0, L) — R|(a) = O’/o W Pdz < oo,

[ () e

(8-20)

8.2
Problema de viga engastada-livre com dois apoios intermediarios

O mesmo procedimento adotado para vigas com um apoio intermediario
deve ser empregado para vigas com n apoios intermediarios. Isso pode ser
entendido pelo exemplo a seguir, que é um problema de viga engastada-livre

com dois apoios intermedidrios:

- ]
r
/ 2N 2N

x=x1 x=x2
f—aX
~ L =8

Figura 8.6: Viga engastada-livre com dois apoios intermedidrios

A equacao de movimento da viga e as suas condigoes de contorno sao,

respectivamente:

0*u 0*u
pAGs (@ t) + EIo (@, t) = f(x,6) = 0 (8-21)

u(0,1) = 0 V(L,t) =0; 2%L,t)=0

Ox3

(8-22)
Qu,t) =0  M(L,t)=0; 2%L,t)=0

As condigoes dos apoios intermediarios sao:

u(zy,t) =0 u(za,t) =0 (8-23)
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Multiplica-se a equagdo de movimento da viga por 1(z) e integra-se todos
os termos no dominio [0 L]. Nesse problema, os apoios intermedidrios
encontram-se nas posicoes r = x; € x = T, entao é conveniente dividir o

dominio do sistema em trés subdominios:

L x1 X9 L
/ dx —/ dx +/ dx +/ dx (8-24)
0 0 1 T2

fal aQu T1 a
A _
/0 p o (a:,t)w(:c)dx—l—/o 8 4 x)dx / flz, )y
T2 a2u T2 a
+/x1 pAW(x,t)l/z(m)dx—l—/m o —— ( dx—/ flz, )y
Lo 92y L9t
—i—/‘r2 pAﬁ(x,t)zﬁ(x)dx—k/m EIa dx—/ [z, t)y =0

(8-25)

Faz-se a integracao por partes ([ udv = uv - [ vdu)duas vezes, resultando
na formulacao em que deverao ser incorporadas as condigoes de contorno
naturais, a funcao-teste satisfazendo as condigoes de contorno essenciais e

as condigoes intermedidrias do problema:

1 82 83 82 d 33
[ oAG vt + L0 pio E13—2‘< 0 wdf) IS 0.040)
=0
Pu  d(0) P
+Ela2(0t) - +/0 E182( %) g —/ Fla,t)

:0

x2 2 3 2 3
+f | pAT 2w )0la)dn + BT (1) Y(a2) _El%(m)dwm 1S S 1) Y()

=0 =0

+El%( Hln) / E1§QZ( )dzwxx)dm— " fa, tyb(a)de

L 9% Pu 0%u diy)(L) Pu
+/m PAW(%tW@)dl“ + E1 %(L,t) W(L)— EI @(L,t) e E]axg (22,1) @b(iBOQ)
=0 =0 B
82 d L 82 d? L
+Elﬁ(x2,t) wd(f) + / Ela—Z(a: ) ;i(f)dx - / 2 Flz, )(z)dz =0
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A formulagao variacional do problema de uma viga engastada-livre com dois

apoios intermedidrios é:

1 82 1 82 d2 T
/0 pAW(x ) (a)dzs + /0 Ela;;( ) Zi%x— F(a, O)(x)dz

w2 2 2 9%y d*(x 2
o [T oagp e+ [ B S [ s v

1

+/ j(1: t)iﬁ(x)d:c—i-/ El%( t)dzfx(f)d:c — [ fla,t)(x)dz =0

Nesse problema de viga engastada-livre com dois apoios intermediérios,

a funcao-teste 1) pertence ao espaco Admig que apresenta as seguintes

caracteristicas:
d
Admyy = {4+ (0, ) — R(0) = 0, 5(0) = 0,6(21) =0,
(8-27)
L L 2
v =0, [ e < oo, [ (%) 4z < o0}
8.3

Viga bi-engastada com uma mola vertical em coordenada intermediaria

Considere o problema de uma viga bi-engastada, com mola vertical

intermediaria, localizada na coordenada x = a, conforme mostra a figura

(A.55)):

Iy [~
A [~
/1 .
kv
a
e
-~ L -

Figura 8.7: Viga bi-engastada com mole vertical em x = a
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As condigoes de contorno da viga bi-engastada estao apresentadas na
equagao (4-6)) e as condigbes intermedidrias devido a mola vertical, em = = a,
Sa0:
M(a,t) =0 = Z%a,t)=0
(8-28)

3 ky
Via,t) = kyu(a,t) = 53(a,t) = g5ula,t)
A mola vertical no meio do dominio [0 L] é representada por um
termo extra que aparece na formulacao variacional do problema de uma
viga bi-engastada. Para calcular a formulacao fraca, parte-se da equagao
diferencial do problema, que é multiplicada pela funcao-teste ¢ e integrada

em todo o dominio:

Pu Pu

/0 a;?(:v D (@)de + EIY(L) 55 (L,t) = EIY(0)5(0.1) + kyuth(a)
(8-29)
_EI;Z(L t)dd;; ) +E1;Z(0 t)dﬁi ) +/0 Elgzg( d;cz / Fla, )

Na equacao (8-29)), incorpora-se as condi¢oes de contorno do problema,

resultando na equagcao:

| paggteue i+ B1 (L >§3<L 0= BI9(0) 550.0) + huv(a)

= =0

B g LA R A dw(0)+/ B ;”(2 / Fa 1)

0x? dx 0x? dx 8:U2(
-0 -0

(8-30)

E a formulagao variacional desse problema é:

L 82 L 82 de
/0 pAatQ( )¢($)d$+kvu1/z(a)+/o EIaxZ( 1) dw(f)dﬂf

- [ swu

A funcao-teste 1 deve satisfazer as condigoes de contorno essenciais:

(8-31)
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u(0,t) =0, u(L,t) =0, 2¢(0,t) = 0, 2%(L,t) = 0; ou seja, ¢ deve pertencer
ox ox

a um espaco Admq; tal que:

Admiy = (02 (0,1) — Rlp(0) = 0, 2(0) = 0,4(1) =0,

“iry =0 /|wrdx<oo/ (—) dr < oo}

(8-32)

8.4
Viga bi-apoiada com massa concentrada em coordenada intermediaria

Considere o problema de uma viga bi-apoiada com uma massa concentrada

(m.) localizada na coordenada x = a, de acordo com a figura (|A.57)):

P 2

Figura 8.8: Viga bi-apoiada com massa concentrada em = = a
Esse problema de viga apresenta as condig¢oes de contorno da equagao
(8-12))e as seguintes condigoes intermediarias:

M(a,t) = 0; Z4(a,t) =0
(8-33)

9%u . 9w _ me %u
V(a,t) Megz (Cl,t), @(L,t) = Elw(a,t)
Esse problema é similar ao da viga bi-engastada com mola em coordenada
intermedidria. A massa concentrada (m.) em x = a serd representada por
um termo adicional na formulacao variacional da viga. E a formulacao fraca

¢é obtida através do mesmo procedimento:
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[ oAS 0t + BT TS L) ~ B0 S 50,0 + maibta)
(8-34)

d*u dip(L) u d(0) Pu d2¢
—Elaz(Lt) i +E182(0t) 4 +/0 P ) g _/ Fa,

A equacao |D incorpora-se as condicoes de contorno do problema,

resultando na formulacao fraca:

L 82 3 a3u
/0 pAS (&, ) e + BLY(L >a S(L.0) = BI9(0) 5200 + huv(a)
= =0
(8-35)
Pudp(L) . 0w dp(0) Pu )
_E]8x2(L,t) T +E]8x2(0 t) o +/0 EJa S (z,t e / [z, )
=0 =0

A formulagao do problema é:

L 82 L 62 d2
/0 pAﬁ(a: t)¢(x)dm+kvuz/)(a)+/0 E]&;;(x,t) ;i(f)dx

(8-36)

-/ e ()

A funcao-teste desse problema pertence a um espaco de funcoes Admis

definido por:

Admys = {¢ : (0,L) — R[¥(0) = 0,¢(L) =0

L L dw>2
*d — ] d
/O|w| :1:'<oo,/0 (dx r < oo}

(8-37)
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8.5

Problema de viga apoiada-livre com uma mola torcional

Deseja-se encontrar a formulacao fraca de uma viga apoiada-livre, que

contém uma mola torcional (k;) na extremidade do apoio:

kt@ |

- L -8

Figura 8.9: Viga apoiada-livre com uma mola torcional na extremidade do
apoio

Esse problema possui as seguintes condi¢oes de contorno:

w(0,4) =0 V(L t) = 0; 2%(L,t) =0
(8-38)

BIZ%(0,t) = k2(0,1) M(L,t) = 0; Z%(L,t) =0

81‘2

Parte-se da formulagao forte do problema e, apds as devidas integragoes,
chega-se a equagao (5-3) onde devem ser incorporadas as condigoes de

contorno do problema:

L 2 3 3 2
/ oA o Byia)de + BI6(L) (01— B w(0) 24 0,0 — B1 21,0
0 ot? oz? —~—~ 023 o2
8, di(0) ou, w
\5,_/
=kt Qu(qy)

EI 0z

A formulacao variacional do problema de viga apoiada-livre com mola

torcional é:

0x?

= [ sy

L 92y 3, d(0 L 92 d?
/0 pAm(x ) (x)da +kta“(o t) ﬁih/ﬂ El—u(as t)df
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de forma que a funcao-teste 1 pertenca ao espaco Adm,s que satisfaz as

condicoes de contorno essenciais:

L
Adimas = {0 : (0, L) — R|(0) = 0, / 2 < oo,
0
(8-41)

L dl/) 2
/ (—) dr < oo} nonumber (8-42)
o \dz

8.6
Aproximacao da dinamica de um problema de viga com apoio
intermediario

Nesta secao serao apresentados todos os passos necessarios para
aproximar a dinamica de um problema [2]. Nesses casos, as freqiiéncias
naturais e os modos de vibragao nao sao conhecidos e, por isso, precisam
ser aproximados pelo método de Elementos Finitos.

Considere o problema de uma viga bi-engastada, com um apoio
intermediario e uma forca F aplicada; conforme indica a figura . A
viga apresenta comprimento L, drea da secao transversal A e momento de
inércia da secao transversal I; o material tem densidade p e mddulo de
elasticidade E. O apoio intermediario encontra-se na coordenada r = a e a

forca ¢é aplicada em x = b.

F
- b :l
by P
v = N
—2
- L =

Figura 8.10: Viga engastada-apoiada-engastada com forga aplicada

Sendo:

L =3m = comprimento da viga
h=0.0om = altura da viga
b=0.1m = largura da viga
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E=2-10"" = mddulo de elasticidade
p = T850kg/m*> = densidade

Deseja-se aproximar a dinamica do sistema. O problema pode ser
dividido em duas partes: aproximacao dos modos (pelo MEF') e aproximacao
da dindmica. Deseja-se encontrar a solugao tal que o erro (e) da aproximagao
dos modos seja menor do que a precisao estabelecida p, por exemplo,
1072; ou seja e < 0.01. Além disso, o erro da aproximacao da dinamica
também deve ser menor do que a precisao desejada. Como nao existe solucao
analitica para este problema, o erro sera baseado na comparacao entre duas
simulacoes. Faz-se os calculos para um numero qualquer de elementos e
armazena-se os resultados. Em seguida, repete-se os calculos para uma
malha mais refinada e a diferenca encontrada entre os dois casos, sera
o erro. Se esse erro estiver dentro da precisao estabelecida inicialmente,
conclui-se que o nimero de elementos da primeira simulacao é suficiente;
caso contrario, faz-se novos célculos, para um numero de elementos ainda
maior. Esse procedimento devera ser repetido até que a precisao desejada
seja atingida.

O erro nas freqiiéncias e modos é obtido pela comparacao de
freqiéncias naturais e de funcoes dos modos de vibracao do sistema.
Sao calculadas as primeiras cinco freqiiéncias naturais para 10 elementos
e, em seguida, para 20 elementos. Calcula-se o somatério das diferencas
absolutas entre as frequéncias; comparando a primeira freqiiéncia da
primeira simulagao (fi(s1)) com a primeira freqiiéncia da segunda simulagao
(f1(s2)), a segunda freqiiéncia da primeira simulagao (f2(s1)) com a segunda
freqiiéncia da segunda simulacao (f2(s2)) e assim por diante. A diferenca
entre as funcgoes dos modos é calculada pelo erro norma Ls, conforme
apresenta a equagao (|6-27)); sendo o erro nos modos o somatério das
diferencas entre os valores dos modos, nos ndés do sistema. O erro total
em freqiiéncias e modos é dado pela soma do erro nas freqiiéncias com o

erro nos modos.

Erro nas freqiiéncias naturais:
| = = 3w — Y

Erro nos modos de vibracao:

b
|6V — N |= (/ | — g2V P dx)

1/2
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Erro total = || w® — WV || + || ¢V — ¢*V ||

Primeira Parte: Aproximacao dos modos

Essa etapa consiste na construcao de uma aproximacao dos modos,

através do método de Elementos Finitos. Para isso, considera-se nulo o

forcamento externo e resolve-se um problema de wvalor caracteristico. A

formulagao fraca pode ser descrita pela equagao (8-7).

Inicialmente, define-se os parametros geométricos, as propriedades do

material, o nimero de elementos e o tipo de aproximacao (nimero de nds

por elemento). Suponha que o sistema seja discretizado em 10 elementos

lineares, de dois noés, resultando em 11 noés. O apéndice deste trabalho

explica detalhadamente os programas do Matlab, que seguem a seguinte

estrutura:

€ OS

Lista dos graus de liberdade associados a cada elemento;
Lista de coordenadas dos nés;
Lista de graus de liberdade por no;

Construcao das matrizes de massa RMat_M*€ e de rigidez RMat_K*°

elementares;
Montagem das matrizes globais do sistema (RMat_M% e RMat_K©);

Eliminacao de linhas e colunas das matrizes globais referentes a graus

de liberdade restritos;

Resolucao do problema de auto-valor.

Ao concluir essas etapas, tem-se por resultado as freqiiéncias naturais

modos de vibragao do sistema. Para esse problema de uma viga

bi-engastada com um apoio intermediario, obteve-se:

Freqiiéncias Naturais:(aproximagao com 10 elementos)
0.143059 - 10° Hz
0.207652 - 10° Hz
0.464707 - 10° Hz
0.574372 - 10° Hz
0.977378 - 10° Hz

Freqiiéncias Naturais:(aproximagao com 20 elementos)
0.143024 - 103 Hz
0.207546 - 10° Hz
0.463562 - 10° Hz
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Freqiiéncias Naturais:(aproximacao com 40 elementos)

0.572238 103 Hz
0.967732 10% Hz
0.143022 10% Hz
0.207539 103 Hz
0.463488 103 Hz
0.572098 103 Hz
0.967066 10% Hz

De acordo com os resultados encontrados, verificou-se que o erro

encontrado entre as aproximacoes de 10 e 20 elementos era maior do

que a precisao desejada; tornando-se necessario refazer os céalculos para

a aproximacao com 40 elementos. O erro entre as simulacoes de 20 e 40

elementos satisfez a precisao p do problema. Com isso, conclui-se que 20

elementos sao necessarios para calcular a dinamica desse problema; ou

seja, numa préoxima simulagao nao serd necessario um nimero maior de

elementos.

Modos de Vibragao(aproximagao com 40 elementos)

0.5

f1=0.1430

0.5

05

0.5

fa=05721

f2=02075

0.5

f3=04635

Figura 8.11: Modos

intermediario

0.5

-0.5

0.5

B=09671 | ; 6 =1.1216

de Vibracao

0.5 1 0 0.5 1

de uma viga bi-engastada com apoio
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Segunda Parte: Aproximacao da dindmica do sistema

Uma vez aproximados os modos de vibracao, pode-se aproximar a
dindmica do sistema. Quanto maior o numero de elementos em que o
sistema ¢é discretizado, melhor a aproximagao dos modos, calculada por
Elementos Finitos; porém maior serd o sistema de equacoes diferenciais
ordindrias (edo’s). Para diminuir o esfor¢o computacional necessério para
solucionar o sistema completo de edo’s, constréi-se um modelo reduzido
de equagoes diferenciais e faz-se a discretizacdo no tempo desse modelo
reduzido. Concluiu-se que cinco modos de vibracao sao suficientes para
aproximar a dinamica desse sistema.

Foi aplicada uma forca harmonica F', na coordenada x = 0.9L; e a
dinamica foi aproximada no ponto de observacao x = xy. O integrador do
Matlab utilizado foi o ode4b que tem como entradas a fungao, o tempo de
integracao e as condicoes iniciais do problema.

Fez-se uma comparagao da aproximacao da dinamica do problema pelo
Método de Elementos Finitos e pelo modelo reduzido 5 modos), que pode

ser visualizada pelo grafico (8.12])

<107 Dindmica da viga no pontox =x

T T T T
— Aproximagio por EF : n o
— Aprox. mod. reduzido : '

EF--- e R e ....... ........ ......... ........ ....... _

T T T T T

[

uN xg.0)

! ] 1 ] i ] 1 ] | i
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005
tempo

Figura 8.12: Dinamica aproximada no ponto x = x

O procedimento para aproximar a dinamica de sistemas continuos

pode ser visualizado pela figura (8.13)):
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PROBLEMA

Constroi modelo
— |reduzido de modos
aproximados

conhece

onhecs ——»|Aproxima modos

pelo MEF

[+ |

Constréi modelo - —
reduzido de modos Aproxima dinamica

l do sistema

Aproxima dinamica
do sistema

Figura 8.13: Procedimento adotado para aproximar dinamica de sistemas

continuos
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