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APLICACAO DO MEF PROBLEMAS DE BARRAS E
VIGAS

Este capitulo tem, por objetivo, mostrar a aplicacao do Método de
Elementos Finitos em problemas de barras e de vigas apresentando as

matrizes elementares e globais do sistema.

7.1
Problema de uma barra fixa-livre

A formulagao fraca da barra fixa-livre é dada pela equagao (3-31]).

7.1.1
Escolha do nimero de elementos e do tipo de elemento

A fim de facilitar o entendimento, escolheu-se dividir o dominio em 3

elementos (N = 3) lineares (de dois nés):

Jototol
/1

x1 xZ x3 xd

Figura 7.1: Barra fixa-livre dividida em elementos
A formulacao fraca devera ser escrita para cada um dos elementos, aplicando
as fungoes de interpolagao correspondentes ao elemento linear e respeitando

as coordenadas globais de cada elemento:

’ . " do: dg, ’
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— Elemento 1: 1 < z < x9

2 2 d zd ) 2
M/T@@mm+EA/ ﬁ_@mm:/ foda
xl xl d.ﬁ(: dl’ xl

e as matrizes elementares sao dadas por:

fflz P1¢1dx f;f O1¢2dx
MO = pA

x2

fff poprdr [ papoda

[ dovdor g, (72 doy don g,

zl dx dx zl dxr dzx
KV =FEA
2 deps d 2 dgy d
x2
f:pl f¢1dl‘
o —
x2
le f¢2dﬂf

Para o elemento 1, tem-se a equacao:

MOXDO ¢ O x®) — p)

sendo:
X X
X5 X,
1 1 1 1
My M) Ky K
MO = - KM = . ) =
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(7-3)
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— Elemento 2: 9 < z < x3

pA / dijda iy + EA / 49: d%; ;. a; = / fodx
x2 x2 d.ﬁL’ d$ x2

tal que as matrizes elementares sao:

5 daada [ Goiyda
M(Q) _ pA

fxx; P3Padr ffzg P3psdx

f“*’3 dd2 dé2 1. fo dé2 dé3 ..

2 dx dx z2 dxr dzx
K% = FA
3 dos d 3 des d
x3
Juz [
2 —
f;;g fpzdx

Para o elemento 2, tem-se a equacao:

MOXO | @ x@ _ po

sendo:

96

(7-8)

(7-10)

(7-11)

(7-12)
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— Elemento 3: 3 < z < x4

x4 ) x4 d¢7, de x4
pA /x3 ¢ip;dx d; + EA /x?) o d_x]dx a; = /x?) fodx (7-14)

onde as matrizes do elemento sao:

[5 aadr [% papada
M®B) =pA (7-15)

fg Gapzdx ff; Gypadx

[T dosdon gy, [ dos don g,

z3 dx dx 3 dx dx
K® = EA (7-16)
x4 dou d x4 depy d
f;? Jpzdx
F® = (7-17)
f;; foadz
Para o elemento 3, tem-se a equacao:
MO XO L B x6) = p@d) (7-18)
sendo:
g - [ X L X0 = X3 (7-19)
X4 X4
M M K Kf A
Y K K R

As matrizes de massa e de rigidez globais do sistema sao montadas a partir
das matrizes elementares, respeitando os deslocamentos correspondentes a

cada elemento. A equacao global do sistema corresponde a:

M@ X6 4 g6 x(G) — p(6) (7-20)

sendo:
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Xl X1
go—| 2| xe_|
XS X3
X4 X4
My My 0 0
1 1 2 2
My My My MY 0
MG —
2 2 3 3
0 My MG+ M MY
o0 VY
Ky KW 0 0
1 1 2 2
Ky KR+ KD KE 0
K@) —
2 2 3 3
0 Ky K+ K K
o0 KD kg
P
1 2
Y+ F?
& —
2 3
F® 4 p®
Y
fzzf p1p1dx fflz p1¢2dx 0
o 5 datrnda [ dadade + [ daiada S5 fapada
M =
0 [z d3dada [y bsbsdr + [ ¢spsda
0 0 [ dadsda
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(7-21)

(7-22)

(7-23)

(7-24)

0
x4
fwg ¢3 ¢4d$

f;; Pagadr

7-25)
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cx2 doq dé cx2 doq de
Jat T adw Jat G qedw 0 0
z2 doo do z2 doo do z3 d¢g do z3 dog dos
@ I3t G Gade JiT GF dede + 5 5t de I35 G qadw 0
K@ =
cx3 dog do cx3 dog do rx4 dog do rx4 dog d
0 Jaz G2 g dw Iz G2 T de + g3 TTE gRde [g3 5 ahdw
4 dpy dos rxd ddg dog
0 0 Jas G g dw I35 Tz gz e
x2
f:cl f¢1
x2 x3
fxl f¢2 +f:p2 f¢1
F© = (7-27)
x3 x4
fa}? f¢2 + fx3 f¢1
x4
fxg f¢2

Viga engastada com massa concentrada na extremidade

A viga engastada-massa apresenta-se na figura (A.29) e a sua
formulagao fraca ¢ dada pela equacao (5-43) que, com algumas substituicoes,
pode ser representada por (5-45]).

7.2.1
Aplicacao do MEF a viga engastada-massa

Aleatoriamente, escolheu-se o nimero de elementos no qual o sistema sera

discretizado, N = 4; e o tipo de elemento a ser utilizado: linear, de dois nés.

/Iollel Yoo N |

2 ¥ xd x5

Figura 7.2: Viga engastada-massa dividida em elementos

(7-26)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais 100

A formulagao fraca devera ser escrita para cada um dos elementos,
aplicando as funcoes de interpolagao correspondentes e considerando as
coordenadas de cada elemento. Cada né possui trés graus de liberdade:
deslocamento longitudinal (efeito de barras), deslocamento vertical e

rotagao (efeito de vigas).

Considere um elemento genérico, limitado por dois nés (k e k+1); e

a sua coordenada x varia da seguinte forma: z;, < xr < xp4q

pA [T ¢idida @ + medigp; d; + ET [T5 ‘fﬁ" Cij;j dr a;

k Tk
(7-28)
_ [TE+1 )
=)o, fojdax
As matrizes elementares sao dadas por:
Lot ongnde [T gigode [T prgada [T prgada
[ bagnde [ dogodr [ dogadr [ dogadz
M©) =pA , , , , (7-29)
[ dapnde [ dagodr [T dadadr [1H dapade
Lo gagndr [T Gagodr [T agada [ dagada
2 2 2 2 2 2 2 2
|G e [ G gRde [ R GEde [ GH G
2 2 2 2 2 2 2 2
| G dr [ R GRde [ GRGERde [ G Gk da
K(e) = PA 2 2 2 2 2 2 2 2 (7—30)
| G Gde [ R GRde [ G [ G de
2 2 2 2 2 2 2 2
T mrde [ [ [ G de
Thk+1
fmk fonda
Th+1
ka Jpadx
F© = (7-31)
Th+1
ka fosdx

fxikﬂ foadz
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Cada elemento do sistema pode ser representado pela equagao massa-mola:

MOXE L KO x© — pl)

tal que:

$o) —

;}./k+1

Vk+1

(7-32)

(7-33)

de forma que Y} representa o deslocamento transversal do né k e v, a

rotacao. Da mesma forma, Y;,; é o deslocamento transversal doné k+ 1 e

Ye+1, & Sua rotacao.

Para todos os elementos do sistema, as matrizes de massa, matrizes de

rigidez e os vetores de carregamento serao montados da forma apresentada

acima.

As matrizes globais devem ser montadas respeitando as variaveis Yy e v, de

cada elemento:
1 1 1
My My My
1 1 1
My My o My

1 1 1
RV YRY

(2)
11

1
My
1
My

1 2
M?E4) + M1(2)

1 1 1 2 1 2

4
My

(7-34)

A massa concentrada na extremidade da viga sera representada por um

termo adicional, m.¢n¢dy, que afeta a matriz de massa do sistema, no seu
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ultimo grau de liberdade (rotagdo do tltimo né). Com o efeito adicional da

massa concentrada, a matriz global de massa é:

1 1 1 1
My oMy M My

1 1 1 1
Y VI V1

1 1 1 2 1 2
MY M 0 )

M© — (7-35)
1 1 1 2 1 2
Mz£1) Mz£2) Mi:s) + M2(1) MLL) + M2(2)

Mﬁ) + me

a matriz de rigidez e o vetor carregamento globais do sistema sao,

respectivamente:
1 1 1 1
K1(1) Kfz) ng) K{4)
1 1 1 1
Ky Ky o Ky Ky}

1 1 1 2 1 2
Ky Ky Ky + KD K+ K
K© _ (7-36)

1 1 1 2 1 2
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F& — (7-37)

7.3
Viga engastada com mola vertical na extremidade livre

A viga engastada-mola, apresentada na figura (A.27)), tem a sua
formulagao fraca na equacao (-32)) que também pode ser representada por
5-34).

7.3.1
Aplicacao do MEF a viga engastada-mola

Deseja-se apresentar, a partir da formulacao fraca do sistema, como
deve ser representada a mola vertical localizada na extremidade livre da

viga para uma aproximagao por Elementos Finitos.

O sistema deve ser discretizado e definiu-se que ele sera dividido em 4
elementos (NE = 4), cujas aproximagoes sejam lineares (elementos de dois

nos).

A formulacao fraca estava descrita para todo o dominio do sistema,
mas devera ser subdividida para cada elemento, de acordo com as suas

coordenadas.
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Figura 7.3: Viga engastada-mola dividida em elementos

Para um elemento genérico, de nés k e k + 1; sua coordenada z varia da

seguinte forma: xp < r < T

PA I 6y i+ BI [ £4 5% dr a;+ koot ai

Tk dz? dx?

(7-38)

=[5 fyda

As matrizes elementares de massa e de rigidez sao as mesmas apresentadas
no exemplo anterior, bem como o vetor carregamento; e cada elemento

também pode ser representado pela equagao massa-mola ((7-32)).

A partir das matrizes elementares, pode-se montar as matrizes de massa e

de rigidez globais:

My My My My
My My My My,
My My M+ MY M)+ M

M@ = (7-39)
1 1 1 2 1 2
MY MY M+ M MY+ P
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1 1 1 1
R
1 1 1 1
KoKW K KY
K KD KW

K© = (7-40)
S o N O e B

A mola vertical na extremidade livre da viga deve ser representada por
um termo adicional k.¢n_10n_1, que a afeta a matriz de rigidez do sistema,
no pentltimo grau de liberdade (deslocamento vertical do dltimo né). Com

o efeito da mola vertical, a matriz de rigidez global passa a ser:
Ky Ky o Kjy Ky

Ky Ky o Ky Ky}

K K ek K s R

G) _
K9 =1 g0 g g0 g® g g (7-41)

KD + ke

4
KLY

o vetor carregamento global do sistema é:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais

106

(7-42)
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