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6
METODO DE ELEMENTOS FINITOS - MEF

O Método de Elementos Finitos ¢ uma técnica de discretizagao de um
problema descrito na Formulacao Fraca, na qual o dominio é aproximado por
um conjunto de subdominios (elementos); e constréi-se, sistematicamente,
as fungoes de aproximagao para cada um desses elementos [7].

Os parametros das funcoes de aproximagcao representam os valores da
solucao para um nimero de pontos selecionados, chamados nds; que podem
estar nos contornos ou no interior dos elementos. As fungoes de aproximagcao
sao, entao, chamadas de fungoes de interpolacao [I7] e o grau dessas fungoes
depende do nimero de nés no elemento e da ordem da equacao diferencial

a ser aproximada.

O MEF consiste nas seguintes etapas [14]:

1. Aproximagao do dominio:
— construcao da malha de elementos finitos;
— numeracao dos nos e elementos;
2. Aproximagao da solucao (descrita pela formulacao fraca) no dominio

aproximado:

— construgao da formulagao variacional para um elemento genérico;
— suposicao de que a variavel dependente u é da forma

N
u=Y ks
i=1

que, substituida na formulagao variacional, resulta nas equacgoes

locais (elementares), da forma:

[Me]ue + [Ke]ue — Fe;
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— dedugao ou selegao (caso existam na literatura) das fungoes de

interpolagao ¢; e montagem das matrizes elementares;

3. Acoplamento das equacgoes elementares, para obtencao das equacoes

globais do sistema:

— identificacado das condicoes de continuidade entre os elementos,
relacionando os graus de liberdade locais com os graus de
liberdade globais (do sistema);

— obtencao das equagoes globais do sistema, sob a forma:

[MG],dG + [KG]UG — FG,

4. Imposicao das Condicoes de Contorno:

— quando as equagoOes do sistema estiverem prontas para serem
resolvidas, elas devem ser modificadas para considerar as
condicoes de contorno do problema. Nesse momento, impoe-se

os valores nodais conhecidos;
5. Solugao do Sistema de Equacoes:

— calculos das variaveis dependentes desconhecidas.

A discretizacao por Elementos Finitos requer trés escolhas: do nimero
de elementos iniciais, no qual o sistema serd subdividido inicialmente;
escolha do tipo de elemento (define o tipo de aproximacao); e definigdo

da precis@o da aproximacao desejada [14].

Todo esse processo, desde a modelagem de um problema até a

discretizacao por elementos finitos pode ser visualizado pelo esquema da

figura :
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Problema

l

Modelo Matematico
(equacgdes diferenciais)
Considerar:

- carregamento (distribuido / concentrado)

- propriedades do material

- condigdes de contorno !/ condigbes iniciais
- etc

Discretizagao por Elem. Finitos
Escolher:

- Tipo de elemento

- Precisao desejada
Representar:

- Carregamento

- Condigoes de contorno

1

Escolher N elementos

1 - N =2N

Determinar precisao

1

Precisao satisfeita?

Interpretagao de resultados

- geometria ———

7

Melhorar Modelo
Matematico

Discretizagio de um
modelo matematico

pelo Método de
Elementos Finitos

Figura 6.1: Procedimento completo do Método de Elementos Finitos [I]
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Deseja-se apresentar um exemplo que realize os passos descritos no
diagrama (/6.1). Considere um circulo de raio R [5], como o da figura (6.2)):

Figura 6.2: Circulo de raio R

Objetivo: Calcular a drea A do circulo

Aproximacgao: a area do circulo é aproximada pelo somatério das areas de
triangulos inscritos iguais inscritos. Para obter esses triangulos, escolhe-se
pontos equidistantes ao longo da circunferéncia. O numero de pontos
escolhidos define o numero de triangulos inscritos no circulo. Uma vez
definidos os triangulos, pode-se calcular a area de cada um deles e o

respectivo somatorio, que corresponde a aproximacao desejada.

A solucao do problema, a area do circulo, e é dada pela férmula
A = 7R?% Suponha um circulo de raio R = 10cm e aproxima-se o valor

de 7 por 3.1415. Com isso, a solucao do problema ¢ A = 314.15cm?.

Foram feitas diversas aproximacoes e calculadas as areas
correspondentes (A,). Inicialmente, escolheu-se 4 pontos ao longo da
circunferéncia e calculou-se o somatoério das areas dos quatro triangulos

inscritos. O mesmo procedimento foi realizado para 5, 6, 7, 8 e 9 triangulos,

conforme apresentam as figuras (6.3)), (6.4)) e (6.5)
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4 2
3 4
4 5
Ap = E Al = 200.00 Ap= Y Ai= 237.75

i=1 i=1

Figura 6.3: Circulo discretizado em 4 e 5 triangulos

[ 7
Ap = E Ai = 259.80 Ap = 2 Ai= 273.63
i=1 i=1

Figura 6.4: Circulo discretizado em 6 e 7 triangulos

8 9
Ap= 3 Ai= 282.84 Ap= Y Ai= 289.27
i=1 i=1

Figura 6.5: Circulo discretizado em 8 e 9 triangulos

A rotina de divisao do circulo em mais triangulos deve ser repetida

quantas vezes forem necessarias, até que a precisao estabelecida inicialmente
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seja satisfeita. Uma vez satisfeita a precisao, deve-se, simplesmente

interpretar os resultados obtidos.

Supondo que a precisao e do problema seja definida por 2e~!, deseja-se

calcular o nimero de pontos necessarios para obter uma aproximacao valida.

A area exata do circulo, A., é dada por:

A, = TR? = 314.1593

(6-1)

A tabela (6.1) apresenta a comparacdo entre as aproximagoes

calculadas e a solucao.

Discretizacao (n pontos) | Aproximagao (A, = (b; * h;/2) xn) | Erro E = A, — A,
4 pontos 200.0000 cm? 114.1593
5 pontos 237.7569 cm? 76.4024
6 pontos 259.8076 cm? 54.3516
7 pontos 273.6395 cm? 40.5197
8 pontos 282.8408 cm? 31.3184
9 pontos 289.2786 cm? 24.8806
10 pontos 293.8357 cm? 20.3236
11 pontos 297.3494 cm? 16.8099
12 pontos 299.9966 cm? 14.1627
20 pontos 309.0496 cm? 5.1097
25 pontos 310.9426 cm? 3.2166
30 pontos 311.7980 cm? 2.3612
40 pontos 312.6960 cm? 1.4632
50 pontos 313.1562 cm? 1.0031
60 pontos 313.8035 cm? 0.3558
70 pontos 313.8524 cm? 0.3069
80 pontos 314.0474 cm? 0.1119

Tabela 6.1: Comparacao entre aproximagcoes e solugao

Através da tabela pode-se perceber que, quanto maior numero de
pontos escolhidos ao longo da circunferéncia e, conseqiientemente, maior
o numero de triangulos inscritos, melhor serd a aproximacao. Para 80
pontos distribuidos ao longo do dominio, a aproximacao satisfaz a precisao

desejada, porque o erro £ é menor do que e (E < e).
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Com isso, pode-se concluir que a aproximacao A, converge para a solugao

A, a medida que n — oo.

6.1
Aproximacao do dominio

Uma vez definido o nimero de elementos em que o dominio sera
inicialmente discretizado, pode-se construir a malha de elementos finitos.
Escolhe-se o tipo de elemento que sera utilizado, e numera-se os nés dos

elementos [14].

6.2
Aproximacao da solucao no dominio aproximado

6.2.1
Aproximacao Linear

Considere um intervalo dividido em subintervalos, que sao elementos de dois

nds. O elemento tipico é representado por Q¢ = (xy, z3):

Figura 6.6: Elemento tipico de dois nés

sendo x a coordenada global do problema e Z, a coordenada local do

elemento, com origem no centro do elemento; tal que —1 <z < 1.

Um polinomio linear completo é da forma:
U =a+bx (6-2)

sendo a e b constantes. Calcula-se os valores nos nés:
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u(x1) = uy® u(x2)=u:"
S —
1 2

Figura 6.7: Graus de liberdade relacionados ao elemento

Ub(wn) =u§  Ul(wa) = (6-3)

substituindo a equagao (6-3)) em ([6-2)), tem-se:

uf = a+ bx;

u§ = a + bxy
que pode ser escrita em forma matricial:
u 1 =z a
L) = ! (6-5)
ug 1 @ b

Deseja-se calcular as expressoes para os coeficientes a e b, da expressao

(6-2). Para isso, inverte-se a equagao (6-5)), aplicando a regra de Cramer e

obtém-se:
o= UT T / 1 X1 — L(Uexg o uexl) — i(aeue + aeue)
,U/S To 1 Ty he 1 2 he 1*1 292
(6-6)
1 1 |
b= 1 :iue_ue El eue_|_ Cu’
Lo '/ | g, | = A ) = (B + )
sendo h, = x9 — 7 e:
of = (=1)7z¢  2§f=m
1 j 1 (6_7)

na equagao (|6-7)):
sei=1 = j=2
sei=2 = j=1
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As varidveis of e 3¢ foram introduzidas para mostrar a forma tipica das

fungoes de interpolagao. Substituindo em ([6-2)):

Ue(x) = 5-[(afus + aguy) + (Brus + B5us)z]

(6-8)
= 5-(0f + Bio)uf + 5-(a5 + F5z)us
Isso pode ser reescrito na forma:
2
US(2) = o5 ()us + d5(a)us = Y of(@)u; (6-9)
j=1
sendo:
f(x) = - (af + ffw) = 20
(6-10)

#5(x) = - (05 + f5z) = 2250

que sao chamadas de funcgoes lineares de aproximagao. Pode-se reescrever
as funcoes de ((6-10)), em termos da coordenada x [14]:

¢i(z) =5(1-2) ¢5(2) =3(1+7) (6-11)
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N

ri
¥
¢ y & ot
. E+1 nd N+1
na 1

Elemento tipico

Figura 6.8: Funcoes de interpolacao local e global de um elementos linear

A partir das funcoes de interpolacao pode-se calcular as matrizes de massa

e de rigidez elementares, apenas substituindo as expressoes de (6-11)).

Fodr [T ¢rgedr

(6—12)
fjll Gaprdr fjll Gapadr

S ey (g [ () (%2 gy

(6-13)
S e [

—1 \ dr dr —1 \ dr dr
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6.2.2
Aproximacao Quadratica

No caso da aproximacao quadratica, sao necessarios trés nés por elemento,

conforme a figura :

=1 uZ %3
I—----'l _ ]

Figura 6.9: Elemento tipico de trés nos
Nesse caso, utiliza-se o polindmio completo de segundo grau que é dado por:
U(z) = a+ bx + cz® (6-14)
sendo a, b e ¢ constantes. Calcula-se os valores em cada no:

e

uix1) = uf' u{x2;= 02 * uix3) = w*

Figura 6.10: Graus de liberdade associados ao elemento de trés nos

Cada no possui o seu proprio deslocamento que, substituido na expressao

(6-14]) tem-se:

u§ = U¢(xq) = a + bx§ + c(x5)? (6-15)

ué 1 x5 (x5)? a
us | =1 x5 (25)? b (6-16)
u$§ 1 x§ (25)? c

sendo z§ a coordenada global do i-ésimo nd, do elemento €2°. Invertendo-se

a equagao (6-16)), tem-se:
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1 E e, e e e e e e
a = ﬁ ai”i? ai :ZE](ZEk)2—Ik(IJ)2
=1
1 3
b=o > Bup, B = (a5)" = (@f)’ (6-17)
=1

3
o= o S, Af =~ — ), D= af
=1

i=1

da equagao ((6-14)):

3
U(x) = o (x)us + 65 ()us + ¢5(x)ug = > ¢5(a)us (6-18)
j=1

onde ¢ sao as fungoes quadraticas de interpolagao.

D¢ corresponde ao determinante da matriz apresentada em (6-16f), e
af, B¢ e v¢ sao definidas por(6-17), de forma que:

sei=1 = j=2, k=3

sei=2 = j=3, k=1

sei=3 = j=1, k=2

As funcoes de interpolacao quadratica podem ser expressas nas coordenadas
locais de cada elemento (X), com origem no centro do elemento e variando
entre —1 e +1. A coordenada global x relaciona-se com a coordenada local

X da seguinte forma:
r=x5+2 (6-19)

onde z§ = zp é a coordenada global do segundo né do elemento €2°,
localizado no centro do elemento. Para esse caso, as fungoes de interpolagao

sao dadas por [I4]:

¢i(z) = 3(1—17) — 5(1 - 2?)
5(2) = (1-172) (6-20)
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As fungdes de interpolagao podem ser visualizadas pela figura (6.11)), sendo
que ¢ tem valor um no né i e zero nos demais, variando quadraticamente

entre os nos.

+1

I_}}{ ...!“"'--"“!_h}i
. D
(e

na 1 no 2N + 1

Figura 6.11: Funcoes de interpolacao locais e globais do elemento quadratico

Uma vez conhecidas as funcoes de interpolacao de um elemento de trés nds,

pode-se montar as respectivas matrizes de massa e de rigidez:

[Trowgndr [T d1godr [ drosdr

o PpAh.
M( ) = T jll ¢2¢1dr fjll ¢2¢2d7” jll ¢2§Z§3d7” (6—21)
J2 dstndr 7] Gsdadr [ Gagadr
+1 dgy den g~ (+1 doy dds g~ [+1 dey dos g~
N e O B i e R
2EA

(&) _ +1 dgo dpy 1~  (+1 dos dbs -  [+1 deo dos g~

K'Y = I | Eedr [ E2dr [ T2 Edy (6-22)

+1 dgs do1 g~ +1 dgs do 1~ +1 dgs dos 1~
L wmadr o) ERdr ) R Rd
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6.2.3
Aproximacao Cubica

O mesmo procedimento pode ser repetido para elementos de quatro nés

(aproximagoes cibicas):

|_ %1 uZ =3 %4
- = % % ]
- =~

Figura 6.12: Elemento tipico de quatro nés
Um polindmio ctibico completo é da forma:

U¢ = a+ bx + cx® + da® (6-23)

sendo a, b, ¢ e d constantes.

— e e
. . . *

uizx)  u(x?2) u(xd) u(=d)

Figura 6.13: Graus de liberdade associados a um elemento de quatro nés

Realizados os célculos necessarios, obtém-se as fungoes de interpolacao

correspondentes aos elementos de aproximacao ctbica:

—Z —z2 —973 4+ 72 +97—
¢1(j'):(12)—(12 )_|_( 9 +16-‘r9 1)

Z3473%—277—
9252(57) _ (1 . fg) + (27 +716 272—7)

(6-24)

N\ (=277 —9724273+9)
¢3(7) = 16

_ z —z2 T3 +72—9T—
¢4($):(1;)_(12 )+(9 +169 1)

As fungbes de interpolagao desse elemento (aproximacgao cibica) podem ser

visualizadas no grafico a seguir:
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phi1
phiz
phia
phid

89

Figura 6.14: Funcoes de interpolacao de um elemento de quatro nés

As matrizes elementares sao representadas por:

Ah
M = P
2
2EA
K© —
h

+11 ¢1¢1di‘
+11 ¢2¢1df
+11 ¢3¢1di

[ pagrdz

+1 d¢1 dé1 g~
a4 dT

+1 dgo d¢1
-1 dz da:

+1 dos der g
f 1 dz d:vd

+1 dgy d¢y g
f 1 dr drd

+1 _ +1 -
1 P192dT 1 P1¢3dT
+1 _ +1 _
1 Pa¢2d 1 P293dT
+1 _ +1 _
L ©302dT | | p3p3dT
+1 _ +1 -
[, adodz [ adpsdz
+1 dé1 dos g7 +1 do1 dos
—1 dz dz —1 dz dz
+1 dgo dé2 g +1 dgy des
-1 dz dx -1 dz dz
f‘H des doa dz +1 dos d¢3
1 dz dz -1 dz da:
+1 dgy dpo +1 doy dés g
fl dr drd'r -1 dr dr

+11 ¢1 ¢4di’
+11 P2¢4d
+11 ¢3¢4df

[* pagadz

dz f'H déy déa Az

dz [}

r J4
r [

dz dzx

da dou, 1

dz dx

dés dda g
dz dz dz

dps dda
dr dr dz
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6.2.4
Aproximacao Hermitiana

Os elementos de Hermite sao de dois nés, porém cada né possui dois graus

de liberdade, um referente ao deslocamento e outro referente & rotacao [12]:

DD

1 2

Figura 6.15: Graus de liberdade associados a um elemento de Hermite

Suas fungoes de interpolacdo estdo apresentadas na equacao (6-25) e na
figura (6.16|):

(6-25)

phi1
phi2
phia
phid

Figura 6.16: Funcoes de interpolacao de um elemento de Hermite
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As matrizes elementares sao de um elemento Hermitiano sao:

+1 el 4l el _
1 P1¢1dT _1 P1¢o2dT 1 P193dT 1 P1¢adT
11 | ) _ _
1 a1 d _1 Papad 1 P2 Pp3dT _1 Gapad
M© — pAh.
2
+1 _ el 41 | _
L, $391dT | @3¢2dT | ) @3p3dT | | p3d4dT
+1 _ +1 _ +1 _ +1 =
f_1 a1 dT f_l G4podT f_1 G4P3dT f_1 G4p4dT
+1 d¢y dé1 g~ +1 dgy doa g~ +1 d¢y dos g~ +1 dgy dba g~
@i [ TR RdT | s dr ) e G dT
1 dpo d1 g~ (41 dpo dds g~  [+1 dpo dbs g~ [+ dpo dbs -
oEA S Edr O R Rdr [T Rdn [T R de
K@ —
€ +1 dgs dé1 p~ +1 dgs dos 1~ +1 dgs dos g~ +1 dgs dba p~
L amadr o Eadr | R Rdr o) e d
+1 dgg dé1 g~ +1 dgy db2 1~ +1 dgy dés g~ +1 dgy dbs g~
I e N B b T I ot o N I b
6.2.5

Aproximacao de ordem n

Todas as funcoes de interpolagao satisfazem as seguintes propriedades,

conhecidas como propriedades de interpolacao [14]:

0 sei#j

1 set =3y

o5 () = dij

" a5 _
j=1 dx ~—

Z?:l ¢J6(=T) =1

(6-26)

sendo n —1 o grau dos polinomios de interpolagao; e x§ a coordenada global

do né j, do elemento €2°. Pode-se verificar que as fungoes de interpolacao
linear (6-11)) e quadratica (6-20]) satisfazem as propriedades de ([6-26)).
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6.3
Escolha do niimero de elementos iniciais (N)

Escolhido o ntimero de elementos iniciais, divide-se o dominio em N
partes e, para cada elemento, pode-se aplicar as fungoes de interpolacao e

construir as matrizes elementares.

Em seguida, acopla-se as matrizes elementares, e tem-se as equacoes
globais do sistema. Calculados os resultados, verifica-se se a precisao
desejada foi atingida. Se nao foi, refaz-se os calculos para um nimero maior

de elementos, ou seja, uma malha ainda mais refinada

6.4
Analise do erro

Os erros introduzidos a uma aproximacao por elementos finitos de uma

equagao diferencial podem ser atribuidos, a trés causas [14]:

1. Erro na aproximacao do dominio;
2. Erro de computacao numérica;

3. Erro na aproximacao da solucao

Problemas unidimensionais tém seus dominios representados por
linhas, por isso nao é necessario aproxima-los. Porém, em problemas
bi-dimensionais, envolvendo dominios nao-retangulares (tais como o circulo
da figura (6.2))), os erros de aproximagao do dominio séo introduzidos a
aproximacao por elementos finitos. Conforme a malha ¢é refinada, o dominio
passa a ser melhor representado e os erros de aproximacao do dominio

tendem a zero.

Quando os calculos por elementos finitos sao executados em
computadores, introduz-se a aproximacao, erros devido aos célculos

numéricos de integrais.

Além disso, ha o erro devido a aproximacao da variavel dependente
do problema u, que também deve ser introduzido a solucao por elementos
finitos: u = u"V. Existem diversas maneiras de medir a diferenca entre a
solucao u e a aproximacao u'; porém, neste trabalho, serd adotado o erro

norma Ly, definido por:
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b
” UQN o UN HOI / | U2N o uN ’2 dx
a

sendo u" e u?" as aproximacoes definidas por:
uV =y — eV
w2V — g — 2N

1/2

93

(6-27)
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