PUC-RIo - Certificagao Digital N° 0421088/CA

5
FORMULACAO FRACA PARA PROBLEMAS DE VIGAS

Os problemas de vigas podem ter condigoes de contorno relacionadas
a posicao, inclinagao, forca ou momento. Dentre todas as combinacgoes
possiveis, foram selecionados quatro problemas de vigas que serao estudados
nesse capitulo. Deseja-se desenvolver a formulagao fraca [3] para cada caso

apresentado abaixo:

TIPO DE VIGA CONFIGURACAO

Viga Livre-Livre [ ]

AN

Viga Engastada-Livre

AN

Viga Engastada-Mola

Viga Engastada-Massa

AN
[Z]
[

Figura 5.1: Problemas de vigas e suas configuracoes

5.1
Problema de uma Viga Livre-Livre

V(0.5=0 VLY =0
1M(0.t)=0 M(Lt)=0

Figura 5.2: Viga livre-livre
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Uma viga livre nas duas extremidades (figura (A.37))) apresenta as seguintes

condicoes de contorno:

MO,1) =0 = [3%] =0 M(LH=0= |5 =0

O espago das funcoes-teste do problema de uma viga livre-livre deve
satisfazer as condigoes de contorno essenciais [14]. Pela equacao (b-1)),
sabe-se que todas as condicoes de contorno sao naturais, entao v pertence

a um espaco sem restricoes, que sera chamado de Adms.

Formulacao Forte de um problema de viga:
Equagao Diferencial (4-4) + Condigoes de Contorno + Condigoes Iniciais

Inicialmente, faz-se o produto da equagao diferencial (4-4) por uma

fungao-teste ¢ e calcula-se a integral no dominio [0 Ll
Jy p(@)A@) Gt (e ) (x)da + [ B(@) ] (2) G (2, )i (x)da

= [F fa, t(@)de, Vi € Adms

Faz-se a integragao por partes ([ udv = uv - [ vdu) duas vezes, resultando

em:
L 82 3 83 dq/}
[ oA G st + B L) - BTS00 - BI85 1)
(53
0? d@/) L o? d2¢
B8 0+ [ @ ey = [ fwnuei, v e aan

As condigoes de contorno (5-1)), incorporadas a equacao ([5-3)), resultam em:
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L 82 83 83 g
/0P(:C)A(x)a—g(x,t)w(x)danEh/}a—;;(L,t)—Ehpa_xZ( 1) E]_U_%/)(L)

0x? dx
% e 7
(5-4)
O*u dip L 0%u d2w
+E1@%(O) +/0 E(x)](x)@( x)dr = / f(z, t)(x)dx, Yy € Admg

=0

A formulacao fraca desse problema é:

L a2 L 82 d?

/0 pla) A) o (2, ) () + /0 E(a)](x) 5 (x.) d;f( )d

(5-5)
L
= / flz, O)(x)dx, Vi € Admg
0
A expressao pode ser reescrita por:

M(u, ) + K(u, ) — F() =0, Vi € Admgs (5-6)

M(u, 1) :/0 p(x)A(x )g;;(x t)(x)dx = operador massa  (5-7)

L
K(u, ) = E(x)[(m)g%;(a: t)ff( Ydxr = operador rigidez (5-8)
0
L
F) = flz,)p(x)de =  carregamento (5-9)

A solugao para o deslocamento transversal da viga (4-24)), substituido em

(5-6)), resulta em:

MW + N ) F KN 4N ) - FW) =0, Vel (5-10)

M(uNa 1/)) + ’C(UNﬂﬁ) - f(¢) = _M(€N7¢) - K(ng ¢Z (5_11)

erro())
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Pelo Método de Galerkin: v; = ¢; e €N L ¢1, ¢o, ..., dn; a equacao (5-11))

reduz-se a:

([ MM, ¢1) + KM, ¢1) — Fon)
M(UN, ¢2) + ,C(UN, ¢2) — F(¢2)

0
0

(5-12)

[ MY, on) + K™, ¢n) — Flon) =0

Para N modos a serem analisados, a parcela ¢V é nula.
A solucao do problema foi apresentada pela equacao (4-23|) que, aplicada

nas condigoes iniciais do problema (4-5f), tem-se:

> ey ai(0)gi(x) = uo()
(5-13)

e deseja-se calcular ai(t), as(t), ... as(t). Multiplica-se os dois lados da

equacao acima pela funcéo-teste 1; = ¢; e integra-os no dominio [0 Lj:

/OZai(O)gbi(x)gbj(x)dx:/o up(x)p;(z)dx (5-14)

L
moas = [ un(e)oy(a)da (5-15)
0
L
o= “0(2@(%)@, i—=12...N (5-16)

A expressao da aproximagao (4-26)) é substituida nos operadores de massa,

rigidez e carregamento da formulacao:

/0 p(m)A(x)%(x,t)gbj(x)dx—i— /0 E(x)](m)aa; (x,t)dj;gx)dx

(5-17)

L
_ / f(e H)ds(x)dz, Vo € Adml}
0

feitas as substituicoes e calculadas as derivadas, tem-se
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L L d2 Zd2 j
/0 (@) A(2)did;d i + /0 E(x)I(z) d;; P 4 / fo,dz,

Vo € Adm25-18)

M, d;)di + K(¢i, ¢5)a; = F(¢;), Vo € Admy (5-19)

¢Zﬂ¢] fo Qb ¢]d$

K(i,65) = Ji B(x)I(2)%4 L% do
) = [ foidu

parai= 1,2, ... N.

Pela férmula variacional (eq. (5-17))), tem-se as matrizes de massa e de

rigidez: Mnxn) € Knxny, além do vetor de forcamento F(nx1):

Ji o Nogpdr = ¢"MU
Sy Bo)A@) 2wt - £24r = ¢TKU (5-20)

[f fode = ¢TF

A equagao (5-17) pode ser reescrita por:

¢'MU + ¢"KU = ¢'F, V¢ € AdmY (5-21)
Y
MU + KU =F (5-22)

Propoe-se uma solugao para U:

U=e“ (5-23)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais

substitui-se (5-23)) em (5-17)) e em (5-22)), respectivamente:

82 02 L L
/ E(x xdeq;dx—uﬂ/o p(x)A(:c)ugbda::/O fodx,
Yo € Admy

Kv—w?*Mv=F

PVC: Viga livre-livre
Para F = 0, a equagao (p-25) reduz-se a:

Kv—w?Mov =0

(K —w*M)v =0
U+0

(K — w?™M)~! ndo existe =  det(K—w?M) =0

5.2
Problema de uma Viga Engastada-Livre

67

(5-24)

(5-25)

(5-26)

(5-27)

O mesmo procedimento foi adotado para encontrar a Formulacao Fraca

desse problema de viga.

1

A ]

A
u(0t=0 ViLt)=0
du (0.4)=0 ML) =0
dx

Figura 5.3: Viga engastada-livre
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A viga engastada em uma extremidade e livre na outra apresenta as

seguintes condigoes de contorno:

Ox3

u(0,t) =0 V(L,t)=0 —> [aS_uL:L:O
(5-28)
) =0  M(Lt)=0 = [%LZL — 0

a2
Define-se por Admy4 o espaco das funcoes-teste do problema de uma viga
engastada-livre que deve satisfazer as condigoes de contorno essenciais de
1} Com isso, conclui-se que ¥(0) =0 e %(0) = 0. O espaco Admy, pode
ser definido por ([5-29)):

Admy = {3 : (0, L) —s R|y(0) =0, %(0) =0

L L 2
/0 [Y|?dx < oo,/o (%) dr < oo} (5-29)

As condigdes de contorno de ((5-28)) sdo impostas na equacao ((5-3|) e resultam

na formulagao variacional do problema:

/Op(a:)A(x)ng(x,t)@b(:v)da:—l—/o E(x)[(z)%(m,t)%(m)dx

(5-30)

= /L flz, ))(x)dx, Yy € Admy
0

A formulacao variacional da viga engastada-livre é igual a da viga livre-livre,
dada pela equacao , porém com a funcao-teste ¢ pertencente ao espaco
Admy, ao invés de Adms.

Todo o procedimento realizado para viga livre-livre pode ser repetido para a
viga engastada-livre: divisao da formulagao fraca do sistema em operadores
de massa, rigidez e carregamento, aplicagdo do método de Galerkin para

aproximar a solucgao, aplicacao de soluc¢ao proposta.
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5.3
Problema de uma Viga Engastada-Mola

Nesta secao serda desenvolvida a formulacao fraca de uma viga
engastada com mola vertical na sua extremidade livre (A.27), além da

formulacao variacional desse sistema.

"y
by V(Lt)= ke u[L)
/ M(Lt)=0
u@t)j=0 ke
du(0)=0
dx

Figura 5.4: Viga engastada-mola

A viga engastada-mola apresenta as seguintes condigdes de contorno:

w0,8)=0  V(L.t) = kau(L,t) = Pﬁ]:L:kwu;o

O3 EI
(5-31)
210, 1) = 0 M(Lt)=0 = |32 =0

As condigdes de contorno essenciais de (5-31)) sdo u(0,¢) =0 e 24(0,¢) =0,
entdo o espaco das fungoes-teste deve satisfazer as condigoes ¥(0) = 0 e

%(O) = 0 e é chamado de Admy, definido em ([5-29)).
As condigoes de contorno de (5-31)) sdo aplicadas na equagao (5-3)), o que

resulta na formulacao variacional do problema:

0*u 0*u d?a

| o)A@ G e + kL. oum) + [ B@I@ T @) T

(5-32)

L
:/ flz, t)p(x)dx, Yip € Admy
0

Aplica-se o método de Galerkin na formulagao variacional e substitui-se
a expressdo da solucao (4-24) nos operadores de massa, rigidez e

carregamento.

Dada a solugao (4-23)), deseja-se calcular ay(t), as(t), ... ax(t) que satisfacam

as condigoes iniciais (4-5)). Com isso, calcula-se a;, apresentada na equacao
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(5-16)); e, substituida a expressao da aproximacao (4-26|) nos operadores de

massa, rigidez e carregamento do sistema, tem-se:

L 2 N L 2 N 2o
) #1400y @ k(2000 + [ B0 )
op. 77‘1’(155(1 op. ;i;idez
(5-33)

J/

L
= [ fatisyants, o € Admd
JO

carregamento

sendo AdmY é subespaco de Admy e (5-33) pode ser reescrita por:

d*¢; d*¢;
dx? dx?

L L
/ p(2)A(z)pipidr d; + kepipj a; —i—/ E(z)I(z) dx a;
0 0
(5-34)

L
= / foidr, Vo € AdmY
0

M(i, §5)ii; + ketitd; ai + K(i, d5)a; = F(¢;), V¢ € Adm)  (5-35)

Pela formulagao variacional de (5-33|) tem-se a matriz de massa, a matriz

de rigidez e o vetor de forcamento.

A equagao (5-33) pode ser reescrita por:

PTMU + oLk Uy +¢"KU = ¢'F, V¢ € AdmY (5-36)
Knyn
Y
MU +K'U=F (5-37)

de forma que a matriz K* consiste na matriz de rigidez do sistema K, ja

com o termo ¢ k.Uy a ela incorporado.

Propoe-se a solugao de (5-23) que, substituida em (5-33)) e (5-36]) tem-se,

respectivamente:
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L a2u ngb L
/0 E(az)[(x)@@dx + k. Unodn — w2/0 p(x)A(x)updx
L
= fodx  (5-38)
0

K*v — w*Mv =F (5-39)
PVC: Viga engastada-mola
Para F = 0:

K*v — w*Mv =0 (5-40)

(K* —w*M)v =0 (5-41)
v#0
5.3.1

Problema de Viga Engastada-Massa

Esta secao apresentara a formulacao fraca e o PVC do problema de
uma viga engastada com uma massa concentrada na sua extremidade livre
(A.29), juntamente com a sua formulacao variacional.

A me

A

/1
u(dt)=0 V(L.t}) = me u”(L,t)
du (0t)=0 M{Lt)=0
dx

Figura 5.5: Viga engastada-massa
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Esse sistema apresenta as condicoes de contorno:

w(0,8) =0 V(Lt) =m 28, t) = [%LZL = me2u(], 1)
2u(), ) = 0 M(L,t) =0 = [%L:L:o
(5-42)

O espaco das funcoes-teste deve satifazer as condigoes de contorno essenciais

de 1) que sao u(0,t) =0 e g—g(o,t) = 0; portanto ¢ € Admy, tal que
Admy esta definido em ([5-29)).

As condigbes de contorno de (5-42)) sdo aplicadas em (5-3)e resultam na

formulagao variacional do problema:

| o)A g w ov@de + m S e + [ B0 50 @

(5-43)

L
:/ flz, )(x)dx, Vi € Admy
0

Aplica-se o método de Galerkin na formulagao variacional e substitui-se
a expressao da solugdo (4-24) nos operadores de massa, rigidez e

carregamento.

A solucao do problema é dada por (4-23), e deseja-se calcular a;(t),
as(t), ... ax(t) que satisfacam as condigdes iniciais (4-5)). Apds os calculos,
encontra-se ((5-16)), e substitui-se a expressao da aproximacao (4-26) nos

operadores de massa, rigidez e carregamento do sistema:

L aQuN 82uN L a2uN dQ(b
A —(x,1)0; —F (L L)+ E(z)I J
p)AG) | T (o) om T (LKD) + B@)I) || o e
op. Xassa op. T;;idez
(5-44)
L
— [ fatisy(ants, vo € Admd
N 0 7
carre;(:mento

que pode ser reescrita por:
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¢ d°9,

dz? dx?

L L
/ p(2)A(x)pipjdr a; + mepidp; 4 +/ E(z)I(z) dx a;
0 0

(5-45)

L
= / foidr, Yo € Admy
0

M(ps, ¢5)i; + medicd; iz + K(¢i, ¢)ai = F(¢p;), Vo€ HY  (5-46)

A formulacao variacional, equacao (b-44)), representa as matrizes de massa

e rigidez e o vetor carregamento.

A equagao ([5-44) pode ser reescrita da seguinte forma:

P"TMU + ¢km Uy +¢"KU = ¢'F, VYo € Adm?Y (5-47)
MnnN
Y
MU+ KU =F (5-48)

A matriz M* é a matriz de massa do sistema, ja com o efeito do termo

¢%m Uy adicionado.

Substitui-se a solugao ((5-23) nas equagoes ((5-44| e ((5-48)):

L Pud’¢ . [*
/0 E(:E)I(x)@@dx +mUnony —w /0 p(x)A(x)updx
L
= / fodz, Yo € AdmY  (5-49)
0
Kv — w*M*v =F (5-50)

PVC: Viga engastada-massa
Para F = 0:

Kv — w*M*v =0 (5-51)
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(K — w*M*)v =0

(5-52)

A tabela (.6 apresenta a formulagao fraca para problemas de vigas

com diferentes condicoes de contorno. Pode-se observar que a formulacao

variacional dos problemas de viga livre-livre e viga engastada-livre sao

iguais e a diferenca entre eles encontra-se na definicao do espago de

fungoes-teste. Os problemas de viga emgastada-livre, engastada-mola e

engastada-massa apresentam o mesmo espaco de func¢oes admissiveis Adm,

porém pode-se diferencia-los pelas formulagoes variacionais que, no caso da

viga engastada-mola, tem um termo que representa a mola da extremidade

e no caso da viga engastada-massa ha um termo representativo da massa

concentrada em x = L.

a2

Viga Configuracao Formulacao Variacional Adm
L a2 L o2 3«.‘:
/ i {d la"r i ride +/ EI'_C_‘—Eiuj_r.r_jud—;.j_i\_m
Livre-Livre [ ] 0 at? dz* dx
L
= fla, til(r)de
1]
L 621 E—j
y / oA .,lTi‘liUTld.l -1—/ Ef |TJ‘| zlild”{" wi=10
Engastada-Livre | A o OF dx \U)
1 L .
= £ flz ti(x)de 7 W)= 0
L 52 29
Py ,t‘l_-*ld—?[.fr. t) L'.'lj_:{'jdi‘ + L (0 =0
Engastada-Mola |”] 0 bt? '-’hz v(0)=
4 kei L d¥ ()= 0
+ku(L,th(L) = / fle th(x)de dr * 0
1]
L 02 E-g I\
/ pA— E:ITE‘I?,ITICI.I -1-/ Ef |TJ‘|{ |,1|a'“r L-','I"i:]\'|=[:|
Engastada-Massa ; :. o O dz* v
7 ' J=10
+meQ[L. ti(L) = / fle thz)de | dx
1]

Figura 5.6: Formulagao Fraca de diferentes problemas de Vigas
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