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4
MODELAGEM DE PROBLEMAS DE VIGAS

Neste capitulo serao estudados problemas de vigas. Existem dois
modelos principais de vigas, Euler-Bernoulli e Timoshenko. O modelo de
Euler-Bernoulli considera que o cisalhamento e a inércia de rotagao sao
desprezados, ou seja, Supoe-se que as se¢oes transversais planas permanecem
planas e perpendiculares ao eixo longitudinal da viga mesmo ap6s a deflexao.
Ja o modelo de Timoshenko, considera que as secoes transversais planas
permanecem planas, mas nao necessariamente perpendiculares ao eixo
longitudinal da viga, porque o cisalhamento causa um giro da se¢ao em
relagdo a essa perpendicular [I]. Na teoria de vigas, utiliza-se a hipdtese
de pequenas deformacoes, por isso as variacoes de geometria podem ser

desconsideradas.

4.1
Dinamica de Vigas

Deseja-se equacionar, de forma sistematica, um problema de viga
usando o modelo Euler-Bernoulli. Considere uma viga bi-engastada [g], de
comprimento L, densidade p(z), drea de se¢ao transversal A(x), médulo de
elasticidade E(x) e momento de inércia da drea da segao I(z). u(z,t) é a

posigao do ponto = no instante ¢t e f(z,t), a forca externa ao sistema.
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Figura 4.1: Viga bi-engastada

Engastamento em uma extremidade significa que nao ha deslocamento

da extremidade e que a inclinacao da secao nessa posicao ¢ fixada.
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Considere a se¢ao da viga [T173]. No ponto z; da viga, considera-se
uma forga cortante V'(z;,t) e um momento fletor, denominado M(z;, t) para

a configuracdo no instante ¢; conforme mostra a figura (4.2)).
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Figura 4.2: Forcas cortantes e momentos, em uma secao da viga

Para achar as equagoes que representam a dinamica de uma viga, sera feito

o balango de quantidade de movimento nesta segao [T173):

/m p(x)A(:v)%(a:,t)dx = V(xg,t) — V(xq,t) + /w2 flz, t)de  (4-1)

x1

Sendo V(zo,t) — V(xy1,t) = %—‘;(l’,t)(l’g — x1) e fazendo (29 — 1) — 0,

tem-se:

0%u oV

P A(e) Sy (2, 8) = S0 (1) + £, 1) (4-2)

Pelo modelo Euler-Bernoulli, tem-se a relagao entre Ml e V: V =

_ oM
orx

N . . . . 2 . .
a curvatura linearizada, o que significa que M = E(z)I(z)J-%. Substitui-se
essas consideragoes em (4-2)), entao:

Adota-se a hipdtese constitutiva de que o momento é proporcional

o) Aw) T ) + (E@)f@)%(x, t)) ) (43

sendo:

u(zx,t) - deslocamento transversal;

A(x) - area da segao transversal;

I(x) - momento de inércia da segao transversal;
E(x) - médulo de elasticidade do material;

p

(x) - massa por unidade de comprimento;
f(z,t) - forca transversal por unidade de comprimento.

Considerando constantes as propriedades A(zx), I(z), E(x) e p(x); a equagao

(4-3) reduz-se a:
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p(ﬂf)A(x)ng(% t) + B(2)(2) 57 (,1) = f(z,) (4-4)

4.2
Problema Modelo: resolucao por separacao de variaveis

A equacao de movimento de um problema cldssico de viga, de
comprimento L é dada pela equagao (4-3) na qual precisa-se incorporar
quatro condigoes de contorno, duas em cada extremidade (z =0 e z = L);
porque existem derivadas de até quarta ordem de u(z,t) em relacdo a x.
Além disso, a equagao é de segunda ordem em relagao ao tempo, entao sao
necessarias duas condigoes iniciais, que correspondem a configuragao inicial

e a velocidade inicial da viga [§].

Condigoes iniciais (t = 0):
(4-5)

sendo ug e vy fungoes conhecidas.

As condicoes de contorno sao caracteristicas do problema e podem
representar deflexao, inclinacao da secao, momento ou o esforco cortante,

que sao, respectivamente:

Considere um problema de viga engastada nas duas extremidades
(bi-engastada). Isso significa que os deslocamentos e as rotagoes em x = 0

e em x = L s&o nulos. As condicbes de contorno correspondentes sao:

w(0,)=0  540,4)=0 (4-6)
wL,t)=0  24(L,t)=0
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A solugao da equagao (4-3)), submetida as quatro condi¢oes de contorno
e as duas condicoes iniciais, deve seguir os mesmos passos adotados para
barras. Aplica-se o Método de Separagao de Varidveis [8], ou seja, procura-se

solucoes da forma:

u(z,t) = X (x)T(t) (4-7)

sendo X (x) uma func¢ao de posigao e T(t) uma fungao do tempo. Substitui-se

(4-7) na equacao (4-3)), considerando f(z,t) = 0:

ST A pAXda?

1d?T 11 d? > X
(E dx2) = \? (4-8)

tal que A é uma constante a ser determinada.

A equagao (4-8) pode ser separada em duas EDO’s de forma que X e T

devem satisfazer:

1
—(EIX")" = XX 4-
L BIX" (49
T(t) + N*T(t) =0 (4-10)
de forma que 2 ='e 2 ="

Considerando constantes as propriedades do material e as varidveis

geométricas (p, E, I e A), a equacao (4-9) pode ser reescrita por:

Eld*X
— = \%X 4-11
pA dx?t (4-11)

Denota-se por:

2
2 _ 2 w _ 412
vt () =0 (412
Entao a solugao das equacgoes (4-9) e (4-10)), sao:

X(z) = ay sin(fz) + ag cos(fz) + agsinh(Bzx) + ay cosh(fz)  (4-13)
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T(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (4-14)

A funcao X deve satisfazer as condigoes de contorno do problema e, quando
elas sd@o impostas, obtém-se infinitas solucoes para (3, que sao diferenciadas
com a introdugao de um parametro n; fornecendo, entao, (3,. Para cada 3,
determina-se as constantes nao-nulas ay,, as,, as, € a4, que, juntas, definem

uma funcao X, (z):

X (x) = a1y sin(B,2) + agy, cos(Brx) + agy sinh(B,2) + ayy cosh(B,2)
(4-15)
n=1,23..

Para cada [, existe um autovalor A\? = (% correspondente e,

n

consequentemente, um 7;,:
T,(t) = Ay cos(wpt) + By, sin(wyt) (4-16)

Finalmente, para cada n > 1, tem-se uma solugdo da equagao (4-3)), na

forma do produto:
un(x,t) = (A, cos(wpt) + By, sin(wy,t)) X, (2) (4-17)

que deve satisfazer as condigoes iniciais do problema. Para garantir que essas

condicoes sejam satisfeitas, faz-se a superposicao das solugoes u,(z,t):

o0

u(z,t) = Z(An cos Ayt + By, sin A, t)[aq, sin(B,2) + ag, cos(5,x)
n=1

(4-18)
+ag, sinh(5,2) + a4y, cosh(B,7)]
Sendo A, e B,, determinadas a partir das condigoes iniciais do problema.

Para n > 1, a funcao X, (x) de (4-15)) corresponde ao n-ésimo modo de

vibragao, associado a n-ésima freqiiéncia natural w,, do problema:
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|EI
wn =B X (4-19)

Para calcular as freqiiéncias naturais e os modos de vibracao do problema

de uma viga bi-engastada, deve-se resolver a equagao:

9%u *u

e a equagao caracteristica é cosfcos 3 = 1, entao, para n > 1, o n-ésimo

modo de vibracao desse problema para A2 = 32 é:

X, (x) = cosh B,z — cos B,z — 0, (sinh 3,z — sin (,x) (4-21)

sendo o = 0.9825, 05 = 1.0008 € g, = NOnz=COSInT 115 1y > 2

sinh Bpx—sin Bpx

As freqiiéncias naturais sao:
wp = (32 (4-22)
A solugao do problema (4-7)) pode ser reescrita de forma simplificada:

u(z,t) =Y dul)an(t) (4-23)

A aproximacdo por N modos de vibragao, é representada por u” (z,t) e o

erro associado a essa aproximacao é eV (z,t):

u(z,t) = uN(x,t) + N (z, 1) (4-24)
Z On(T)an(t) = Z On(T)an(t) + Z On()an(t) (4-25)
n=1 n=1 n=N+1

\ J/ )

w(z,t) ulV (z,t) el (z,t)
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N
aproximagao: u(z,t) = Z On(x)an(t)
n=1

o
erro de aproximacao: eV (x,t) = Z On()an(t)
n=N+1

tal que N é o nimero de modos usados na aproximacao de u'.
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(4-26)

(4-27)
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