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3
FORMULACAO FRACA

Um problema pode ser representado pela sua Formulacao Forte,
que corresponde as equacgao diferenciais parciais, uma para cada ponto
interno do dominio, em conjunto com as condig¢oes de contorno, as condig¢oes
intermediarias e as condicoes iniciais. Por exemplo, a equagao é a
formualcao forte do problema de uma barra livre-livre. A Formulagao
Fraca é uma forma alternativa de representar problemas e consta de uma
equacao variacional e um espaco de funcoes admissiveis.

A equagao variacional incorpora as equagoes diferenciais e parte das
condigoes de contorno e intermedidrias (condi¢oes naturais), e o espaco das
fungoes admissiveis define a regularidade do problema e incorpora parte das

condigbes de contorno e intermedidrias (condigoes essenciais).

O Método de Elementos Finitos (MEF) é um método de discretizagao
que se aplica naturalmente a Formulagdo Fraca do problema [4]. Este
capitulo apresentara todo o procedimento necessario para calcular a
formulagao fraca de um problema continuo e sera desenvolvido para quatro

problemas de barras com diferentes condi¢oes de contorno:

Barra Livre-Livre;

— Barra Fixa-Livre;

Barra Fixa-Mola;

— Barra Fixa-Massa.

Formulacao Forte:

equagao diferencial (0 <z < L, t > 0)
+

condicoes de contorno (x =0e x = L)
+

condigbes intermedidrias (z = a)
+
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condigbes iniciais (¢t = 0)

3.1
Vantagens da Formulacao Fraca

Considere o problema de equagao diferencial e condig¢oes de contorno

da equagao (3-1)) [3]:

dx?

—d? 1
u—l—uzd(x——) O<zxz< L

(3-1)

sendo 0 (CB — %), o impulso em x = %; que ¢é definido da seguinte forma:

/OL 5 <x - %) b(x)dz = ¢ (%) (3-2)

para qualquer funcao ¢ que satisfaca as condi¢ées de contorno. De acordo
com a equagao (3-1)), a funcao u, em =z = %, deve ter sua primeira derivada
descontinua e a segunda derivada nao deve existir. Com isso, percebe-se
que alguma coisa esta errada: como a fungao u pode satisfazer a equagao
diferencial em todo o intervalo 0 < z < L se a sua segunda derivada
nao existe em xr = %, de acordo com os dados do problema?

A imposicao de que a solucao u satisfaca a equacgao diferencial do
problema em todos os pontos da coordenada x é forte demais. Para superar
isso, deve-se reformular o problema de forma a admitir condi¢oes mais
fracas para a solucao do problema e suas derivadas. Essa nova formulagao
é chamada de formulacao fraca ou formulacdo variacional e serve para
adaptar dados e funcoes irregulares, tais como o exemplo apresentado em
(13-1)).

A funcao 6 nao é uma funcao no sentido cldssico, é uma distribuicao.
Em Mecanica, é um conceito importante, pois serve para modelar impactos
(que sao esforgos instantaneos, de duragao nula) e cargas concentradas, isto
¢é aplicadas em um tunico ponto de uma estrutura continua.

Conclui-se, entao, que uma grande vantagem da formulacao fraca

¢é tornar possivel a consideragao de problemas cuja solugao, a principio,
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era irregular; ou seja, abrange-se maior nimero de problemas, conforme

apresenta a figura (3.1)).

Solugio de problemas
através da Form. Fraca

Solugdo através
Form. Forte

Figura 3.1: Solucao de problemas para diferentes formulacoes

O procedimento necessario para encontrar a formulacao fraca sera

explicado na préxima secao.

3.2
Formulacao Fraca e Método Variacional de Aproximacao

Nesta secao, sera apresentada a metodologia necessaria para construir
a Formulacao Fraca de um problema, a partir da equacao diferencial; e

classificar as condig¢oes de contorno a ela associadas.

Considere a formulacao cldssica de um problema, composta pela

equagao diferencial e condigdes de contorno [3]:

—d*u
122 +u==x O<zxz< L
(3-3)
u(0)=0 u(L) =0

Deseja-se determinar a fungio u que satisfaga a equacao (3-3). Duas
etapas sao necessarias para o desenvolvimento da Formulagao Fraca de um

problema [3]:

1. Primeira etapa: coloca-se todos os termos da equagao diferencial de
um tnico lado, multiplica-se toda a equagao por uma funcao-teste v

e integra-se no dominio (0, L) do problema:

Lp_p
/ [ dc;u +u— x} Ydx (3-4)
0
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Existem dois tipos de condicoes de contorno: essenciais e naturais,
associados a equacao diferencial. Se a equagao diferencial considerada
é de ordem 2n, a formulacao fraca, tem que a ordem da sua maior
derivada é n. As condigbes de contorno essenciais (CCE) sao aquelas
cujas derivadas sao de ordem até n — 1; e as condigoes de contorno

naturais (CCN) tém derivadas de ordem, pelo menos, n [I].

Define-se por E o espaco da solucio u (u € E); e E o espaco das
fungoes-teste 1 (¢ € E), que satisfazem as condigoes de contorno
essenciais de forma homogénea. A equagao (3-18) pode ser reescrita

por:

L
/ {_d22“¢+uw—w de, YoekE
0 dz

2. Segunda etapa: faz-se a integral por partes do primeiro termo da
equagao (3-32), de forma a distribuir a diferenciagao entre a varidvel

dependente (u) e a fungao-teste (1):

PedPu [T dudy du

Considere que E = E = Adm, sendo Adm o espaco de funcoes

admissiveis, deseja-se calcular u € Adm de forma que:

du dip

L
[ |ZErw-m]amo weam @
0

de forma que a funcao 1 pertence ao espaco Adm se:

Adm = {¢: (0,L) — R | (0) = 0,9(L) = 0,

/0 e < oo} (3-8)

Deseja-se obter uma aproximacao para a solucao do problema. Existem

diferentes Métodos Variacionais de Aproximacao, que diferem-se pela
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escolha da funcao-teste 1: Rayleigh-Ritz, Galerkin, Petrov-Galerkin,
Minimos Quadrados. O método de aproximacao a ser estudado serda o

Método de Galerkin [14].
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Método de Galerkin:

De acordo com a segao anterior, o problema da equacao (3-1|) pode
ser descrito por: ache a solugdo u € Adm, para a seguinte formulacao
variacional:

L L
dud
/ {——q’b + uw} dr = / xpdr , Vi € Adm (3-9)
o ldzdx 0
Deseja-se calcular a aproximacao de (3-9) (e conseqiientemente de

(3-1))) [3]. Existem duas propriedades basicas do espago Adm, além daquelas
apresentadas em (3-8)): é linear e de dimensao infinita.

Espaco linear: as combinacoes lineares de funcoes pertencentes a Adm,
também pertencem a Adm. Em outras palavras, se 17 e 1y sdo duas
funcoes-teste pertencentes a Adm, e a; e s sao constantes arbitrarias,

a1 + anthy também é uma funcao-teste (pertence a Adm).

Espaco de dimensao infinita: nao existe base finita.

O método de Galerkin consiste na busca de uma aproximacao para
(3-9), que pertenca ao subespaco de dimensdo finita Adm”, de forma
que Adm™ C Adm [14]. Ou seja, Adm®™ é um subespaco do espago de
funcoes admissiveis Adm, e a aproximacao desejada, u®, pertence a Adm®
(u € Adm™) e é da forma:

N
uN (x) = Z a;jpj(x) (3-10)

J=1
o mesmo acontece com a aproximacao da funcao-teste 1" que pertence a
Adm™ (YN € Adm™):

PN (z) = Z bjdi(z) (3-11)

tal que (3-10) e (3-11) satisfacam a equacao (3-9) com Adm substituido
por Adm™ [3]. Em outras palavras, deseja-se encontrar a aproximagao

uV € Adm”, de forma que:

L N N L
/ {dL% n U%N} dz = / epNdr, VN € Adm®  (3-12)
o | dr dx 0
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sendo ¢; (j = 1,2, ... N) o conjunto de fun¢oes independentes que define o
subespaco finito de dimensao N, Adm™.

Os coeficientes a; sao definidos com a substituicao da expressao de
(3-10) na formulacao variacional de , e resolvendo o sistema de
expressoes algébricas resultante.

As condicoes de contorno essenciais, que aparecem na construcao do
espaco das fungoes-teste, sao impostas ao problema; enquanto as condicoes
de contorno naturais, aparecem naturalmente na formulagao variacional (no

processo de integragdo por partes).

3.3
Formulacao Fraca: problemas de barras

Considere uma barra [0 L], como a da figura (3.2). O material, no ponto z,
tem densidade p(z) e médulo de elasticidade elasticidade E(x); e a drea da

secao transversal é A(z). A dinamica de movimento é descrita pela equagao
(12-5)).

A(x)

A

u0,) =0 PILt) =0

Figura 3.2: Barra fixa-livre com area variavel

Condigoes de contorno:

w0,t)=0  EAZY(L,t)=0 (3-13)

Para calcular a Formulagao Fraca do problema, faz-se o produto da equagao
da equacao diferencial por uma funcao-teste ¢ e integra-se no dominio

0 L

[ o455 w0 - 2 E@A@ G w0) = 0| vie
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[ swa@ i ovei - [ 2w am s s
(3-15)

/fa:t x)dx, Vi € Admy

Faz-se a integracao por partes ([udv = wv - [wvdu) da equagao (3-15),
resultando em:

[ a0 5 e pae — BOALDITHL )+ BOAO)0) 50,0
(3-16)
+/ E(z)A(x )gx< dm—/ flz, )p(x)dx , Y € Admyg

que pode ser reescrita por:

| o)A@ S 0 0@)ds — ELALU(L) SHLD +EOAQ) $(0) 20,1
0 N—_——

(3-17)

+ /0 E@)A(@%@,t}%@)@: /0 Flo, (x)de, Vb € Admy

Nos problemas de barras, as condi¢oes de contorno essenciais referem-se aos
deslocamentos u(z, t) do sistema. Na equagao (3-17|devem ser incoroporadas
as condigoes de contorno naturais e a funcao-teste 1 deve satisfazer as
condigoes de contorno essenciais. Com isso, a equacao variacional desse

problema de barra é:

[ @ s+ [ BAW S w0 T -

(3-18)

L
/ Fa, (@)de, Vi € Adm
0

Admyg deve satisfazer as condicoes de contorno essenciais, ou seja:
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Admg = {1 : (0,L) — R | ¥(0) = o,/o [W|2dz < oo} (3-19)

A Formulacao Fraca do problema consiste no par formado pela equagao

variacional do problema e o espaco das funcoes-teste.

Problema de Valor Caracteristico: problemas de barras
Para achar o Problema de Valor Caracteristico (PVC) associado a um

problema de barra, deve-se fazer duas consideragoes:

— forcamento externo é nulo: f(x,t) =0

— propoe-se solugao: u(w,t) = e“'v(x)

Essas duas consideragoes, aplicadas em ((3-18] resultam em:

_ w2/0 p(x)A(z)v(z)Y(x)dx + /0 E(x)A(x)%(x)%(x)dx =0,

Vi) € Admo(3-20)

pode-se simplificar a equacao (3-20)) e calcular as freqiiéncias naturais (w;)

e os modos de vibragao (v;) associados:

o / p() Al)o(e)i(x)dx = / B() Alr) o (2) 22 (a)d

Vo € Admg  (3-21)
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Modelo Reduzido: problemas de barras

A equagao variacional (3-18)) pode ser aproximada e entao representada na
forma matricial, sendo as matrizes de massa e de rigidez: Mnxn) € Knxn;

e o vetor de forcamento F(nx1); respectivamente definidos por:

fOL p(:p)A(:p)gQTg cpdr =  TMU

Jy B(x)A(x)8 - %dy = ¢TKU (3-23)

Iy fede = $TF
resultando em:
d"TMU + ¢"KU = ¢"F |, VYo € AdmY
4 (3-24)
MU + KU =F

Uma aproximagao de (3-24) pode ser obtida pela projecao dessas equagoes

no subespago Admy’ formado por N vetores linearmente independentes U, .

N
U=> ¢Us = U=Hq (3-25)

a=1

Substitui-se U = Hgq em (3-24) e obtém-se a equagao variacional do

problema reduzido:
(H'KH)q+ (H"MH)j= H'F (3-26)

(K, M,F} = {(H'KH),(H"MH),(H"F)} (3-27)
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A seguir, serao desenvolvidas as formulagoes fracas para problemas de barras
com diferentes condicoes de contorno, conforme foi citado anteriormente
(2.3]) e isso serd possivel simplesmente com a incorporagao dessas condigoes

na equacao variacional de problemas de barras.

3.3.1
Problema de uma Barra Livre-Livre

O mesmo procedimento para o cdlculo da Formulacao Fraca de problemas

de barras sera adotado para o caso de uma barra livre-livre.

Considere uma barra livre-livre, como a da figura (2.4)), de comprimento L,
densidade p, area transversal constante A e médulo de elasticidade E. Esse
problema apresenta as seguintes condicoes de contorno e condigoes iniciais,

respectivamente:

EA%ZY0,t) =0  EAZY(L,t)=0 (3-28)
u(z,0) = uo(x) ‘31‘ (2,0) = vo(z) (3-29)

As propriedades do material e geométrica sao dadas por campos:

p:10,L] — R ¢ o campo de densidade;
E:[0,L] — R é o campo de médulo de elasticidade;

A:[0,L] — R é o campo de geometria;

Define-se por Adm; o espago das funcoes-teste 1) do problema de uma
barra livre-livre, que deve satisfazer as condig¢oes de contorno essenciais
do problema. De acordo com a equacao (3-28f), s6 existem condigoes de
contorno naturais, Adm, é um espaco sem restrigoes.

As condigoes de contorno sao incorporadas a equacao variacional de

problemas de barras

| o)A Gy e 00 — BAU(L) S(L.0) +EA0) 0.0
0 h,—/

=0 =0

(3-30)

L
-I—/O E(z)A(x )gm( dx—/ flz,t)(x)dx, Y € Adm,
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Esse problema apresenta a seguinte formulacao fraca:

L 82 L 0 d
/0 p(w)A(x)a—g(x,t)gb(x)dx + /0 E@)A(x)a—;‘(x,t)%(x)dx
(3-31)
L
:/ flz, )p(x)dx , Y € Adm,
0
L
Admy ={¢: (0,L) — R | / [Y|?dx < oo} (3-32)
0
A expressao pode ser reescrita sob a forma:
M(u, ) + K(u, ) — F() =0, Vo € Admy (3-33)
tal que:
L 0%u

M(u, ) = / p(x)A(x)@(x, t)(z)dx = operador de massa (3-34)

0

L
K(u,v) = /o E(m)A(m)%(m, t)%(m)dm — operador de rigidez (3-35)

L
F(y) = / f(z, ) (z)dxr = carregamento (3-36)
0

Substitui-se a expressao (2-37) em ([3-33)):

MY + eV ) + KW +eN) - F@W) =0, Vo€ Admy  (3-37)

MU, ) + KW, ) = F() = =M(eV,9) = K(e¥, ) (3-38)

J

-

erro(v)

De acordo com o método de Galerkin, o espago das fungoes-teste é idéntico
ao das fungdes aproximantes (i; = ¢;) e a funcdo erro é ortogonal ao
subespaco formado pelas funcoes-teste Adm?Y; ou seja, eV L ¢y, ¢o...0n.
Com isso, a equacao reduz-se a:
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(3-39)

{ MW, on) + K(u, ¢n) = F(on) =0

Deseja-se calcular a(t), as(t), ... ax(t) que satisfagam as condigoes iniciais
do problema (3-29) e que, aplicadas na solucao (2-34)), tem-se:

> i1 ai(0)gi(x) = uo(x)
> i1 @i(0)gi(x) = vo(z)

multiplica-se os dois lados da equacao acima pela funcao-teste ¥; = ¢; e

integra-os no dominio [0 LJ:

/OZai(0)¢i($)¢j($)d:c:/0 ug(x)p;(z)dx (3-40)

e /0 o ()b () (3-41)
a;(0) = J UO(?L?MW, i=12..N (3-42)

A expressao da aproximacao (2-39) deve ser substituida nos operadores de

massa, rigidez e carregamento da formulacao:

L aQuN L 8UN d¢]
) 4@ G s s [ E@AR G0 w0
op. n‘z,assa op. r‘i;idez

L
_ / F@ s (2)da , Vo € Adm(3-43)
\0

J/

carregamento

feitas as substituicoes e calculadas as derivadas, tem-se:
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t . t do; do;
A(x) i i E(z)A = e da |
[ s@a@osris [ p@a@ 2 0= [ joa

Vo € Adm?Y (3-44)

M(¢i, ¢5) @i + K (i, ;) ai = F(¢;), Vo€ Admf[ (3-45)

M($i, ) = J p)Ax)didyda
K(01.05) = Jy B(a)Ale) G da
0) = Jy foidv
tal quei = 1,2, ... N.
A equacao variacional pode ser aproximada e escrita na forma

matricial, sendo as matrizes de massa e de rigidez: Mnxn) ¢ Knxn); €

o vetor de forcamento F(nx1); respectivamente definidos por:

T p@)A@) Ly gde =  ¢TMU

[FE@)A@) . %4r  —  ¢"KU (3-46)

I fede = ¢TF
A equacao pode ser reescrita por:
TMU + ¢"KU = ¢"F , VYo € AdmY (3-47)
4

MU + KU =F (3-48)
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Propoe-se uma solucao para U:
U= ey (3-49)

substitui-se (3-49) nas férmulas variacional e discreta; e obtém-se,

respectivamente:

Vo € AdmY  (3-50)

KU — w*MU =F (3-51)

PVC: Barra livre-livre

Para F' = 0, a equagao (3-52)) reduz-se a:

KU — w*MU =0 (3-52)

e pode ser reescrita por:

(K — w*M)U =0 (3-53)

U 40
(K —w?M)™! ndo existe =  det(K—w?M) =0

A equagao (3-53|) corresponde a um problema de auto-valor, a partir do
qual pode-se calcular as freqiiéncias naturais w; e os modos de vibragao, v;,

a cada uma delas associado.
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Exemplo: Aproximacgao para dois modos de vibragao (N = 2)

Para facilitar o entendimento, a seguir sera calculada a aproximacao para

dois modos de vibragao: N = 2.

pA [F dinda iy + pA [F doydir iy + EA [)F 991915 g,

0 da da
+EA Jy G gdr as = [ ford
(3-54)
pA IOL $r2d Gy + pA foL Papadrx Gy + EA foL %%dz ay

FEA [ %2400 ) — [ foyda

Operadores:

M(¢1, 1)dn + M(b2, ¢1)is + K(d1, d1)ar + K(pa, ¢1)az = F(ér)
(3—55)
M(¢1, @a)dn + M(d2, d2)dz + K(¢1, 2)ar + K(d2, p2)az = F(¢2)

Formula indicial:

Mijdj + Kijaj = Fi (3-56)
Formula matricial:
Ma+ Ka =F (3-57)

Miid; + Miyzas + Ki1a1 + Kq2as = F4
(3-58)
Maiay + Magag + Kaja + Kazas = Fa

tal que:

fOL P11dx fOL P2rdx
M = pA (3-59)

[ drgoda [ Gagoda
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L doy dor g, (L ddy o g

0 dzr dz 0 dzr dz
K = EA (3-60)
L d¢, L
0 iandr [y g Rde
fOL f¢1dx
F = (3-61)
Jo féada

3.4
Problema de uma Barra Fixa-Livre

SMONNN

PILY) =0

=
=
-
=

]
=

Figura 3.3: Barra fixa-livre

Considere o problema de uma barra fixa em uma extremidade e livre na
outra, com &rea constante e material uniforme, como na figura (3.3). As
condicoes de contorno do problema sao dadas pela equacao e a
fungao-teste deve pertencer ao espago Admy, definido em ([3-32), que satisfaz

as condigoes de contorno essenciais do problema:

O problema de uma barra fixa-livre apresenta a mesma equagao variacional
que o problema de uma barra livre-livre, apresentada na equagao (3-31)),

porém a diferenca entre eles esta no espago da fungao-teste 1.

| oA Gz v+ [ B@A@ G @0 @

(3-62)

L
:/ flz,t)(z)dx , Vi € Admg
0
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Todas as etapas desenvolvidas para uma barra livre-livte podem ser
reproduzidas para uma barra fixa-livre: separacao da formulagao fraca
em operadores de massa, rigidez e carregamento; aplicacao do método de
Galerkin; substituicao da solucao e calculo das freqiiéncias naturais e modos

de vibracao

3.4.1
Problema de uma Barra Fixa-Acoplamento Elastico

Considere uma barra fixa em uma extremidade e com um acoplamento
eldstico na outra (3.4). Esse acoplamento eldstico serd descrito por:
P(L,t) = —keu(L,t), ou seja, a forca na extremidade L da barra é
equivalente a forca aplicada por uma mola. Deseja-se calcular a formulagao

fraca desse problema.

0 L
ke

~A

P(L.{) = - ke u(L,t)

NNNN

=
=
-
=

]
=

Figura 3.4: Barra fixa com acoplamento eldstico

O sistema barra fixa-mola apresenta as seguintes condigoes de contorno:
u(0,t) =0 EA%(L,t) = —keu(L, t) (3-63)

A condigao de contorno essencial de (3-63)) é u(0,¢) = 0, entao a fungao-teste
1 deve pertencer a um espago que satisfaca 1(0) = 0, ou seja, ¥ € Admy;

tal que Admy é definido pela equagao (3-32)).

As condigoes de contorno de (3-63) devem ser incorporadas a equagao

variacional de um problema de barra, resultando em:

/0 p(x)A(x)%(x,t)w(av)dw%—keu(L,t)w(L)+/0 E(x)A(w)%(m,t)%(m)dm
(3-64)

L
:/0 e, O(@)de, Yo € Admg
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que, em conjunto com o espago da fungao-teste, corresponde a formulagao

fraca do problema.

Aplica-se o método de Galerkin na equacao variacional. De acordo com as
condigoes iniciais do problema (eq3-29), tem-se a expressao de a; (3-42]).
Substitui-se a expressao da aproximacao ([2-39) nos operadores de massa,

rigidez e carregamento, que resulta em:

L 92N L ouN d
A p(x)A(x)a—;g(a:,t)¢($)dgi+keuN(L,t)¢(L)+ /O E(a:)A(x)%(:z:,t)d—i(a:)dai
op. ?nrassa op. ;igidez
(3-65)

L
_ / f(a,Dé(x)de . Yo € Adm])
\0

J/

carregamento

tal que Adm{’ é um subespaco de Admg (Adml’ C Admy). A equacao ((3-65)

pode ser reescrita por:

do; do;
dz dx dw a;

/0 p(2) A(2)bs6ssda s + kodichyas + /0 E(z)A(z)
(3-66)

L
:/ﬁﬁwL Vo € Adm)
0

M((ZZ, (]%) CLl —|— ke¢i¢jai + K:(sz, ¢]) a; = f(¢]) — Z - ]., 2, N (3—67)

A equagao variacional (eq.|3-66|) pode ser reescrita por:

¢'MU + ¢Lk Uy +¢"KU = ¢'F | Yo € Adm) (3-68)
KNN
|
MU +K'U =F (3-69)

de forma que a matriz K* consiste na matriz de rigidez do sistema K, ja

com o termo ¢%keU ~ a ela incorporado.

Substitui-se a solucao proposta em (3-49)), na equacao (|3-66)):
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/L E(x)A(x)a—u@da: + kUnon — w? /L (x)A(x)updx
; Oz d UNON — W . P
(3-70)
L
:/ fodr, Yo € Admév
0
KU —w*MU =F (3-71)
PVC: Barra fixa-mola
Para F = 0, tem-se:
(K* —w*M)U =0 (3-72)
det(K* — w*M) = 0 (3-73)

e calcula-se as freqiiéncias naturais (w;) e os modos de vibragao (u;) do

sistema.

3.5
Problema de Barra Fixa-Massa

Considere o problema de uma barra fixa com massa concentrada na sua

extremidade livre. Deseja-se calcular a formulacao fraca correspondente.

] L

/]
/]
/|
/
0,)=0 P(L.t) = me u"(L,t)
Figura 3.5: Barra fixa-massa

As condigoes de contorno da barra fixa-massa sao:

w(0,6) =0  EAZ(L,t) = m, LUl (3-74)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais 52

Da equagao (3-74)), tem-se que a condigao de contorno essencial é u(0,t) = 0,
portanto o espago das funcoes-teste 1) desse problema também deve ser

Admy, definido em ([3-32]).

A equacao variacional desse problema é dada por:

| oA G e vt + ma gL + [ E@AD w05 @
(3-75)

L
:/0 flz, O)(x)dx , Y € Admyg

Aplica-se o método de Galerkin na equacao variacional e substitui-se

a expressao da solugdo (2-39) nos operadores de massa, rigidez e

carregamento:
L PulN 0*uN L ouN do
l Pl Aw) i (o (oo e (LKL + / B()Al0) 5 (0. )7 ()i
op. 7?1rassa op. r;gidez

(3-76)

L
_ / flo.)p(z)dz, Vo € Admd
\0

carregamento

49495 1.,

L L
| o)A@ i meonsyi+ [ B@A T

(3-77)

L
= / foidx, Yo € Adm{
0

M(0s, ¢5) Gi + metid;i; + K(di, ;) a; = F(p;) =—=1i=1,2,...N (3-78)

A equagao (3-77) pode ser reescrita por:

P"TMU + ¢hkm Uy +¢"KU = ¢'F, Yo € Adm) (3-79)
MyN
I

M*U +KU =F (3-80)
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substitui-se a solucao de (3-49)) na equagao (3-77):

L ou do , [*
E(x)A(x) ——dz + mUnx¢n — w p(z)A(z)updz
0 Ox dx 0
(3-81)
L
= / fodx, Vo € AdméV
0
KU — w*M*U =F (3-82)
PVC: Barra fizra-massa
Para F = 0, tem-se:
(K — w*M*U =0 (3-83)
det(K — w*M*) = 0 (3-84)

A tabela apresenta a formulagao fraca para problemas de
barras com diferentes condicoes de contorno. Conforme pode-se observar,
a formulacao variacional do problema de barra livre-livre é igual a do
problema de barra fixa-livre; porém a diferenca entre esses dois casos
encontra-se na definicao do espago da fungao-teste (v € Adm), que
representa as condigoes de contorno essenciais. O espaco das fungoes-teste
admissiveis dos casos de barra fixa-livre, fixa-mola e fixa-massa é o mesmo
porque representa a condi¢do de contorno essencial u(0,t) = 0, devido
a extremidade fixa em = = 0. O que diferencia esses trés problemas é
a formulacao variacional que, no caso de barra fixa-mola, ha um termo
adicional representativo da mola (k.u(L,t)y(L)); e, para o problema da

barra fixa-massa, existe um termo que representa a massa na extremidade

(ke (L) (L, 1)).
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i,
= / fla, t)z)dr

Barra Configuracao Formulacao Variacional Adm
L ?3
/ 431“1'. E‘lul’-'.ltf.r'-l—/ Erl{_—u' fl-::—lTld.l
Livre-Livre 0 ar
L
= / flo thbi{z)de
0
B
/ 431:!1'. E‘Iul?.ltf.r-i—/ Erl{'—ul.l E‘I%ITICE.I
o ar c
Fixa-Livre |/ ‘ w(0)=10
/| L
7’ = f flao thbiz)de
0
Lo
ke / 4;1:11 i‘lul’udr-l—f E&L—uli i‘li—tl’rldi
Fixa-Mola o - w(0)=0
y . U,
of +hu(L )WL) = / flz, th(x)de
L
/ JE‘ / Eri{_—ul.l E‘l-::—l’rld.l
. ; ) dx dr o
Fixa-Massa g me ! ' w(0)=0
2

Figura 3.6: Formulagao Fraca de diferentes problemas de barras



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA




