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1
INTRODUCAO

O Método de Elementos Finitos (MEF) pode ser definido como uma
ferramenta numérica para obtengao da aproximacao de um problema [14];
e consiste na discretizacao de um meio continuo, dividindo-o em elementos.
Esses elementos sao descritos por equacoes diferenciais e resolvidos por

modelos mateméticos para que sejam obtidos os resultados desejados [3].

O desenvolvimento do MEF originou-se no final do século XVIII,
quando Gauss propos a utilizacao de funcoes de aproximacao para a
solucao de problemas matematicos. Durante mais de um século, diversos
matematicos desenvolveram teorias e técnicas analiticas para a solugao
de problemas, entretanto, pouco se evoluiu devido a dificuldade no
processamento de equacoes algébricas. O desenvolvimento pratico desta
analise ocorreu mais tarde, em conseqiiéncia dos avancos tecnoldgicos,
por volta de 1950. Isto permitiu a elaboracao e a resolucao de sistemas
de equagoes complexas [5]. Em 1960, Turner, Clough, Martins e Topp,

propuseram um método de andlise estrutural, o MEF, e descreveram-no.

IDEALIZAGAO | | DISCRETIZACAO | [ soLUGAO |
Problema 3 Modelo Modelo Solugao
Matematico Discreto ? Discreta

Erro de solucio + erro de discretizagiao

W T Erro de solucio

Erro de modelagem + erro de discretizacao + erro de solucio

Figura 1.1: Fluxograma representativo do MEF

O fluxograma de (|1.1)) representa, esquematicamente, o funcionamento
de um modelo baseado em simulagoes. Historicamente, os métodos
matriciais para analise estrutural (Matrix Structural Analysis - MSA), que

eram utilizados antes de 1950, antecedem o MEF.
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A MSA e o MEF sao baseados em trés aspectos principais:

— Modelagem matematica;
— Formulagao matricial de equacoes discretas lineares;

— Ferramentas computacionais.
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Figura 1.2: Principais aspectos da MSA e do MEF

A partir da década de 70, o MEF passou a ser aplicado também em

problemas de mecanica dos fluidos.

1.1
Objetivo do Trabalho

Em geral, a dinamica de uma estrutura é descrita por um sistema
de equacoes diferenciais parciais em conjunto com condigoes de contorno,
condigoes intermediarias e condigoes iniciais. Uma vez conhecidas as
freqliéncias naturais e os modos normais de vibracao do sistema (exatamente
ou aproximadamente), pode-se controlar sua dinamica. O MEF pode ser
utilizado para aproximar, numericamente, as freqiiéncias e os modos da

estrutura; e, para isso, uma formulacao fraca do problema é preferivel.

Este trabalho tem por objetivo formar um material didatico que sera
destinado aos alunos de graduacao, introduzindo conceitos béasicos sobre o
estudo de sistemas continuos e sua discretizacao pelo método de elementos

finitos. Pretende-se explicar o que é esse método de aproximagao, como
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funciona e qual deve ser o procedimento para calcular aproximagoes de

sistemas continuos.

Uma idéia é nao usar pacotes de programacao, mas sim desenvolver
programas usando o Matlab e estimular alunos de graduacao a
programarem. Além disso, deseja-se incentivar os alunos a se preocuparem

com nocoes de aproximagao, erro de aproximacao e convergencia.

Deseja-se construir aproximagoes para a dinamica de problemas
formados por estruturas simples unidimensionais (barras ou combinacao de

barras, vigas ou combinagao de vigas). Isso serd feito nas seguintes etapas:

— Modelagem do problema na Formulacao Fraca: parte-se da formulacao
forte do problema, porém a modelagem pode ser feita diretamente

usando o principio de Hamilton;

— Construgao de uma base de aproximacao: de forma a representar a

solugio como u™ (z,t) = S a;(t) ¢ (x)

Caso os modos de vibragao do problema em estudo nao sejam
conhecidos, o que acontece na maioria dos casos, constréi-se uma
aproximacao para eles, através do Método de Elementos Finitos (resolvendo
o problema de valor caracteristico associado); e, em seguida, constrdi-se
um modelo reduzido com a aproximacao dos modos. A maior dificuldade
concentra-se na construcao da aproximacao, que deve satisfazer um critério
de erro pré-fixado (por exemplo, construir os modos com um critério de erro

controlavel).

Com a aproximacao u(x,t) = > a;(t)¢;(z), deseja-se aproximar a

dinamica do problema; e isso pode ser dividido em dois problemas:

1. Achar uma base de aproximagao (aproximar ¢;);

2. Aproximar a dindmica do sistema (aproximar a;).

O processo de solugao pode ser visualizado pela figura (1.3 e serd

exemplificado no decorrer do trabalho.:
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Figura 1.3: Processo de solugao

1.2
Organizacao do Trabalho

No capitulo 2 sera apresentada a modelagem de um problema de barra,
de forma que sera desenvolvida a equagao representativa da dinamica de
movimento desse sistema e, em seguida, sera calculada a solucao analitica
de um problema especifico (barra livre-livre), apresentando as freqiiéncias

naturais e os modos de vibragao correspondentes.

O capitulo 3 apresentara todo o procedimento necessario para calcular
a formulacao fraca de um sistema continuo, mostrando as consideracoes
necessarias, as vantagens desta técnica e as caracteristicas do método
variacional adotado. Em seguida, serda desenvolvida a formulagao fraca de

um problema de barra, considerando diferentes condi¢oes de contorno.

Os assuntos abordados para problemas de barras, nos capitulos 2
e 3, serao apresentados para problemas de vigas nos capitulos 4 e 5,
respectivamente. No capitulo 4, serda modelado um problema de viga para
calcular a dinamica de movimento do sistema e sera desenvolvida a solugao
analitica de um problema de viga bi-engastada; enquanto, no capitulo 5,
serd desenvolvida a formulacao fraca de diferentes problemas de vigas, com

diferentes condig¢oes de contorno.

O capitulo 6 introduzira conceitos béasicos do Método de Elementos

Finitos, mostrando o funcionamento do método e todas as etapas necessarias
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para a sua aplicacao. Serao apresentados diferentes tipos de elementos, que
definem o tipo de aproximacao; além da construgao de equagoes elementares

que, acopladas, formam as equagoes globais do sistema.

O capitulo 7 mostrara a aplicacao do MEF a problemas especificos
de barras e vigas. Nele serao apresentadas as matrizes de massa e rigidez

elementares bem como as matrizes globais correspondentes.

Ja no capitulo 8, serao apresentados problemas de estruturas que
apresentam condicoes intermediarias, sejam apoios, molas ou massas
concentradas. Para esses problemas, serao desenvolvidas as formulagoes
fracas correspondentes e serao aproximadas as freqiiéncias naturais, os

modos de vibragao e a dinamica do sistema.

Em anexo, sera apresentado um Manual dos Programas desenvolvidos
no Matlab, mostrando todos os passos necessarios. Esses programas
aproximam freqiiéncias naturais e modos de vibragao de diversos problemas,
através do método de Elementos Finitos; e depois aproximam a dinamica

do sistema.
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