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5
Matrizes de Kasteleyn para coberturas

Considere a justaposicao A"™ de n cépias de um track segment A
periédico com (N — 1) buracos. Neste capitulo obteremos algumas informacoes
preliminares sobre as raizes de ®p(+, q).

A partir daqui entenderemos que as varidveis po,...,py estao sendo

substituidas por niimeros reais positivos ps, ..., Dy

Proposicao 5.1 Seja A um track segment periddico com (N — 1) buracos,
com um peso de Kasteleyn em D = cl (A) com tripla (N~,M,N*) =
(Nx(q), Ma(q), NX(q)). Entdo eziste um peso de Kasteleyn em D™ = cl (A™)
com tripla (Nx., Man, NX,.), onde

0 (_1)n+1N7 :
Ni. = 0 0 N, = 0 0
: (_1>n+1N+ 0
M Nt 0
N- M Nt ...
Man=| 0 N- M ... 0],
0 0 0 M

Assim, Mpn(p1,D3, ..., PN, q) = p1 "Nan(q) + Mar(q) + ;i NL. (q).

Demonstragao:

Aqui os vértices em A" = Ag...A,,_; s@o nomeados na seguinte ordem:
primeiro aqueles que pertencem a Ay (com a mesma ordem aplicada na tripla
de Kasteleyn para D), depois aqueles em A; (de novo com mesma ordem) e
assim por diante. O peso de Kasteleyn em A" designa para cada aresta contida
em algum A o mesmo peso que em A. Para cada aresta que trespassa um
corte fl; 41 DO sentido horério (resp. anti-horério), 0 < k < n — 1, designamos

como peso a entrada correspondente em N, (resp. NX); note que estes pesos
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no sentido hordrio (resp. anti-hordrio), designamos como peso (—1)"*1p;

=

. /
pertencem a A7. Finalmente, para uma aresta em D" trespassando £_

n—

N[

o

(resp. (—1)"*'p;) multiplicado pela entrada correspondente em N (resp. N).
Dai, claramente obtemos as matrizes enunciadas; agora provaremos que esta
construcao obtem um peso de Kasteleyn em Gpn.

Condigoes (a)-(c) na Definicao 4.4 sdo claramente satisfeitas. Checaremos
(d) para a base dos buracos. Isto é facil para buracos pequenos e para os
buracos secundarios. Sejam ¢ o buraco amplo primario em Gp e seu n-
recobrimento ¢, o buraco amplo em Gp». Para o peso de Kasteleyn em D,
w(t) = o(l)p»Og® = (~1)**1p;, onde a borda do buraco amplo tem
comprimento 2k (ver Definicdo 4.1). Temos que o(£,) = (—1)"**1 ¢(¢,) =1

nk+ly. que é o caso por

e v(l,) = 0 e devemos checar que w(l,) = (—1)
construcao. [J
Para um polinémio de Laurent P(X) = a(X — A\)...(X — \,)X?,

Aty oy A # 0, a n-ésima poténcia radical é

PI(X) a*(X — (=1)"HAM) (X — (=) )X

= Hj:071,...,n-1 P(C2j+ly)

onde ( = —exp(mi/n) e Y" = X.
Observe que no produto acima, os termos contendo Y*, k 2 0( mod n),

se cancelam. Sejam

Ci(zy, .y zm) = Z Ty .. T,

1<ii<...<ip<m

as fungdes simétricas usuais. Se P(X) = (@, X™ + ... + a0)X® = @, (X —
A1) (X — Apn)X?, entdo claramente PP/(X) = (aLZ]Xm +...+ a([)"])Xb, onde

af! = (1) T (DAY o (1))
= a" T x((=21)" o, (= 2A0)")

A n-ésima poténcia radical de um polinomio P(t) = (t— A\ )(t — Aa)...(t —
Am) 6 dado por PM(t) = (t — \™)(t — Xo™)...(t — Ap™).

Proposicao 5.2 Seja A um track segment periédico com (N — 1) buracos,
D =c A, ps3,...,DN,q numeros complexos fixos, Pi(p1) = ®p(p1,D2, -, PN, q)
e Po(p1) = @pn(p1, D2, -, DN, G). Entdo P, € a n-ésima poténcia radical de P.

Demonstragao:
Seja ¢ = —exp(mi/n) e r™ = p;. Seja M a matriz diagonal em blocos com
blocos (C*11) ' Nx(q) + Ma(q) + (C**Y)NZ(q), k = 0,1,...,n — 1 onde o
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determinante é claramente Pl["]. Cheque que M = X" Mun(p1, 72, ... PN, Q)X
onde X é o produto da matriz diagonal diag(I,(rl,...,(" 7" 1I) e a trans-
formada discreta matriz em blocos de Fourier, onde (j,k) — bloco é (¥,
j,k = 0,...,n — 1. Segue do teorema 3.2que o coeficiente lider de P, é a n-

ésima poténcia do coeficiente lider P;. [J


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321091/CB




