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4
Matrizes e polindomios do fluxo

Segue neste capitulo a construcao da matriz de Kasteleyn Mp, temos
det Mp = ®p(p1,p2; ..., PN, q), 0 polinomio g-fluxo de D, onde A é um track
segment periédico com (N — 1) buracos e D = ¢l A é um disco com buracos.
O polinémio ¢-fluxo ®p(py, pe, ..., PN, q) ird contar coberturas com respeito aos
fluxos (em p1,ps, ...,py) € ao volume (na varidvel formal q).

Seja A um track segment periédico com (N — 1) buracos, D = ¢l A
é um disco com buracos e £ um corte induzido em D e £ ,i > 1 os cortes
secundarios. O grafo de adjacéncia Gp de um disco quadriculado com buracos
D é um grafo orientado cujos vértices sao centros de quadrados de D e cujas
arestas associam vértices de quadrados que compartilham um mesmo lado,
sempre orientado de preto para branco. As setas dominés de uma cobertura
sdo arestas em Gp. Uma aresta cruza £ no sentido anti-horario (resp. horario)
se ela parte da colagem o (resp. ) e entra pelo oy (resp. ap). Seja C1(D) o
conjunto de somas formais (com coeficientes inteiros) de arestas de G'p. Seja
Z1(D) € C1(D) o subgrupo de somas formais tais que a cada vértice de Gp a
soma dos coeficientes de arestas adjacentes é zero.

Existe uma base natural para Z;(D): a base dos buracos. Observe que
D e Gp estdao mergulhados no R?. As componentes conexas limitadas do
complemento do grafo Gp sao os buracos do grafo Gp: cada buraco define um
elemento da base dos buracos, como segue. Os buracos do grafo limitados por
quatro arestas sao chamados de buracos pequenos. A base s; correspondente
a um buraco pequeno consiste daquelas quatro arestas orientadas no sentido
anti-horario (aqui uma aresta branco-para-preto é identificada como menos a
aresta com a orientagao original preto-para-branco). Os buracos restantes do
grafo sao chamados de buraco amplo. Para obter cada ¢; associado ao buraco
amplo correspondente, adicione as arestas contidas na borda do respectivo
buraco amplo, orientando-as de modo que o buraco amplo esteja a esquerda
de cada aresta.

Um circuito em um grafo é um subgrafo; assim, um circuito é uma curva
simples fechada contida em Gp. Circuitos orientados geram Z;(D): cada s; é

um circuito orientado e cada ¢ é a soma de circuitos orientados disjuntos. A
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decomposigao da base dos buracos de um circuito ¢ no sentido anti-horario é
muito geométrica. Da regiao do plano cercada por ¢, remova Gp para obter

uma unido disjunta de buracos hy, ..., hp: claramente temos ¢ = >_ h;.

Figure 4.1: s;, ¢; e ¢; em Gp.

Defini¢ao 4.1 Na base dos buracos, o fluxo ¢ : Z1(D) — Z, volume v :
Z1(D) = Z e sinal 0 : Z1(D) — {£1} possuem os valores

1, 1=

-~ 0(si) =0, ¢ill;) = {

-v(s;) =1, v(l) =0;

. 7
0, caso contrdrio.

~o(s;) = —1, o(f) = (=1, onde a borda do buraco amplo tem

comprimento 2k.
Proposicao 4.2 Para qualquer circuito orientado c,

(a) o fluro ¢(c) = —1,1, ou 0 dependendo se ¢ percorre o buraco considerado

no sentido hordrio, anti-hordrio ou nenhum desses dois casos;

(b) o volume v(c) é o nimero de buracos pequenos cercados por ¢, com um
sinal negativo se ¢ tem sentido horario,

p+b+Ek+1

(c) o sinal o(c) € igual a (—1) , onde p e b sao os numeros de vértices

pretos e brancos no interior de ¢ e 2k € o comprimento de c.

Demonstragao:
Seja ¢ um circuito orientado arbitrario. Para o fluxo e o volume, a

proposicao segue diretamente da decomposicao de ¢ = hq,..., hr na base dos
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buracos. Para o sinal, sejam p, b e k como acima. Pela definigao, o(c) = [[ o (h;)

oc) = (=1)7H=k,

onde 2k; é o comprimento da borda de h;. Note que o nimero total de aresta
no interiorouem cé £ = ]H”Zi k;. Além disso, o numero de vértices de Gp no
interior ou em ¢ é V = 2k +p+b. Como a caracteristica de Euler do disco com
buracos limitadoporcé 1, F—E+V =1e F = E-V+1 =1-k—p—b+)_, k;,
assim

U(C> _ (_1)p+b+k1_

O

Até agora, ¢, o e v foram definidos em Z;(D). Mas, na introdugao, foram
definidos ¢(t;to) e o(t;ty) para uma cobertura t relativa a uma cobertura base
to. Agora, esta antiga definicao de ¢ e o serd relacionada com uma nova. Note

que uma cobertura ¢ nao pertence a Z;(D) mas a diferenga ¢t — ¢, pertence.

Corolario 4.3 Seja t uma cobertura arbitrdaria de um disco com buracos D
com cobertura base tg. Entao ¢(t;te) = ¢(t —tg) e o(t;te) = d(t — o).

Demonstragao:

Isto segue da proposicao tendo em mente que a diferenca entre duas
coberturas é uma soma de circuitos orientados disjuntos c¢; que cercam as
regides das coberturas, tal que p; = b; e o(¢;) = (—1)%*1. O

Seguindo este corolario, considere v(t;ty) = v(t — ty), o volume de
uma cobertura t relativa a uma cobertura base ty. Observe que, ¢(t;ty) =
o(t, &) — d(tg, &) para um corte arbitrario &.

Seja A uma algebra comutativa com unidade sobre C; neste trabalho, A
é tipicamente um anel de polinomios de Laurent em uma ou mais variaveis:
A, =Clg,¢ e Ay, pvg = Clpr, o1t o, pvs v, ¢, ¢7 1. Uma atribuigao
de elementos inversiveis de A, i.e., elementos do grupo multiplicativo A*, as
arestas de Gp é um A*-peso em D que torna Gp um grafo com pesos. Um peso
w é portanto uma funcéo do conjunto de arestas em A* e pode naturalmente
ser identificado como um homomorfismo w : C;(D) — A*. Em particular, para
uma cobertura ¢, w(t) é o produto dos pesos das arestas em ¢. Um circuito
orientado ¢ é a soma de suas arestas que sao orientadas preto-para-branco
menos a soma das arestas que restaram: w(c) é o produto dos pesos das arestas

na primeira classe dividido pelo produto dos pesos das arestas restantes.

Definigao 4.4 Sejam A um track segment periddico com (N — 1) buracos,

. / . . . s,
D =cl A um disco com buracos, §& um corte induzido no buraco 1 (primdrio)
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e & i > 1 os cortes secunddrios. Um A*p, . .-peso w em D é um peso de

Kasteleyn se:

(a) os pesos das arestas interiores a A pertencem a Ay, py.as

! . . Y
(b) os pesos das arestas que cruzam & no sentido anti-hordrio pertencem a
* .
plA qr
! . s
(c) os pesos das arestas que cruzam & mno sentido hordrio pertencem a
=1 g% .
Di A qs

(d) para qualquer circuito orientado ¢, w(c) = a(c)p1?) .. py®N g,

Proposicao 4.5 Qualquer track segment A periédico com (N —1) buracos ad-
mite pesos de Kasteleyn. Além disso, dado uma cobertura base ty de D = cl A,

para qualquer cobertura t de D temos que w(t) = w(ty)o(t — to)p#E—t0)gv(t=t0),

Demonstragao:

Selecione uma arvore maximal dentro de Ga e designe pesos arbritarios
em A*, as arestas desta arvore; em particular, podemos designar 1 a todas as
arestas desta arvore.

Dada uma aresta e em Gp que nao estd na arvore, existe um unico
circuito orientado positivamente c, onde as arestas sao também e ou arestas
na arvore. A relacio w(c.) = o(ce)p1?1(¢e)...py®n () g¥(ce) que w deve satisfazer
pela condigao (d) acima, agora impoe o valor do peso de e. Isto define um peso
wem Gp.

Se e estd em A, entao ¢, estd também em A e portanto ¢;(c.) = 0: o0 peso
dado a e pertence a A*,, .4 verificando a condigio (a). Se e cruza ¢ mno
sentido anti-horério (resp. horario), temos ¢1(c.) = 1 (resp. —1), verificando a
condigao (b) (resp. condicao (c)).

Seja

W :Zy(D) — A

W(c) = w(c)o-<c)p1_¢1(c)”.pN_QSN(C)q_V(C)

Esta funcao é um homomorfismo de grupos e igual a 1 em todos os
circuitos ¢, orientados positivamente, que geram Z; (D). Assim, W é constante
igual a 1, provando que a condicao (d) é satisfeita para circuitos orientados
arbitrarios.

Deduzindo assim o valor de w(t) para uma cobertura ¢: dado uma

cobertura base tg fixa, escreva

w(t) = w(to)w(t—to)
= w(to)a(t — to)p1¢1(t_t0)...pN¢N(t_t0)q”(t—t0)
= w(ty)o(t; to)p1¢1(t;to)mdem(t;to)qu(t;to)
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Claramente, todos os pesos de Kasteleyn sao obtidos por esta
construcao. [J

Considere um track segmente periédico A com (N — 1) buracos, tendo n
quadrados pretos e n quadrados brancos, D = ¢l A um disco com buracos, £ o
corte induzido e um peso de Kasteleyn w em G p. Agora construiremos a matriz
de Kasteleyn Mp n x n com coeficientes em A,, ., Comece nomeando os
quadrados pretos e brancos de A (i.e., vértices de Gp); mais formalmente,
seja 7, (resp. 1) uma bijecao de {1,2,...,n} ao conjunto de quadrados pretos
(resp. brancos). Um par n = (1,,n) determina um sinal especifico para uma
cobertura t: o(t,n) é o sinal da permutagao

m,toton,: {1,...,n} — {1,..,n}

Na férmula acima, t é interpretado como uma bijecao dos quadrados

pretos para os quadrados brancos de D. Assim, uma cobertura ¢ admite sinal
o(t,n)
a(tosn)
Seja (Mp);; o peso da aresta interligando 7,(j) e 7,(7), ou zero se nen-

uma vez que uma cobertura base ¢y ou 1 é dado: temos que o(t,tg) =

huma aresta existe. Pelas condigoes (a)-(c¢) na defini¢ao de peso de Kasteleyn,
devemos escrever a matriz de Kasteleyn Mp = p;, ' N5 + Ma + p; N uni-
camente para trés matrizes com entradas em A, .4 0 (Na, Ma,NX), é a
tripla de Kasteleyn associada ao peso de Kasteleyn. Entradas nao-nulas em
Ny (resp. N{) correspondem a arestas cruzando ¢’ no sentido horario (resp.
anti-horario); entradas nao-nulas em M corresponde a arestas em A.

Seja ®p(p1, pas - PN, q) = det Mp o polinémio do fluxo de D ou A. Esta
notacao assume implicitamente dois fatos: a dependéncia inofensiva na escolha
do corte e o peso de Kasteleyn. Mais precisamente, se D = ¢l A =cl A’ e os
pesos de Kasteleyn sao indicados para A e A" entao det(ple My —i—pl-N )
pode ser obtido a partir de det (ple + Ma +p;iNX) através de multiplicagao
por um fator da forma +p;*q*. Isto segue da proposicao abaixo, que fornece

uma interpreta¢ao combinatoéria para ®p(p1, p2, .-, PN, q)-

Proposicao 4.6 Sejam A um track segment periddico com (N — 1) buracos,
D =cl A um disco com buracos, fixe um peso de Kasteleyn w em Gp, um par
de bijecoes n, uma cobertura base ty € Tp e seja Mp a matriz de Kasteleyn
correspondente. Seja ®p(p1,pa,...,PN,q) = detMp o polinomio do q-fluzo de

D. Assim, temos que

q)D(p17p27 7pN7q) =0 tOv tO Zp¢1(tt0) -p d)N(ttO)qV(t to) .
teTp
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Demonstragao:
Coberturas de D correspondem a monomios nao-nulos na expansao do

detMp. Dai, para uma cobertura base t, fixa,

detMp = Z o(t;n)w(t) = o(to; n)w(t0)2p1¢1(t*t(’)...quSN(t*tO)q”(t*tO)
t

t

a férmula desejada para ®p(p1,p2, ..., PN, q). O
Na Figura 4.2 temos um exemplo de um disco com um buraco. As linhas
grossas indicam uma cobertura t;. O determinante da matriz de Kasteleyn

correspondente é

det Mp = pg® + ¢* + 4% + 64> + 6+ 5+ 2¢ L + ¢ 2

& ® 9
— _1 —
q q q °
[
(]
[
q—4 lpq4 I q—4

; -4 -pg -4 °

Figure 4.2: Peso de Kasteleyn
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