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Anexo A 
Definição da Matriz tangente e do Vetor de Forças 
Incrementais de um Elemento de Treliça 

O elemento de treliça da Fig. A.1 possui as seguintes funções de 

interpolação: 

             
L

1h1
ξ

−=  (A.1) 

             
L

h 2
ξ

=  (A.2) 

 

       

                                             Figura A.1 – Elemento de treliça. 

 

                       

              Figura A.2 – Deslocamentos de referência e deslocamentos incrementais. 

 

Conforme mostrado na Fig. A.2, na configuração de referência representada 
1C, o vetor de deslocamentos totais conhecidos é dado por
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                      [ ]T2
1

2
1

1
1

1
11 vuvud = , (A.3) 

 

e o vetor de deslocamentos incrementais, obtido a partir de 1C, é dado por 

 

                      [ ]T2211 vuvud = . (A.4) 

 

Ainda na configuração 1C, a tensão atuante 1σ dá origem a uma força axial  
1N definida como 

                         
A

N
1

1 σ= , (A.5) 

 

onde A é a área da seção transversal do elemento. 

A matriz B0 é dada por 

 

                                                 



−= 0

L
1

0
L
1

0
B . (A.6) 

 

A matriz BL depende do vetor 
1d, definido em (A.3), e das matrizes H1 e G, 

cujas componentes são 

 

                      











=

10

01
H1 , (A.7) 

                      
















−

−
=

L
1

0
L
1

0

0
L
1

0
L
1

G . (A.8) 

 

Dessa forma,  

 

                 



 −−+−+−=

1
v1

2
v1

1
u1

2
u1

1
v1

2
v1

1
u1

2
u1

2L

1
L

B . (A.9) 

 

A matriz 1S, utilizada na montagem da matriz de rigidez geométrica, é dada 

por 
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=














σ

σ
=

A
N

0

0
A
N

0

0
S

1

1

1

1
1 . (A.10) 

As componentes da matriz de rigidez tangente e do vetor de forças 

incrementais são obtidas através das seguintes integrais: 

 

                                                    ( )∫ ξ=

L

0

1
T
1 d B B  EA0K , (A.11) 

                                        ( )∫ ξ+=

L

0

1
T
22

T
1  d  B  CB    B  C B  EA1K , (A.12) 

                                                   ( )∫ ξ=

L

0

2
T

2 d B  CBEA2K , (A.13) 

                          ∫ ∫∫ ξ=ξ=ξ=σ

L

0

L

0

T1
1

T
L

0

1T dG  G N  dG   
A
N

 G A  Gd  S GA K , (A.14) 

                              ∫∫ ξ+=ξ+=

L

0

T
21

1
L

0

1
T

21
1 d )B B(  N  d 

A
N

 )B B( A intF , (A.15) 

                                                ∫ ξ+ε=

L

0

T
21

veve d)BB(A EF , (A.17) 

 

onde E representa o módulo elástico e A representa a área da seção transversal, 

admitidos como constantes ao longo do elemento. 

Os conjuntos definidos são agora utilizados no Anexo B, onde o esquema 

computacional abordado no Cap. 3 é ilustrado. 
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Anexo B 
Algoritmo Computacional Baseado no Elemento de Treliça 

A seguir, com o auxílio do programa Mathcad, o esquema computacional 

abordado no Cap. 3 é ilustrado através do elemento de treliça definido no Anexo 

A.  As variáveis utilizadas são: 

 

- T: matriz de rotação (Fig. B.1.) 

- d_1: vetor de deslocamentos totais na configuração 1C no sistema local, 

                                                [ ]2v2u1v1u1_d = . 

- D_1: vetor de deslocamentos totais na configuração 1C no sistema global. 

- d: vetor de deslocamentos incrementais no sistema local. 

- D: vetor de deslocamentos incrementais no sistema global. 

- σ_1: tensão atuante ao longo da barra na configuração 1C. 

- N_1: força axial atuante ao longo da barra na configuração 1C, 

                                              
A

1_
1_NN1

σ
=≡ . 

-  Fint_1: vetor de forças internas na configuração 1C no sistema local. 

-  FGint_1: vetor de forças internas na configuração 1C no sistema global. 

-  εa: incremento na deformação. 

-  ∆σ: incremento de tensão. 

-  εc1: deformação por fluência total na configuração  1C. 

-  εve: incremento na deformação por fluência. 

- ∆F = F_2 – FGint_1: vetor de forças incrementais para o problema  

             elástico, no sistema global. 

- ∆F = F_2 – FGint_1 + FG_ve:  vetor de forças incrementais para o 

             problema viscoelástico, no sistema global. 

-  KGT: matriz de rigidez tangente no sistema global. 
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                             Figura B.1. – Matriz de rotação do elemento de treliça. 

 

Os modelos das barras elástica e viscoelástica encontram-se nas Figs. B.2 e 

B.3, respectivamente. Os dados de entrada e o algoritmo utilizados na 

determinação do caminho de equilíbrio da barra elástica da Fig. B.2 estão 

mostrados nas Figs. B.4 e B.6, respectivamente. Os dados de entrada para a barra 

viscoelástica da Fig. B.3 estão mostrados na Fig. B.5. O algoritmo de solução está 

dividido em duas partes: a primeira (Fig. B.7) serve para determinar a 

configuração de equilíbrio inicial proveniente da carga Po aplicada no instante        

t = 0; a segunda (Fig B.8) utiliza essa solução inicial para solucionar o problema 

viscoelástico. 

 

                             

                                            Figura B.2. – Exemplo da barra elástica. 

 

               

                                            Figura B.3. – Exemplo da barra viscoelástica. 
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ninc 5000:=número de incrementos:

fk 1.0:=fator de rigidez:

∆λ∆λ∆λ∆λ 1.0:=variação do parâmetro de carga:

controle do processo de solução  

λλλλ 0.0=fator de carga:

N_1
σσσσ_1

A
=σσσσ_1 0.0=tensão: 

D_1 0 0 0 0( )T=deslocamento:

configuração indeformada  

P 0.01−:=

carga de referência

A 1.0:=E 5 10
7

⋅:=

material

T

c

s−

0

0

s

c

0

0

0

0

c

s−

0

0

s

c













:=s

y
2

y
1

−( )
L

:=c

x
2

x
1

−( )
L

:=L x
2

x
1

−( )2 y
2

y
1

−( )2+:=

matriz de rotação :

y 0 25( )T:=x 0 2499( )T:=

coordenadas nodais :

 
 

 

Figura B.4. – Dados utilizados para determinar o caminho de equilíbrio da barra elástica. 

 
 

        

D_1 0 0 0 0( )T=

tensão: σσσσ_1 0.0= N_1
σσσσ_1

A
=

fator de carga: λλλλ 0.0=

controle do processo de solução  

- caminho de equilíbrio:

variação do parâmetro de carga: ∆λ∆λ∆λ∆λ 1.0:=
fator de rigidez: fk 1.0:=
número de incrementos de carga: ninc

- deslocamento x tempo::

número deincrementos de tempo: nts

intervalo de tempo: ∆∆∆∆ t 0.01:=

coordenadas nodais

x 0 2499( )T:= y 0 25( )T:=

matriz de rotação

L x
2

x
1

−( )2 y
2

y
1

−( )2+:= c

x
2

x
1

−( )
L

:= s

y
2

y
1

−( )
L

:= T

c

s−

0

0

s

c

0

0

0

0

c

s−

0

0

s

c













:=

material

E 5 10
7

⋅:= módulo elástico

E1 5 10
7

⋅:= ηηηη 1 5 10
8

⋅:= propriedades viscoelásticas

A 1.0:= área da seção transversal

carga de referência

P 0.01−:=

configuração indeformada

deslocamento:

 
  

                  Figura B.5. – Dados utilizados para a solução da barra viscoelástica. 
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caminho D_1 0 0 0 0( )T←

λλλλ 0.0←

σσσσ_1 0.0←

N_1
σσσσ_1

A
←

d_1 T D_1⋅←

u1 d_1
1

←

v1 d_1
2

←

u2 d_1
3

←

v2 d_1
4

←

KG0
E A⋅

L
T
T

⋅

1

0

1−

0

0

0

0

0

1−

0

1

0

0

0

0

0













⋅ T⋅←

KG1
E A⋅

L
2

T
T

⋅

2 u2 u1−( )⋅

v2 v1−( )
2 u2− u1+( )⋅

v2− v1+( )

v2 v1−( )
0

v2− v1+( )
0

2 u2− u1+( )⋅

v2− v1+( )
2 u2 u1−( )⋅

v2 v1−( )

v2− v1+( )
0

v2 v1−( )
0















⋅ T⋅←

KG2
E A⋅

L
3

T
T⋅

u2− u1+( )2

u2− u1+( ) v2− v1+( )⋅

u2− u1+( )2−

u2− u1+( ) v2 v1−( )⋅

u2− u1+( ) v2− v1+( )⋅

v2− v1+( )2

u2 u1−( ) v2− v1+( )⋅

v2− v1+( )2−

u2− u1+( )2−

u2 u1−( ) v2− v1+( )⋅

u2− u1+( )2

u2 u1−( ) v2 v1−( )⋅

u2− u1+( ) v2 v1−( )⋅

v2− v1+( )2−

u2 u1−( ) v2 v1−( )⋅

v2− v1+( )2

















⋅ T⋅←

KGσσσσ
N_1

L

1

0

1−

0

0

1

0

1−

1−

0

1

0

0

1−

0

1













⋅←

KGT KG0
4 4,

KG1
4 4,

+ KG2
4 4,

+ KGσσσσ
4 4,

+←

Fint_1 N_1 1−
u2− u1+( )
L

+
v2− v1+

L
1

u2 u1−( )
L

+
v2 v1−( )

L







T

⋅←

FGint_1 T
T
Fint_1⋅←

fk 1.0←
KGT

1.0
0>if

fk 1.0−←
KGT

1.0
0<if

λλλλ λλλλ ∆λ∆λ∆λ∆λ fk⋅+←

F_2 λλλλ P⋅←

∆∆∆∆F F_2 FGint_1
4

−←

V
∆∆∆∆F

KGT
←

D 0 0 0 V( )T←

d T D⋅←

B1
1

L
− 0

1

L
0







←

B2
u2− u1+

L
2

v2− v1+

L
2

u2 u1−

L
2

v2 v1−

L
2









←

εεεεa B1 B2+( ) d⋅←

∆σ∆σ∆σ∆σ E εεεεa
1

⋅←

σσσσ_1 σσσσ_1 ∆σ∆σ∆σ∆σ+←

N_1
σσσσ_1

A
←

D_1 D_1 D+←

carga_deslocamento
ic 1,

λλλλ←

carga_deslocamento
ic 2,

D_1
4

←

ic 1 ninc..∈for

carga_deslocamento

:=

 

 

Figura B.6. – Esquema computacional utilizado para determinar o caminho de equilíbrio 

da barra elástica. 
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cam inho D_1 0 0 0 0( )T←

λλλλ 0.0←

σσσσ_1 0.0←

N_1
σσσσ_1

A
←

d_1 T D_1⋅←

u1 d_ 1
1

←

v1 d_1
2

←

u2 d_ 1
3

←

v2 d_1
4

←

KG0
E A⋅

L
T
T⋅

1

0

1−

0

0

0

0

0

1−

0

1

0

0

0

0

0













⋅ T⋅←

KG1
E A⋅

L
2

T
T⋅

2 u2 u1−( )⋅

v2 v1−( )

2 u2− u1+( )⋅

v2− v1+( )

v2 v1−( )

0

v2− v1+( )

0

2 u2− u1+( )⋅

v2− v1+( )

2 u2 u1−( )⋅

v2 v1−( )

v2− v1+( )

0

v2 v1−( )

0













⋅ T⋅←

KG2
E A⋅

L
3

T
T⋅

u2− u1+( )
2

u2− u1+( ) v2− v1+( )⋅

u2− u1+( )
2

−

u2− u1+( ) v2 v1−( )⋅

u2− u1+( ) v2− v1+( )⋅

v2− v1+( )
2

u2 u1−( ) v2− v1+( )⋅

v2− v1+( )
2

−

u2− u1+( )
2

−

u2 u1−( ) v2− v1+( )⋅

u2− u1+( )
2

u2 u1−( ) v2 v1−( )⋅

u2− u1+( ) v2 v1−( )⋅

v2− v1+( )
2

−

u2 u1−( ) v2 v1−( )⋅

v2− v1+( )
2















⋅ T⋅←

KGσσσσ
N_1

L

1

0

1−

0

0

1

0

1−

1−

0

1

0

0

1−

0

1













⋅←

KGT KG0
4 4,

KG1
4 4,

+ KG2
4 4,

+ KGσσσσ
4 4,

+←

Fint_1 N_1 1−
u2− u1+( )

L
+

v2− v1+

L
1

u2 u1−( )

L
+

v2 v1−( )

L







T

⋅←

FGint_1 T
T

Fint_1⋅←

fk 1.0←
KGT

1.0
0>if

fk 1.0−←
KGT

1.0
0<if

λλλλ λλλλ ∆λ∆λ∆λ∆λ fk⋅+←

F_2 λλλλ P⋅←

∆∆∆∆F F_2 FGint_1
4

−←

V
∆∆∆∆F

KGT
←

D 0 0 0 V( )T←

d T D⋅←

B1
1

L
− 0

1

L
0







←

B2
u2− u1+

L
2

v2− v1+

L
2

u2 u1−

L
2

v2 v1−

L
2









←

εεεεa B1 B2+( ) d⋅←

∆σ∆σ∆σ∆σ E εεεεa
1

⋅←

σσσσ_1 σσσσ_1 ∆σ∆σ∆σ∆σ+←

N_1
σσσσ_1

A
←

D_1 D_1 D+←

carga_deslo camento
ic 1,

λλλλ←

carga_deslo camento
ic 2,

D_1
4

←

carga_deslo camento
ic 3,

σσσσ_1←

ic 1 ninc..∈for

carga_deslo camento

:=

 
 

Figura B.7. – Esquema computacional utilizado para determinar a solução elástica inicial 

que antecede a resposta viscoelástica.  
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⋅←
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ninc 3,

←
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⋅ T⋅←
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u2 u1−( ) v2− v1+( )⋅
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u2− u1+( ) v2 v1−( )⋅
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1
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0

0

1

0
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1−

0

1

0

0
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0
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⋅←

KGT KG0
4 4,

KG1
4 4,

+ KG2
4 4,

+ KGσσσσ
4 4,

+←

break
KGT

1.0
0<if

Fint_1 N_1 1−
u2− u1+( )
L

+
v2− v1+

L
1

u2 u1−( )
L

+
v2 v1−( )

L







T

⋅←

FGint_1 T
T
Fint_1⋅←

εεεεve
1

ηηηη1
σσσσ_1⋅

E1

ηηηη1
εεεεc1⋅−←

F_ve E A⋅ εεεεve⋅ 1−
u2− u1+( )
L

+
v2− v1+

L
1

u2 u1−( )
L

+
v2 v1−( )

L







T

⋅←

FG_ve T
T
F_ve⋅←

F_2 Po←

∆∆∆∆F F_2 FGint_1
4

− FG_ve
4

+←

V
∆∆∆∆F

KGT
←

D 0 0 0 V( )T←

d T D⋅←

B1
1

L
− 0

1

L
0







←

B2
u2− u1+

L
2

v2− v1+

L
2

u2 u1−

L
2
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L
2









←

it 1 nts..∈for

:=

 
 

 Figura B.8. – Esquema computacional utilizado na a solução do problema viscoelástico. 
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εεεεa B1 B2+( ) d⋅←

εεεεve
1

ηηηη1
σσσσ_1⋅

E1

ηηηη1
εεεεc1⋅−←

∆σ∆σ∆σ∆σ E εεεεa
1

εεεεve−( )⋅←

σσσσ_1 σσσσ_1 ∆σ∆σ∆σ∆σ+←

N_1
σσσσ_1

A
←

εεεεc1 εεεεc1 εεεεve+←

D_1 D_1 D+←

deslocamento_tempo
it 1,

t←

deslocamento_tempo
it 2,

D_1
4

←

 
 

Figura B.8 – (Continuação) 

 

Os resultados para a barra elástica estão mostrados nas Figs. B.9 a B.12. 

Dois valores distintos de carga de referência são utilizados: nas Figs. B.9 e B.10, 

utiliza-se 10.0P = , e nas Figs. B.11 e B.12, utiliza-se 12.0P = . Esse procedimento 

serve para comparar os resultados obtidos com e sem a inclusão do vetor de forças 

internas na equação incremental à medida que o incremento de carga aumenta. As 

trajetórias das Figs. B.9 e B.11 são obtidas com a inclusão do vetor de forças 

internas no vetor de forças incrementais, ou seja, 1int_FGPF −λ=∆ , e as trajetórias 

das Figs. B.10 e B.12 são obtidas com o vetor de forças incrementais escrito como 

PF λ∆=∆ , ou seja, sem a inclusão do vetor de forças internas. A partir desses 

gráficos é possível observar que a inclusão do vetor de forças internas na equação 

incremental de equilíbrio produz uma melhora nos resultados numéricos. Essa 

observação pode ser encontrada no trabalho de Chen & Lin (1982). 

Os resultados para a barra viscoelástica estão mostrados nas Figs. B.13 a 

B.15. Cada curva (deflexão x tempo) equivale a um valor de carga inicial Po. Com 

uma carga crítica elástica estimada em 65.9
E
P = , foram utilizados os valores 

E
P 48.0

o
P =  (Fig. B.13), 

E
P 50.0

o
P =  (Fig. B.14) e 

E
P 54.0

o
P =  (Fig. B.15). 
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Figura B.9. – Caminho de equilíbrio para uma carga de referência 10.0P =  obtido com a 

inclusão do vetor de forças internas no vetor de forças incrementais. 
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Figura B.10. – Caminho de equilíbrio para uma carga de referência 10.0P =  obtido sem a 

inclusão do vetor de forças internas no vetor de forças incrementais. 
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Figura B.11. – Caminho de equilíbrio para uma carga de referência 12.0P =  obtido com a 

inclusão do vetor de forças internas no vetor de forças incrementais. 
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Figura B.12. – Caminho de equilíbrio para uma carga de referência 12.0P =  obtido sem a 

inclusão do vetor de forças internas no vetor de forças incrementais. 
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ninc 464≡ it 1 nts..:= nts 1000≡

0 2 4 6 8 10
0

10

20

desloc_tempo it 2,−

desloc_tempo it 1,  
  

Figura B.13 – Resposta viscoelástica: Deslocamento (V) x tempo (t) para Po = 0.48 PE. 

 

 

 

        

 

  

ninc 484≡ it 1 nts..:= nts 1000≡

0 1 2 3 4 5
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20

desloc_tempo it 2,−

desloc_tempo it 1,  
  

Figura B.14 – Resposta viscoelástica: Deslocamento (V) x tempo (t) para Po = 0.50 PE. 
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ninc 520≡ it 1 nts..:= nts 1000≡
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desloc_tempo it 2,−

desloc_tempo it 1,  
  

 Figura B.15 – Resposta viscoelástica: Deslocamento (V) x tempo (t) para Po = 0.54 PE. 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115583/CA




