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Anexo A
Definicao da Matriz tangente e do Vetor de Forgas
Incrementais de um Elemento de Treliga

O elemento de trelica da Fig. A.1 possui as seguintes fungdes de

interpolacao:

hy=1-2 (A1)

hy == (A2)

7

4
*
e

L
1

Figura A.1 — Elemento de trelica.

— W

configuracio indeformacda

Figura A.2 — Deslocamentos de referéncia e deslocamentos incrementais.

Conforme mostrado na Fig. A.2, na configuragcdo de referéncia representada

'C, o vetor de deslocamentos totais conhecidos ¢ dado por
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ta={u; vy lu, lvz]T, (A3)
e o vetor de deslocamentos incrementais, obtido a partir de 'C, é dado por
d= [111 Vi u) \&) ]T . (A4)

Ainda na configuragio 'C, a tensdo atuante 'c d4 origem a uma forga axial

N definida como

IN=-2% (A.5)

onde A ¢ a area da secdo transversal do elemento.

A matriz By ¢ dada por
1 1
B0 —{ 0 I O} . (A.6)

A matriz By depende do vetor ld, definido em (A.3), ¢ das matrizes H; ¢ G,

cujas componentes sao

10
H, :[ ] (A7)

0 1

IS TP T
= L L L (A.8)

0 -—— 0 =

L L

Dessa forma,
_ 1] 1 _ 1 1. _ 1, _1

BL—L—2[ U,y Vot vy U, =y P Vl] (A.9)

A matriz 'S, utilizada na montagem da matriz de rigidez geométrica, ¢ dada

por
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1
N
PR N e
S= = e (A.10)
0 's N
0 -
A
As componentes da matriz de rigidez tangente e do vetor de forcas
incrementais sdo obtidas através das seguintes integrais:
L
KO =EAJ. (BIT Bl)dg, (A.11)
0
L
KleAI (BIT CB, +B,'C Bl) de | (A.12)
0
L
K2-EA[ (B,7c B, )iz, (A.13)
0
L L 1 L
KG:AIGT IS Gde :AI GTTNGdéleJ‘ T Gde, (A.14)
0 0 0
L X L
1Fint=AJ. (B1+BZ)TTng= 1NJ. (B, +B,)T dt, (A.15)
0 0
L
FYe =EA>3“’_|'(B1 +B,)Tde, (A.17)

0

onde E representa o modulo elastico e A representa a area da secdo transversal,

admitidos como constantes ao longo do elemento.

Os conjuntos definidos sdo agora utilizados no Anexo B, onde o esquema

computacional abordado no Cap. 3 ¢ ilustrado.
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Anexo B
Algoritmo Computacional Baseado no Elemento de Trelica

A seguir, com o auxilio do programa Mathcad, o esquema computacional
abordado no Cap. 3 ¢ ilustrado através do elemento de treli¢a definido no Anexo

A. As variaveis utilizadas sdo:

- T: matriz de rotacdo (Fig. B.1.)

-d_1: vetor de deslocamentos totais na configuragdo 'C no sistema local,
d 1= [ul vl  u2 V2].

-D_1: vetor de deslocamentos totais na configuragdo 'C no sistema global.

- d: vetor de deslocamentos incrementais no sistema local.

- D: vetor de deslocamentos incrementais no sistema global.

- &_1: tensfo atuante ao longo da barra na configuragdo 'C.

-N_1: forca axial atuante ao longo da barra na configuragdo 'C,

IN=N 1=22=",
-'T7A

- Fint 1: vetor de forcas internas na configuracao 'C no sistema local.

- FGint_1: vetor de forgas internas na configuragdo 'C no sistema global.

- ga: incremento na deformacao.

- Ac: incremento de tensdo.

- gcl: deformacio por fluéncia total na configuragio 'C.

- gve: incremento na deformacgao por fluéncia.

- AF = F 2 — FGint_1: vetor de forcas incrementais para o problema
elastico, no sistema global.

- AF = F 2 — FGint 1 + FG ve: vetor de forcas incrementais para o
problema viscoeldstico, no sistema global.

- KGT: matriz de rigidez tangente no sistema global.
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=
o
n
u

0 0 =5 «e] c=cos(®)s=sm(d)

Figura B.1. — Matriz de rotagéo do elemento de treliga.

Os modelos das barras eléstica e viscoelastica encontram-se nas Figs. B.2 e
B.3, respectivamente. Os dados de entrada e o algoritmo utilizados na
determinagdo do caminho de equilibrio da barra elastica da Fig. B.2 estdo
mostrados nas Figs. B.4 e B.6, respectivamente. Os dados de entrada para a barra
viscoelastica da Fig. B.3 estdo mostrados na Fig. B.5. O algoritmo de solucdo esta
dividido em duas partes: a primeira (Fig. B.7) serve para determinar a
configuragdo de equilibrio inicial proveniente da carga P, aplicada no instante
t = 0; a segunda (Fig B.8) utiliza essa solu¢do inicial para solucionar o problema

viscoelastico.

[

T,

Figura B.2. — Exemplo da barra elastica.

g E
E EI _lv Eq 2

Figura B.3. — Exemplo da barra viscoelastica.

"
, 2489

®
, 2499 ,
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coordenadas nodais :

matriz de rotacéo :

L::\/("z - x1)2 + (- y1)2
material
E::5-107 A=10

carga de referéncia
P:=-0.01

configuracéo indeformada

deslocamento:
tensao: c_1=00

fator de carga: A=00

controle do processo de solucdo

variagao do parametro de carga:
fator de rigidez:
numero de incrementos:

x:= (0 2499)7 y=(0 25)7

D1=(0 0 0 0

)T

N1=2=t
A

AL =10
fk:=1.0
ninc := 5000

o o 0 o»n

0O o o o

Figura B.4. — Dados utilizados para determinar o caminho de equilibrio da barra elastica.

coordenadas nodais

carga de referéncia
P = -0.01

configuracao indeformada
deslocamento:

(
0

.0

X 0
_ 0

D,
tensdo: )
A

A
S

fator de carga:

controle do processo de solucéo

- caminho de equilibrio:
variagado do parametro de carga:
fator de rigidez:
numero de incrementos de carga:

- deslocamento x tempo::
numero deincrementos de tempo:
intervalo de tempo:

x= (0 2400 ) y=(0 25)
matriz de rotacdo c
L= \/(xz - x1)2 7 3’1)2 c= (2~ *) s = b2~ %1) P
L L 0
material 0
E=510" modulo elastico
E1 = 5.107 n1:= 5,1()8 propriedades viscoelasticas
A=10 area da segdo transversal

00 o) ;
N1 ==
A

A =10
fk = 1.0
ninc

nts
At:= 0.01

o o o (]

-S

Figura B.5. — Dados utilizados para a solugéo da barra viscoelastica.
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caminho = [D_ 1< (0 0 0 o)
A« 0.0
61«00
Nt oL
A
for ice 1. ninc
d_1«TD_1
ul « d_11
vi ed_12
u2 « d_13
V2 d_14
10 10
keo EAF 0 00 01
L 10 1 0
0 0 0O
[ 2-(u2 - u1) (VZ - v1) 2-(—u2 + u1) (—v2 + v1)
KG1&ﬂ~TT~ (v2—v1) 0 (—v2 +v1) 0
L2 2(u2+u1) (v2+v1) 2(uz-u1) (v2-v1)
L (~v2 +v1) 0 (v2 - v1) 0
(—uZ + u1)2 (—uZ + u1)-(—v2 + v1) —(—uZ + u1)2 (—uZ + u1)-(v2 - v1)
KG2 eE—?~TT~ (—u2 + u1)-(—v2 + v1) (—v2 +v1 )2 (u2 - u1)-(—v2 + v1) —(—VZ +v1 )2 T
L 4—u2 + u1)2 (u2 - u1)~(—v2 + v1) (412 + u1)2 (u2 - u1)~(v2 - v1)
L (—uZ + u1)-(v2 - v1) —(—v2 + v )2 (uZ - u1)-(v2 - v1) (—v2 +v1 )2
1 0 10
Koo Nt [0 1 0
L 1.0 1 0
Lo 10 1)

-u2 + u1)

-v2 +v1

KGT « KGO4V4+ KG14,4+ KG24’4+ KGO’4V4

14 (uZ—u1)

(v2 -v1

Fint_1 < N_1 -|:—1 + (
L L

FGint_1 < T -Fint_1

fk 10 if KeT
1.0

>0

fk « 10 if ket
1.0

A <—A+Ar-fk
F2<AP
AF « F_2 - FGint_1

<0

4

v AF

KGT
pefo 0o v)
d<TD

B1<—(~l 0 1 0)
L L

L

L2 L2 L2

ea <« (B1+B2)d

Ac < E-ga

B2<;[—u2-¢-u1 —~v2 +vl u2-ul

1
o_1«o_1+Ac

N1t
A

D 1«<D_1+D

<« A

carga_deslocamento .
ic,1

carga_deslocamento ic.2 <« D_14

carga_deslocamento

v2 - v1
LZ

|

Figura B.6. — Esquema computacional utilizado para determinar o caminho de equilibrio

da barra elastica.
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caminho := T

D1« (0000)
A« 0.0
o_1« 0.0

1
N_l(—c;
A

for ice 1.. ninc

ga « (Bl + B2)d

Ac eE-eal

o l«oc_1+Ac
1
- A

D1«<D1+D

carga_deslo camentoic 1€ A

«~D_1

carga_deslo camenmic’2 1,

«~o_1

carga_deslo camentoic’l

carga_deslo camento

d_1«< TD_1
u1<—d711
v1<—d71z
uZed_l3
v2<—«‘.l_l4
1.0-10
EA 1|0 00 0
KGO0 « — T T
L -101 0
000 0
_2-(u27u1) (v2-vl) 2(-u2 +ul) (-v2+ vl
EA T (v2-vl) 0 (-v2 + vl) 0
KGl « —T
L2 2(-u2 + ul) (-v2+vl) 2(u2-ul) (v2-vl)
L (-v2+v1) 0 (v2—-vl) 0
[ 2 2
(—u2 + ul) (—u2 + ul)(-v2 + vl) —(—u2 + ul)
EA 1| (-u2 +ul)(-v2+vl) (-v2 + vl)2 (u2 — ul)(-v2 + vl)
KG2 «——T
3 2 2
L —(—u2 + ul) (u2 — ul)(-v2 + vl) (—u2 + ul)
L (—u2 + ul)(v2 - vl) —(-v2 + vl)2 (u2 — ul)(v2 - vl)
1 0 -1 0
0 1 0 -1
KGo « —
L -1.0 1 0
0 -1 0 1
KGT<—KG04’4+KG14’4+KG24’4-¢-KGo‘4w4
) (-u2 + ul) —v2+ vl (w2 -ul) (v2-v1) |¥
Fint_1 < N_1{ -1+ 1+
- - L L L
N T .
FGint_1 <~ T~ ‘Fint_1
fk « 1.0 if KGT >0
1.0
.. KGT
fk < -1.0 if <0
A < A+ AL fk
F2« AP
AF < F_2 - FGint_l4
V « AF
KGT
D (000 V)
d <« TD
Bl « L 0 L 0
L L
—u2 +ul —v2+vl u2-ul v2-vl
B2« 2 2 2 2
L L L L

(—u2 + ul)(v2 - vl)
—(-v2 + vl)2
(u2 — ul)«(v2-vl)

(-v2 + vl)2

Figura B.7. — Esquema computacional utilizado para determinar a solugao elastica inicial

que antecede a resposta viscoelastica.
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desloc_tempo := | Po < P-caminho ninc. 1
: T
D_1e(0 00 camlrhoninc,z)
o1 &mminhoninc’3
NP
A
gcl « 0.0
t< 0.0
for ite1..nts
te t+At
d_1«<TD_1
ul d_1,
Vi —d,
uz d_1,
V2 «d1,
1010
. 000 0
koo « EAT. T
L 4101 0
000 0
[2(u2-u1) (v2-wv1) 2(u2+u1) (~v2+w1)
ko1 EA T (v2 -v1) 0 (-v2 +v1) 0 T
2 2(u2+u1) (v2+v1) 2(u2z-ut) (v2-v1)
L (v2 +v1) 0 (v2 -v1) 0
(—u2 + u1)2 (—u2 + u1)-(—\12 +vi ) 4412 + u1)2 (412 + u1)-(v2 -vi )
KGZ&E—:\~TT~ (412+ u1)-(4/2 +v1) (412 +vi )2 (u2— u1)-(—\/2 +v1) 4—\2 +vi )2 T
L 4—u2 + u1)2 (u2 - u1)-(—v2 +vi ) (—u2 + u1)2 (u2 - u1)-(\/2 -vi )
| (~u2 +ut)(v2 -v1) V2 +v1 )2 (u2-u1)(v2 -v1) (~v2 +v1)2
1.0 10
01 0
KGO‘(*M~
L|10 10
0 1 0 1
KGT « KGO4’4 + KG14,4 + KGZ4’4+ KG°4,4
break if KGT<0
1.0
T
Fint 1 < N1 .[71 . (w2+u1) v24+w 1. (u2-u1) (v2-w1 )}
L L L L

FGint1 T -Fint_1

1 E1
eve «——-o_1 -—gcl
n1 n1

(2-u) (v2-v1) }T

F_ve « E-Agve | -1+
L L L L

FG_ve « TT -F_ve
F_2 < Po

AF « F_2 - FGint_1, + FG_ve

4 4

AF

Ve«
KGT

D«<(0 00 V)T

d«TD

B1<——1010
L L

Bz&[mum 2 +vl u2-ul vzfv1j

2 2 2 L2

Figura B.8. — Esquema computacional utilizado na a solugédo do problema viscoelastico.
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ca« (B1+B2)d
1 E1

gve « —-o0_1 - —&cl
n1 n1

Ac E»(sa1 - sve)

o 1«<0o1+Ac

N1t
A

gcl « gc1 + gve
D 1«<D1+D

deslocamento_tempo i «— t

t, 1

deslocamento_tempo it, 2 <« D_14

deslocamento_tempo

Figura B.8 — (Continuagao)

Os resultados para a barra eléstica estdo mostrados nas Figs. B.9 a B.12.
Dois valores distintos de carga de referéncia sao utilizados: nas Figs. B.9 e B.10,
utiliza-se P=0.10, e nas Figs. B.11 e B.12, utiliza-se P=0.12. Esse procedimento
serve para comparar os resultados obtidos com e sem a inclusao do vetor de forcas
internas na equagao incremental a medida que o incremento de carga aumenta. As
trajetorias das Figs. B.9 e B.11 sdo obtidas com a inclusdo do vetor de forcas

internas no vetor de forcas incrementais, ou seja, AF=AP-FGint 1, € as trajetorias

das Figs. B.10 e B.12 sdo obtidas com o vetor de for¢as incrementais escrito como
AF=ALP, ou seja, sem a inclusd@o do vetor de forcas internas. A partir desses
graficos € possivel observar que a inclusdo do vetor de forcas internas na equagao
incremental de equilibrio produz uma melhora nos resultados numéricos. Essa
observacgao pode ser encontrada no trabalho de Chen & Lin (1982).

Os resultados para a barra viscoelastica estdo mostrados nas Figs. B.13 a
B.15. Cada curva (deflexdo x tempo) equivale a um valor de carga inicial P,. Com

uma carga critica elastica estimada em P, =9.65, foram utilizados os valores

E
P =048P, (Fig. B.13), P =050P, (Fig. B.14) e P =0.54P, (Fig. B.15).
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AF =F 2 — FGint_1 4
P=-0.10 ninc = 600 ic:=1,20.. ninc w:=0. -55
20 [
o
[
cammhoic’ 1 (—P)
Lod
E 3 1
- —3-(252-W+7-25-W2+7-W3j 0 —
2500
| |
0 20 40 60
- camlnhoic’ P w

Figura B.9. — Caminho de equilibrio para uma carga de referéncia P =0.10 obtido com a

inclusao do vetor de forgas internas no vetor de forgas incrementais.
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_E(
2500°

252 -w+i 25 -w2+—; W

AF = P AL -tk
P=-0.10 ninc = 400 ic:=1,20.. ninc w:=0.. -55
20
cammhoic, 1 (=P)
_e_

Figura B.10. — Caminho de equilibrio para uma carga de referéncia P =0.10 obtido sem a

inclusado do vetor de forgas internas no vetor de forgas incrementais.
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AF =F 2 - FGint 1,

P=-0.12 ninc = 400 ic:=1,20.. ninc w:=0..-55

20

I I
0 20 40 60

—caminho, . ,—-w
ic,2

Figura B.11. — Caminho de equilibrio para uma carga de referéncia P =0.12 obtido com a

inclusao do vetor de forgas internas no vetor de forgas incrementais.

AF = P-A\ -tk

P=-0.12 ninc = 400 ic:=1,20.. ninc w:=0..-55

20

Figura B.12. — Caminho de equilibrio para uma carga de referéncia P =0.12 obtido sem a

inclusao do vetor de forgas internas no vetor de forgas incrementais.
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ninc = 464 it:=1..nts nts = 1000

20

—desloc_tempoj; o 10 [ H

I I I I
0 2 4 6 8 10

desloc_tempo j;

Figura B.13 — Resposta viscoelastica: Deslocamento (V) x tempo (t) para P, = 0.48 Pk.

ninc = 484 it:=1.. nts nts = 1000

20

—desloc_tempo;; » 10 [~ T

I I I I
0 1 2 3 4 5

desloc_tempo j;

Figura B.14 — Resposta viscoelastica: Deslocamento (V) x tempo (t) para P, = 0.50 Pk.
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20

15

— desloc_tempo ¢ 5 10

ninc = 520 it:=1.. nts nts

1000

0 0.2 0.4

0.6

desloc_tempo j; |

0.8

Figura B.15 — Resposta viscoelastica:

Deslocamento (V) x tempo (t) para P, = 0.54 Pg.
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