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4
Exemplos

4.1
Trajetérias de Equilibrio de Modelos Elasticos

Nos exemplos da Secdo 4.2, observa-se que a resposta viscoeldstica é
sempre antecedida por uma resposta eldstica instantanea definida no tempo t=0.
A solugdo elastica inicial fornece as tensdes e os deslocamentos correspondentes a
um determinado nivel de carga, que sdo alguns dos dados necessarios para a
obtencdo da resposta viscoeldstica.

Os Exs. 4.1.1 a 4.1.6 servem para validar a aplicacdo do modelo numérico
implementado a solug¢do do problema eldstico geometricamente ndo-linear através

do tragado de trajetdrias de equilibrio.

4.1.1
Coluna Engastada

O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.1. Utiliza-se uma malha composta

por 5 elementos Q8 (quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracao.
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Figura 4.1. — Exemplo 4.1.1.: Coluna engastada.

Dois casos de carga sdo considerados. O momento M, na Fig. 4.1.a

(Galvao, 2000), faz o papel de uma carga de perturbagdo que ¢é aplicada apenas no
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primeiro passo do processo incremental (Pg indica uma carga de referéncia fixa).
O segundo caso de carga, mostrado na Fig. 4.1.b, é utilizado por Wood &
Zienkiewicz (1977). As trajetorias de equilibrio para os dois casos, obtidas com o

programa computacional, sao mostradas nas Figs. 4.2 e 4.3.
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Figura 4.2. — Exemplo 4.1.1.: Trajetéria de equilibrio (PxU), para o caso de

carga da Fig. 4.1.a.
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Figura 4.3. — Exemplo 4.1.1.: Trajetéria de equilibrio (PxU), para o caso de

carga da Fig. 4.1.b.
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4.1.2
Portico de Williams

O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.4. Utiliza-se uma malha composta

por 10 elementos Q8 (quadrildtero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. A

solugdo analitica pode ser encontrada no trabalho de Williams (1964).
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Figura 4.4. — Exemplo 4.1.2.: Pértico de Williams.
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Figura 4.5. — Exemplo 4.1.2.: Curvas (PxV) e (PxR).

A Fig. 4.5 comprova a eficiéncia do modelo computacional em relagdao a

ultrapassagem de pontos-limite. A precisdo da solucdo numérica pode ser

verificada com o auxilio dos resultados obtidos por Wood & Zienkiewicz (1977).
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4.1.3
Arco Abatido

O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.6. Utiliza-se uma malha composta

por 10 elementos Q8 (quadrildtero com 8 nds) com 4 pontos de integracao.

detalhe do apoio

i
160

| secdo
10 elementos E::I . s
B=100 |
: Tk
E=10 x 10 espessura = 1

#=0.0

Figura 4.6. — Exemplo 4.1.3.: Arco abatido.

Neste problema, a menor carga critica elastica esta relacionada a um ponto
de bifurcacio associado a configuracdao deformada assimétrica representada pela
linha tracejada mostrada na Fig. 4.6. O segundo ponto critico sobre a trajetdria de
equilibrio equivale a um ponto-limite associado a configuracdo deformada
simétrica. Esses dois pontos criticos estdo presentes nas trajetorias de equilibrio
mostradas na Fig. 4.7, que foram obtidas a partir do programa computacional. A
Fig. 4.8 mostra as curvas carga vs reagdo de apoio.

A precisdo da solugdo numérica pode ser verificada com o auxilio dos
resultados obtidos por Wood & Zienkiewicz (1977). Os valores numéricos da

carga critica e deslocamento critico associados a bifurcacdo da trajetdria
coincidem, respectivamente, com os valores 13 EI/ R? e 0.108R, enquanto o valor
numérico da carga critica associada ao ponto-limite coincide com o valor

153E/R2.
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Figura 4.7. — Exemplo 4.1.3.: Trajetérias de equilibrio.

------ Flambagem assimétrica
Flambagem simétrica

Figura 4.8. — Exemplo 4.1.3.: Curva carga vs reagado de apoio (Px H).
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Diferentes processos para a obtencdo das trajetérias de equilibrio constam

na literatura (Wood & Zienkiewicz,1977): Lee et al. (1968) e Batoz et al. (1976)

utilizam pequenas cargas de perturbacdo para a obten¢do da configuracdo

deformada assimétrica e Matsui

& Matsuoka (1976) prescrevem,

nas

proximidades do ponto de bifurcacio, deslocamentos proporcionais ao primeiro

modo de flambagem. No préprio trabalho de Wood & Zienkiewicz (1977), o

caminho assimétrico é obtido através da imposi¢do de uma pequena perturbacao
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inicial ao raio do arco, ou seja, através da imposicdo de uma imperfeicao
geométrica inicial.

No presente trabalho, as curvas das Figs. 4.7 e 4.8 foram obtidas sem a
necessidade da imposicdo de imperfeicdes iniciais na geometria ou na carga.
Além disso, a técnica numérica empregada baseia-se em um esquema simples de
controle de carga baseado apenas no acompanhamento dos valores dos pivos da
matriz de rigidez tangente ao longo do processo incremental (Cap. 3). A partir
dessas consideragdes, pode-se supor que o “acionamento” da trajetoria assimétrica
(Fig. 4.7) decorre apenas das perturbacdes numéricas inerentes a solugdo
incremental utilizada.

O controle de carga acima descrito € feito de forma automdtica pelo
programa. Esse controle automaético, porém, é valido somente para os casos onde
€ possivel adotar AL<0 (decréscimo de carga) quando hd 1 pivo negativo ou
AL >0 (acréscimo de carga) quando todos os pivOs sao positivos. Foi necessério,
portanto, adicionar ao programa computacional linhas de comando especificas
para o exemplo do arco abatido, cujas trajetérias de equilibrio sdo obtidas
conforme esquema mostrado na Fig. 4.9. Nos demais exemplos da Secdo 4.1, o

processo automatico citado acima € suficiente.

2 pivds
negativos
1 pivid
el A<D
fh =0 X

trajetdria
assimétrica
trajetdria
simétrica

Figura 4.9. — Procedimento de controle de carga utilizado para o exemplo 4.1.3, baseado
na imposicdo de sinais positivos e negativos ao fator de carga AL ao longo das

trajetérias de equilibrio.
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414
Arco Elevado

O modelo estrutural € mostrado na Fig. 4.10. Utiliza-se uma malha
composta por 16 elementos Q8 (quadrildtero com 8 nds) com 4 pontos de
integracdo. A Fig. 4.5 mostra os resultados numéricos. A precisdo da solugdo
numérica pode ser verificada com o auxilio dos resultados obtidos por Wood &

Zienkiewicz (1977).
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Figura 4.11. — Exemplo 4.1.4.: Trajet6rias de equilibrio do arco elevado.
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415
Calota Esférica Axissimétrica

O modelo estrutural € mostrado na Fig. 4.12. Utiliza-se uma malha
composta por 6 elementos Q8 (quadrilaitero com 8 nds) com 4 pontos de

integracao.
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o e __I"'_,___hw h
- l !
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dados do & elementos E::I t=0.01576 ] segac

=xemplo: - nssog SSNNNNNR
Paio=4.755 T f———
L= 9 espessura = 1
E =10 x10°
¥ =03

Figura 4.12. — Exemplo 4.1.5.: Calota esférica.

Este exemplo trata do comportamento de uma casca axissimétrica na forma

de uma calota esférica submetida a um carga central pontual (r/R=0.0), ou a um
anel de cargas (r/R=0.25; r/R=0.42). A formulagio axissimétrica permite que os

6 elementos finitos utilizados na discretizagdo sejam distribuidos apenas ao longo
da metade do perfil mostrado na Fig. 4.12, que corresponde ao trecho que vai do
ponto central, onde ocorre o deslocamento V, até o ponto de apoio. A Fig. 4.13
mostra os resultados numéricos. As trajetérias de equilibrio mostram que o
crescimento do raio de aplicacdo da carga implica na ocorréncia de flambagem
por ponto-limite. A precisdo da solugdo numérica pode ser verificada com o

auxilio dos resultados obtidos por Wood & Zienkiewicz (1977).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115583/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0115583/CA

Capitulo 4 — Exemplos 62

Figura 4.13. — Exemplo 4.1.5.: Trajeto6rias de equilibrio para diferentes valores de r/R.

4.1.6
Cilindro Circular Axissimétrico

A flambagem de cilindros curtos ocorre com o surgimento de uma
meia-sendide na dire¢do axial (Fig. 4.15.a). Em cilindros muito longos e de
pequeno didmetro, a flambagem se desenvolve de forma similar a uma coluna
(Fig 4.15.b). Em cilindros moderadamente longos, a flambagem se propaga ao
longo da superficie (Fig. 4.15.c). Os cilindros moderadamente longos podem ser
diferenciados dos cilindros muito curtos através do seguinte parametro

geométrico:

2
z=L"i-v?, @.1)

Rh

onde L é o comprimento longitudinal do cilindro, R € o raio do cilindro, h € a
espessura da parede do cilindro e v é o coeficiente de Poisson. Para valores de
Z.<2.85, tem-se um cilindro muito curto. Neste exemplo, utilizam-se valores de L,
R e h condizentes com a geometria de um cilindro moderadamente longo, com

Z>2.85.
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fal (b =g

Figura 4.14. — Configuragbes pds-criticas de cilindros, associadas a diferentes

geometrias (Chajes, 1985).

Um outro ponto a observar € a questdo da validade da utilizagdo do
elemento axissimétrico para simular a flambagem do cilindro moderadamente
longo. A solu¢@o numérica obtida, que serd discutida mais adiante, mostra que é
possivel deduzir, com uma boa aproximacdo, o valor da carga critica de um
cilindro moderadamente longo submetido a carregamento axial através do
elemento axissimétrico. Essa possibilidade evidencia a contribui¢do de um modo
axissimétrico, similar a configuracdo ‘“sanfonada” mostrada na Fig. 4.15, no
desencadeamento do mecanismo de flambagem que antecede o comportamento

pOs-critico do cilindro (Fig. 4.14.c).

Figura 4.15. — Configuracao critica aproximada (Allen & Bulson, 2001).
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O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.16. Discretiza-se uma faixa de 1rd
da parede do cilindro através de uma malha composta por 20 elementos Q8
(quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integragdo. Em virtude da formulacao
axissimétrica, considera-se uma forca N que atua sobre uma faixa de drea

delimitada pela espessura h e por uma faixa angular de 1rd.

espessura
h

K—

ES I
mmn

elemento
axissimétrico
altura
L
1

S

Carga axial simétrica
distribuica

1/ N
1/ N

oF w =
(8] Carregamento (k) Geometria e discretizagdo (o) Condigies de apoio () Discretizacio
da parede do cilindro da carga

Figura 4.16. — Exemplo 4.1.6: Discretizacao do cilindo circular: geometria, condi¢cdes de

apoio e carregamento.

A tensao critica do cilindro € dada por
Eh

RJﬂLvﬂ’ 4.2)

onde E representa o médulo de Young e v € o coeficiente de Poisson. R e h estdo

Ocr =

mostrados na Fig. 4.16. Considera-se que essa tensdo atua uniformemente sobre
uma drea definida por
A=27Rh. 4.3)
As Egs. (4.2) e (4.3) permitem que uma carga resultante critica (Q.;) seja
definida como
Qy =0y A. (4.4)

Atuando sobre uma faixa de 1rd, a for¢a resultante N, €, entdo, escrita como
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— QCI‘

cr 275 *

(4.5)

A Fig. 4.17 mostra as duas condi¢Oes de apoio utilizadas no exemplo.
Através da solucdo numérica, observa-se que a retirada do apoio superior (Fig.

4.17.b) reduz a carga critica a metade daquela obtida a partir da solu¢do analitica.

1 Hl
carga
qu I critica
o 0 Hcr:
Z0 elementos E} N, (numérico)
E= 3.0x10° fE N_, = 45525
Y=0.33
L=10 J_ N_, % 22788
B=1_75
- M. analitico = 45870
h=0_0%
tal ib) 3]

Figura 4.17. — Exemplo 4.1.6.: (a) e (b): Condigbes de apoio. (c) Valores de carga critica

analitica e numérica.
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Figura 4.18. — Exemplo 4.1.6.: Curva N x U, associada a condicdo de apoio da
Fig. 4.17.a.

As Figs. 4.18 e 4.19 referem-se ao cilindro com a condicdo de apoio da

Fig. 4.17.a. Cada um dos pontos A-F sobre a curva da Fig. 4.18, que mostra a
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trajetéria de equilibrio correspondente ao deslocamento axial da extremidade
superior do cilindro em funcdo da carga N, estd relacionado a uma configuracdo

deformada da Fig. 4.19. Os pontos sobre as deformadas sdo pontos nodais.

Figura 4.19. — Exemplo 4.1.6.: Configuracdes deformadas da parede do cilindro,

associadas aos pontos A-F sobre a trajetéria de equilibrio da Fig. 4.18.

A Fig. 4.21 mostra as configuracdes deformadas da parede do cilindro com
a condigdo de apoio da Fig. 4.17.b. E possivel verificar, através da comparagio
entre as Figs. 4.19 e 4.20, como a deformacdo critica € diferente para as duas

condi¢des de apoio.
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Figura 4.20. — Exemplo 4.1.6.: Deformagbes da parede do cilindro relacionadas a
condicao de apoio da Figura 4.17.b: (a) e (b) Configuragbes anteriores a flambagem; (c)

Configuragéo critica.

4.2
Modelos Viscoelasticos

Os Exs. 4.2.1., 422. e 4.23. servem para validar o programa
implementado. Posteriormente, estuda-se a resposta viscoeldstica dos diferentes

modelos estruturais empregados na Secao 4.1.

4.2.1
Deformacao por Fluéncia

Neste exemplo, estuda-se o deslocamento devido a fluéncia na extremidade
de uma barra submetida a uma carga axial varidvel (varidvel em passos) ao longo
do tempo. O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.21. Utiliza-se uma malha
composta por 6 elementos Q6 (quadrilitero com 6 nds) com 4 pontos de
integracdo. Um esquema computacional, desenvolvido com o Mathcad, fornece a
solucdo analitica (Fig. 4.22). Na Fig. 4.23, essa solucdo analitica € utilizada para

verificar a precisdo da solu¢do numérica obtida com o programa computacional.
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Figura 4.21. — Exemplo 4.2.1.: Barra viscoelastica.
Po:=10 P(Y)= |0 if 0>t
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E 7 3.Po if t>10
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Figura 4.22. — Exemplo 4.2.1.: Solugao analitica (Mathcad).
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Figura 4.23. — Exemplo 4.2.1.: Comparagéo entre as solu¢gdes numérica e analitica.

4.2.2
Relaxacao

Neste exemplo, estuda-se a relaxacdo da tensdo axial em uma barra
indeslocdvel submetida a uma variacdo de temperatura mantida constante no
tempo. O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.24. Utiliza-se uma malha
composta por 4 elementos Q4 (quadrilaitero com 4 nds) com 4 pontos de
integracdo. A barra tem os deslocamentos laterais impedidos. T, € a temperatura
aplicada e mantida constante a partir do tempo t=0, T; € a temperatura relativa a
barra indeformada e o é o coeficiente de dilatacdo térmica do material.

A solugdo analitica é fornecida por Zienkiewicz et al.(1968). Na Fig. 4.25,
essa solucdo analitica € utilizada para verificar a precisdo da solu¢do numérica
obtida com o programa computacional. O valor da tensdo axial — uniforme ao
longo da barra em qualquer instante de tempo — pode ser obtido através das
reacOes de apoio R em cada instante, cuja resultante € dividida pela drea da secdo

transversal (Fig. 4.24).
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geometria e discretizagdo
carregamento sobre da geometria
a barra: e da carga:
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r AT 4 T
At T E —F
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T
T4 Tit) tensfo na barra:
o - =
g,=P/fh=T
tenpo P=2R
dados do modelo
exemplo: viscoelastico
- ..} — E
T =40°C T;=200C =0_25 1
L=10 h=1 espessura=1 E
E=1000 E,=250 %= 2800 ki
Figura 4.24. — Exemplo 4.2.2.: Barra indeslocavel submetida a uma variagdo de

temperatura constante.

] numérico

analitico

4000

3000

compressao o,

2000

1000

0 T T T T
0 2 4 6 8 10

tempo (s)

Figura 4.25. - Exemplo 4.2.2.: Relaxa¢do da tensdo em uma barra submetida a uma
variacao de temperatura constante.
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4.2.3
Colunas Viscoelasticas

Neste exemplo, que também serve para validar o programa desenvolvido,
estuda-se o deslocamento devido a fluéncia em uma coluna simplesmente apoiada
submetida a uma carga axial constante ao longo do tempo. O modelo estrutural é
mostrado na Fig. 4.26. Utiliza-se uma malha composta por 5 elementos Q8
(quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. As coordenadas nodais ja
consideram a imperfeicdo geométrica inicial que existe antes da aplicagdo da
carga. A solucdo analitica € descrita a seguir (Creus, 1986). Na Fig. 4.27, essa
solucdo analitica é comparada com a solu¢do numérica obtida com o programa
computacional.

Inicialmente, considera-se uma deflexdo inicial (Fig. 4.26) definida por
—02sin [ EX
y =0.2sin ( 3 ) . (4.6)

A carga critica elastica da coluna é dada por

2
n“ EI
P, == “@.7
L

A carga critica viscoeldstica é dada por

2
n“E_1 EE
P,.=——=,onde E_, =———.
L2 E+E1

(4.8)
Ap6s a aplicacdo da carga P, no instante de tempo t=0, a deflexdo do ponto
central da coluna, inicialmente dada por b, (Fig. 4.26), passa a ser definida pela

expressao

V()= ( 4.9

Po bc (Pve_Pe) (Pve_Po E+El j Pve bc
exp ti+ s
Pe_Po)(Pve_Po) Po_Pe M1 (Pve_Po)
A Eq. (4.9) fornece, para diferentes valores de P,, as solucdes analiticas
utilizadas na Fig. 4.27. Com este exemplo, verifica-se a validade do programa
computacional para problemas que envolvem, simultaneamente, viscoelasticidade

e ndo-linearidade geométrica.
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discretizagio da carga e
da geometria imperfeita:c

T,V

dados do exemplo: h=1 Iﬂ-'?'dElD L

L=100 wiscoelastico:
espessura=1 E1
b=0.2 .
E=30 x 10°

5 n
E1= 20 x 10 1
7,=30 x 107

Figura 4.26. — Exemplos 4.2.3.: Modelagem de uma coluna viscoelastica simplesmente

apoiada, submetida a uma deflex&o inicial e a uma carga axial constante P,,.

4.0

o numérico (Po=1100)
3.5 — = = analitco (Po=1100) K'
O numérico ( Po = 1234) K,/
it Po=1234
3.0 analitico ( ) ,
A numérico ( Po =1300) A
= =« ==« analitco (Po=1300) A//

0.0 T T T T
0 10 20 30 40 50
tempo (s)

Figura 4.27. — Exemplos 4.2.3.: Comparagéao entre os resultados numérico e analitico.

Como exemplos adicionais, utilizam-se os modelos mostrados na Fig. 4.28.
Os resultados numéricos mostrados nas Figs. 4.29 e 4.30 mostram que a ordem de
grandeza das deflexdes originadas na coluna no instante em que a carga P, é
aplicada ndo interfere no valor da carga critica viscoeldstica, cujo valor € obtido a

partir das expressoes
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2
FLl SO | EE
P,=—=—,0nde E_, =——1— (4.10)
2 E+E
4L 1
dados do
exenplo: ¥ .
modela b /io B
viscoelastico __ A i -
N u
E !
! 0 M: perturbagdo Fo: carga
E ! iricial mantida .
W 1 0> Ccarga
1 i U U mantida
o o o
| S B
! il & B |

E elementos i:j . . i i l l l lPD

h=1 I'

espessura=1 1 i i

L=100 |I

E=30x lEI‘5 & - =

E1=3I3x106 v L L4 14~

w=50%107 X —— ——

1 {alcaso de carga 1 (b} caso de carga 2

Figura 4.28. — Exemplos 4.2.3.: Modelagem de uma coluna viscoeléstica engastada e

submetida a carregamentos iniciais distintos.

6E-005
/
0 =
- /
- — Po=340 .
5E-005+

4E-005-

-
>3E*005—
2E-005-
1E-005-
0 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo (s)
Figura 4.29. — Exemplos 4.2.3.: Resposta viscoelastica (Vxt) para o caso de

carga da Fig. 4.28.a.
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0.10

0.094

—— == P0=250 /
Po = 308 ’

= -« — Po0=2340 ,

0.084

0.074

0.06—

-
> 0.05-
0.04-
0.03
0.02
0.01-
0.00 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo (s)
Figura 4.30. — Exemplos 4.2.3.: Resposta viscoelastica (Vxt) para o caso de

carga da Fig. 4.28.b.

4.2.4
Portico Viscoelastico

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural

mostrado na Fig. 4.31. Utiliza-se uma malha composta por 10 elementos Q8

(quadrilatero com 8 ndés) com 4 pontos de integracdo. O estudo € feito para

diferentes valores de P,, que corresponde a uma carga aplicada no instante t=0 e

mantida constante.

modelo
wviscoeldastico

Ey

Ly

lPD 7

(5
~

10 elementos E:j

h =0.38¢
H =1z.343

E=l0.3 x 10
E{=10.3 x 1f
My=10.3 = 107

Figura 4.31. — Exemplo 4.2.4.: Portico viscoelastico.
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O valor de B, neste e nos demais exemplos a seguir, € dado pela expressao

P
[3=P—°,com 0<p<1 (4.11)

&
onde P, é a carga aplicada no instante t=0, que se mantém constante, e P, é a

carga critica eldstica, definida no exemplo 4.1.2.

0.60

0.55

0.50

0.45+

0.40

0.35

> 0.30

0.25

0.20

0.154

tempo (s)

Figura 4.32. — Exemplo 4.2.4.: Curvas (V xt) para diferentes valores de P.

Dentre os valores de [ testados neste exemplo, a Fig. 4.33 mostra que ndo
existe tempo critico para B <0.72. Neste trabalho, considera-se que o tempo critico
corresponde ao instante no qual o sinal de um dos pivds da matriz tangente
decomposta se torna negativo. Uma outra observacao diz respeito a0 mecanismo
de flambagem viscoeldstica do portico nos casos onde existe um tempo critico. A
Fig. 4.33, associada ao caso B<0.82, mostra um ‘“salto para cima” observado no
instante correspondente ao tempo critico, sem qualquer modificacdo no sentido e
na magnitude da carga P,. Observa-se que este salto ocorre no sentido contrario
daquele relacionado ao caso eldstico. As configuracdes deformadas da Fig. 4.33
foram plotadas a partir de deslocamentos nodais obtidos a partir da solucio

computacional.
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— — =— geometria indeformada \LPO

t=1.0s>tg

{Po

oS
- ~
- P ~

- \LPO

<

t=ty=096s

Figura 4.33. — Exemplo 4.2.4.: Mecanismo de flambagem do pértico viscoeléstico para

situagbes onde ocorre tempo critico.

0.50

0.45- r

0.40

B=0.55
B=0.50

0.35-

0.30

> 0.254

0.20

0.15

0.10

0.05-

0.00 T T T T
Log1o (tempo)

Figura 4.34. — Exemplo 4.2.4.: Curvas (V x Log;((1)).

A solug@o numérica ndo detecta tempos criticos para valores de B<0.72.
Entretanto, uma comparacéo entre as curvas (V x Log(t)) da Figura (4.35) mostra
uma nitida mudancga de padrio nas curvas referentes a §<0.49, em relacdo aquelas
referentes a > 0.5. Essa mudanca de padrao pode, por si s0, refletir uma condi¢cdo
de instabilidade, iniciada quando B=0.5 e evidenciada a medida que B cresce em

relacdo a esse valor. De qualquer forma, pode-se assegurar que a estabilidade da

resposta € garantida apenas para $<0.5.
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4.2.5
Arco Abatido Viscoelastico

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural
mostrado na Fig. 4.35. Utiliza-se uma malha composta por 10 elementos Q8
(quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. O estudo € feito para
diferentes valores de P,, que corresponde a uma carga aplicada no instante t=0 e
mantida constante. A carga Q € utilizada para impor uma pequena imperfeicao

assimétrica inicial. U e V sdo as componentes de deslocamento no topo.

160

—

dados do 10 elementos [:j modelo
exempla: £=1 wviscoelastico

espessura=1

B=100
E=10 = lEIE

E1=1|:|x1|:|5 1

';r,-1=ltl x lIII':I|

Figura 4.35. — Exemplo 4.2.5.: Arco abatido viscoelastico.

Dos modelos elésticos estudados na Secdo 4.1, o arco do exemplo 4.1.3. € o
unico que exibe duas cargas criticas observaveis ao longo da trajetéria de
equilibrio. A primeira carga critica equivale a um ponto de bifurcacdo e a segunda
equivale a um ponto-limite (Fig. 4.7). Neste exemplo, o valor P. (Eq 4.11)
equivale a primeira carga critica do arco eldstico, ou seja, a carga de bifurcacao
definida a partir do Ex. 4.1.3.

A Fig. 4.36 mostra a evolu¢do da componente de deslocamento U ao longo
do tempo. Conforme mostrado, existe uma similaridade entre as curvas da Fig.
4.36 e as curvas da Fig. 4.28, ou seja, € possivel visualizar e definir a natureza

instavel (ou estavel) da resposta viscoeldstica relacionada a componente U desde o
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instante de aplicacdo da carga. O grifico semi-log da Fig. 4.37 serve para

confirmar as regides de instabilidade e estabilidade definidas na Fig. 4.36.

0.00020

0.00015—

Dl 0.00010

resposta [ , _
estavel { p=0.49

0.00005

- = = p=050

(resposta instavel)

0.00000 T T T T
0 40 80 120 160 200

tempo (s)

Figura 4.36. — Exemplo 4.2.5.: Curvas (Uxt).

0.0006

0.00054

0.0004

Dl 0.0003

0.0002—

0.00014

0.0000 :

Logyo (tempo)

Figura 4.37. — Exemplo 4.2.5.: Curvas (U x Log;((1)).

O padrao da resposta relacionada a componente U, no entanto, ndo ¢é

observado para a componente de deslocamento V (Fig. 4.38), ou seja, as curvas da
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Fig. 4.38 nao fornecem indicios de perda de estabilidade (ou de garantia de
estabilidade) nos instantes iniciais, pelo menos para valores de p em torno de
B=0.5. Para esse grau de liberdade, a flambagem viscoelastica, para =05, é
visualizada somente apds um intervalo de tempo relativamente grande, conforme

mostra o grafico semi-log da Fig. 4.39.

0.35

tempo (s)

Figura 4.38. — Exemplo 4.2.5.: Curvas (V xt).

0.2

0.50

0.16

B=0.56

p

0.12

V/R

B=0.49

0.08

0 T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4 5
Log1o (tempo)

Figura 4.39. — Exemplo 4.2.5.: Curvas (V x Log;((1)).
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Uma comparagdo entre as curvas (VxLog,o(t) da Fig. 4.39 e as curvas
(UxLog;( (1) da Fig. 4.37, referentes aos valores B=0.5 ou B=0.56, evidencia a

diferenca entre as respostas segundo as componentes U e V. Esse fato indica a
necessidade de observar o mecanismo de flambagem viscoeldstica através de
diferentes graus de liberdade, pois o comportamento de certos graus de liberdade
pode ser mais critico que o comportamento de outros. Essa necessidade ¢ também
observada no exemplo 4.2.8.

A Fig. 4.40 mostra, para diferentes valores de B, que a imperfei¢ao inicial

obtida através da carga Q ndo leva a diferencas significativas no valor do tempo

critico.
F=07 f=0% p=0209
=10 2079 10.12 508
Q=0 2077 10.11 469

Figura 4.40. — Exemplo 4.2.5.: Valores de tempo critico (em segundos), considerando

Q=0, Q=0 e diferentes valores de f.

A deformacdo do arco é mostrada nas Figs. 4.41 e 4.42 para os valores

B=0.8 e B=0.9, respectivamente. A linha tracejada representa a configuragdo
indeformada. Para $=0.8, observa-se que para Q=0 ocorre um “salto” similar

aquele mostrado na Fig. 4.33, enquanto Q=0 leva a uma configuragdo critica de

flambagem aproximadamente assimétrica e sem qualquer “salto”.
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t=ty+ At

Figura 4.41. — Exemplo 4.2.5.: Configuragbes criticas do arco viscoelastico para p=0.8:

(@) Q=0;(b) Q#0.

Figura 4.42. — Exemplo 4.2.5.: Configurag¢des criticas do arco viscoelastico para =0.9:

(@) Q=0;(b) Q0.
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4.2.6
Arco Elevado Viscoelastico

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural
mostrado na Fig. 4.43. Utiliza-se uma malha composta por 16 elementos Q8
(quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. O estudo € feito para
diferentes valores de P,, que corresponde a uma carga aplicada no instante t=0 e
mantida constante. U e V sdo as componentes de deslocamento no topo.

As Figs. 4.45 a 4.48 mostram uma particularidade deste exemplo: a
existéncia de deslocamentos criticos U e V, independentes do valor de B, ou seja,
independentes do valor da carga P,. Os grificos semi-log das Fig.s 4.46 e 4.48
servem também para possibilitar a visualizagdo da faixa de valores de B que

garante a estabilidade da resposta.

dados do modelo
exemplo: wviscoelastica

l& elementos I::I
E
E=10 x lI:I5
E1= 10 = lIII5
n,=10 % 10% E "
g=2157
R=100
t=1

espessura =12

Figura 4.43. — Exemplo 4.2.6.: Arco elevado viscoeldstico.

Os valores criticos Ug € V¢ 830, aproximadamente, os mesmos da andlise
elastica do exemplo 4.1.4., conforme mostra a tabela da Fig 4.44. Um resultado
semelhante € apresentado por Rabotnov (1969), para um outro modelo estrutural.
De acordo com os dados da Fig. 4.44, os valores criticos aproximados sao:
U,/R=06 e V,/R=12,onde R=100. Deve-se observar que dentre os valores
de B testados neste exemplo, apenas aqueles listados na Fig. 4.44 levam a
ocorréncia de um tempo critico. E possivel, porém, a partir das Figs 4.46 e 4.48,
verificar a influéncia do deslocamento critico sobre curvas que estao relacionadas

a valores de B> 0.5 ndo associados a ocorréncia de um tempo critico.
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Analise viscoeldstica =07 p=0.3 p=0% Analise elistica
U, 'R 0.60256 0.60852 0.60914 U, 'R 0.62629
Vo !R 124242 1.21000 1.17181 Vo /R 1.17870
Figura 4.44. — Deslocamentos criticos para os arcos elastico e viscoelastico.

0.8

0.74

0.80
0.70

B
B

B = 0.60

T T T
0t tr 5 ter 10 15

tempo (s)

20

25

Figura 4.45. — Exemplo 4.2.6.: Curvas (Uxt).

30

0.7

0.4
[ang
-
D
0.3
p=0.48
= 0.50
0.2 p
p=0.55
B =0.60
B=0.65
019 B~0.70
B=0.80
B=0.90
0.0 T T T T
2 -1 0 1 2 3

Log,, (tempo)

Figura 4.46. — Exemplo 4.2.6.: Curvas (U x Log((t)).
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0.0

24

t T T T
er ot 50t 10 15

tempo (s)

20 25 30

Figura 4.47. — Exemplo 4.2.6.: Curvas (V xt).

0.2+

B =0.90

0.0

Figura 4.48. — Exemplo 4.2.6.: Curvas (V x Log;((1)).

Log,, (tempo)
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4.2.7
Calota Esférica Viscoelastica

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural
mostrado na Fig. 4.49. Utiliza-se uma malha composta por 6 elementos
axissimétricos Q8 (quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. O estudo
¢ feito para diferentes valores de P,, que corresponde a um anel de carga aplicado

no instante t=0 e mantido constante. V é a componente de deslocamento no topo.

—— cargataotal = P
t 1 !
— I v _h\ h
| ‘ -
Lo A -
il o] l I bl

Baiao

dados do & elementos [:E wodele
exenpla: h= 08508 viscoelastico

Paio=4755
E=0.9 E
t=0_01E57&

espessura =1

Lyiw
E =10 x10° E, 1

&

E1=lI:I x 10
7

‘??1=lI:I x 10

=03

Figura 4.49. — Exemplo 4.2.7.: Calota axissimétrica viscoelastica.

As Figs. 4.50 e 4.51 mostram a resposta viscoeldstica obtida para r/R =0.42.
Dentre os valores de r/R empregados no Ex. 4.1.5, verifica-se que a flambagem

viscoeldstica ocorre apenas para r/R =0.42.
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0.025

tempo (s)

Figura 4.50. — Exemplo 4.2.7.: Curvas (V xt).

T T T T
Yol o wn o wn
o o - — o
S S S S S
o o o o o

VO/E8SSTTO oN [e}BIQ ordedylad - 014-ONd

0.000

Figura 4.51. — Exemplo 4.2.7.: Curvas (V x Log;((1)).
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4.2.8
Cilindro Viscoelastico

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural
mostrado na Fig. 4.52. Utiliza-se uma malha composta por 20 elementos
axissimétricos Q8 (quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. O estudo
¢ feito para diferentes valores de N,, que corresponde a uma carga aplicada no
instante t=0 e mantida constante. Trés graus de liberdade sdo estudados: U, H; e

H,. A carga critica eldstica numérica N, estd definida na Fig. 4.52.

NDJ,
modelo -
Z0 elementos [:I viscoelastico I‘QE %
E=32.0x ll:I'T'| 1Y E “_IEI
E,=10x 107 . NG
g o Hy
n,=10x 10 h L
1 e
¥=0.33 n E =
L=10 1 1 i
o H. numérico = 4EE2E
R=1_75
ES ES HN_ analitico| =4E5570
h=0.05 —— ; =
h
faldados do ithi geomet.ria; o) carga critica
exemplo carregamento, elastica N,
deslocamentos

Figura 4.52. — Exemplo 4.2.8.: Cilindro visceolastico.

0.50
[0} — o
0 “’. n
o o o
4 R U
[<=N [-~N [<=N
0.40
0.30
o [ ]
B=0.62
> | 1]
p=0.66 ’
0.20 p=0.70
B=077
B=0.48
B=0.40
0.104
0.00 T T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4

Log1o (tempo)

Figura 4.53. — Exemplo 4.2.8.: Curvas (U x Log;((1)).
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A Fig. 4.53 mostra curvas relacionadas a componente de deslocamento axial
U. Os gréficos sugerem que existem deslocamentos axiais criticos diferenciados

para duas faixas de valores de B: 0.50<B<0.53 € 0.55<B<0.77.

A resposta viscoeldstica segundo a componente de deslocamento horizontal

H, ndo apresenta um padrao definido, como pode ser visto na Fig. 4.54.

0.12

0.104

0.084
B=0.53

B =051

B=0.55

B=0.50

0.06 B=062

Ho

p=0.70
0.04 p=077

B=0.48

0.02 B=0.46

0.00- T T T T T

Log (tempo)

Figura 4.54. — Exemplo 4.2.8.: Curvas (H, x Log((t)).

As Figs. 4.55 e 4.56 mostram curvas relacionadas a componente de
deslocamento H;. A resposta viscoeldstica segundo esta componente confere uma
particularidade a este exemplo. Na Fig. 4.56, observa-se, para f=0.44, o efeito da
ndo-linearidade geométrica sobre a resposta viscoeldstica. A solu¢do numérica
mostra que a inversdo do sentido do deslocamento H; ocorre apenas quando a
ndo-linearidade geométrica é considerada. Um outro ponto a observar € o fato de
que este efeito ocorre para valores de carga N, menores que o valor da carga
critica viscoeldstica, ou seja, para valores de p<050 (B=0.44ep=0.48). Mesmo
para valores de B acima do valor critico (3>0.5), pode-se observar um efeito

similar para tempos menores que o tempo critico.
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0.010

0.008

0.004

0.002
T
0.000
-0.002
-0.004
tempo(s)
Figura 4.55. — Exemplo 4.2.8.: Curvas (H; x t).
0.0090
LINEAR
0.0075
T 0.0060
0.0045
0.0030 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
tempo(s)
Figura 4.56. — Exemplo 4.2.8.: Comparagdo entre as respostas (H,xt) linear e

nao-linear (geométrica) para B=0.44 .
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A Fig. 4.57 esquematiza o padrio de resposta segundo a componente H; e

mostra um resumo das observacdes feitas anteriormente.

> 1

— 2
I
3
tesmpo
T{pu:u de sobagdo [ Fesltadn iinn
Hivel de carga
- Sohigio hirear on mao-linear (geometaca) | - Estabilizacio da resposta
- Valores peqenos de f ao longo do tenpo
- Sohagio niolirear (geométrica) - Deslocamento incremental
. o mverte o senhda.
- Walores infermedidrios de f - Posteriormente, ocorre 2

(menor que o valor critica) estahilizanln da resposta .

- Deslocamento incremental
mverts o sentido para
tempos menores que o

- Bmaior on iznal an valor criico tempo critico.

- Posteriormente, ocorre a
instabilidade da resposta .

- Sohigio ndo-lirear (geomética)

Figura 4.57. — Exemplo 4.2.8.: Trés padrées distintos de resposta (H, x t), relacionados

ao tipo de analise (linear ou ndo-linear geométrica) e ao valor de f.

4.3
Observacoes

Algumas conclusdes apresentadas por Oliveira (1990), relacionadas a
influéncia da ordem de integracdo sobre o valor numérico de cargas criticas, estao
de acordo com alguns resultados obtidos no presente trabalho.

Para a coluna eléstica, por exemplo, observa-se, pela Fig. 4.58, que os
resultados sao melhores quando 4 pontos de integragdo sao utilizados. Com essa

quantidade de pontos de integracdo, apenas 5 elementos Q8 sdo necessdrios. Com
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9 pontos de integracdo, no entanto, sd@o necessarios 20 elementos Q8 para que um

bom resultado numérico seja gerado.

3000

2000

1000

| ] B Timoshenko & Gere, 1960
5 Q8 - 4 pts. de integ.

—_—-— == 5 Q8 - 9 pts. de integ.

—————————— 10 Q8 - 9 pts. de integ.

—————— 20 Q8 - 9 pts. de integ.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
u/L

Figura 4.58 — Efeito da ordem de integragdo sobre os resultados numéricos para a

coluna elastica.

= — == flambagem assimétrica

flambagem simétrica
—&— 9 pontos de integragéo

T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

V/R,U/R

Figura 4.59 — Efeito da ordem de integragédo sobre os resultados numéricos para o arco
abatido.

A ordem de integracdo também influencia significativamente os resultados
obtidos nos exemplos dos arcos abatido e elevado, conforme visto nas Figs. 4.59 e

4.60. Na Fig. 4.59, as trajetodrias referentes a flambagem simétrica e assimétrica do
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arco abatido (linhas cheia e tracejada) sdo obtidas com 4 pontos de integracao
(Ex. 4.1.3). Com 9 pontos de integracdo e com a mesma quantidade de elementos,

observa-se um desvio significativo dos resultados. O mesmo acontece para o caso

do arco elevado, conforme visto na Fig. 4.60.
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Figura 4.60 — Efeito da ordem de integracédo sobre os resultados numéricos para o arco
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elevado.
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Figura 4.61 — Efeito da ordem de integragdo sobre os resultados numéricos para o

pértico de Williams.
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Para o pértico de Williams, a Fig. 4.61 mostra que os resultados obtidos
com 4 e 9 pontos de integracdo estdo bem préximos. O mesmo acontece para o

caso da calota esférica, conforme visto na Fig. 4.62.

r/R= 0.42 10 r/R= 025

o 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1
0 0.04 008 0.12 0.16 0 0.04 008 0.2 0.16 0 0.04 008 012 0.16

\% \% \%

—— 4 pontos de integragao

= == 9 pontos de integracao

Figura 4.62 — Efeito da ordem de integrac¢do sobre os resultados numéricos para a calota

esférica.
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