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Solugao Numérica

Neste capitulo, a estratégia numérica utilizada na solu¢do do problema
ndo-linear descrito no Cap. 2 ¢ discutida. Inicialmente, uma equagdo de equilibrio
¢ definida a partir do principio dos deslocamentos virtuais (PDV) formulado de
acordo com o referencial Lagrangiano total e expresso em termos do segundo
tensor das tensdes de Piolla-Kirchhoff e do tensor das deformagdes de
Green-Lagrange. Essa equacao de equilibrio ¢ posteriormente aproximada através
da introducao de variaveis relacionadas a discretizagdo do continuo por elementos
finitos baseados em deslocamentos. A partir dessa aproximagao, deduz-se a matriz
de rigidez tangente através do método de Newton-Raphson.

A matriz tangente ¢ utilizada para compor uma equagao incremental da qual
também fazem parte o vetor de forcas internas, os vetores de forca incremental
provenientes das deformagdes incrementais de origem térmica e devidas a
fluéncia, o vetor de forcas externas ¢ o vetor de deslocamentos nodais
incrementais. Todos esses conjuntos sdo particularizados para o elemento finito
isoparamétrico bidimensional empregado na analise do estado plano de tensdes e
no caso axissimétrico. A equagao incremental assim definida constitui a base do
esquema computacional desenvolvido, cujos passos basicos também sdo
apresentados.

A modelagem incremental do comportamento viscoeldstico do material ¢é
baseada em um modelo mecanico formado pela associacdo em série de modelos
de Kelvin (Zienkiewicz, 1968). O efeito viscoelastico ¢ incluido através da
considera¢dao de um incremento de deformagdes iniciais.

O problema da nao-linearidade geométrica, de uma forma geral, deve ser
abordado a partir da consideragdo de grandes deslocamentos e grandes
componentes de deformacgao. Neste trabalho, entretanto, preserva-se a hipdtese de
grandes deslocamentos, mas a hipotese de grandes componentes de deformacao ¢

descartada, ou seja, £ <<1 ¢ a situagdo admitida. E possivel, dessa forma, aplicar

modelos constitutivos adequados ao regime de deformagdes infinitesimais.
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3.1
Equacgao de Equilibrio
Para um soélido deformado em equilibrio, o principio dos deslocamentos

virtuais (PDV) estabelece que

jSSTch:jpe‘)uquerjsqudA. 3.1)
\% Vv A

Neste trabalho, a formulagdo Lagrangiana total ¢ adotada. As integrais da
Eq. (3.1) sdo, portanto, referentes a area e ao volume do solido na configuracao
indeformada, que sdo aproximadamente iguais ao volume e a darea do sdlido
deformado para o caso de pequenas componentes de deformacao. Como medidas
de tensdo e deformagdo, o 2° tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff ¢ e o tensor
das deformacdes de Green-Lagrange € sdo adotados. Essas medidas condizem
com a formulacao Lagrangiana total. O vetor du representa uma variacao do vetor
de deslocamentos em relacao a configuracdo de equilibrio; 0 ¢ a variagdo das
componentes de deformagdo, compativel com ou. O vetor q representa as forcas
de massa atuantes sobre o volume indeformado de densidade p, enquanto p € o

vetor das forgas distribuidas que atuam sobre regidoes do contorno do corpo.

3.2
Formulagao por Elementos Finitos

As defini¢Oes utilizadas nessa secao constam no trabalho de Wood &
Zienkiewicz (1977). A Eq. (3.1) pode ser aproximada através de uma formulagao
por elementos finitos baseados em deslocamentos, cuja descricdo cinemadtica ¢

definida pelas seguintes expressdes:

u=Nd, (3.2)

e=g,+e . (3.3)

Na Eq. (3.2), o vetor u representa o campo de deslocamentos dos pontos do

elemento finito, N € a matriz das func¢des de interpolagao e d=|d R P d
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¢ o vetor dos n deslocamentos nodais discretos. N e d sdo definidos com base na

configuracdo indeformada, ou seja, N=N(x) e d=d(x), onde X representa o vetor

posicdo dos pontos materiais do elemento indeformado. As componentes do vetor
d devem ser medidas em relagdo a posicao dos nds na configuragao indeformada.

A variacao no vetor u ¢ dada por
Su =Nad, (3.4)

Na Eq. (3.3), &, Tepresenta a parcela do tensor das deformagdes de

Green-Lagrange que ¢ linear em relagdo aos gradientes de deslocamentos. Em
termos de deslocamentos nodais, esta parcela pode ser definida a partir da

seguinte relagao:

g, =B0d. (3.5)

A matriz By contém termos independentes das componentes do vetor d. A

Eq. (3.5) &, portanto, linear, e a varia¢ao da parcela g € escrita como

680 :B08d. (3.6)

Na Eq. (3.3), &, Tepresenta a parcela ndo-linear do tensor das deformacdes

de Green-Lagrange, que pode ser expressa a partir de uma matriz A e de um vetor
0, cujas componentes sdo gradientes de deslocamentos. Esses conjuntos podem
ser particularizados para um elemento finito especifico, mas isso serd feito

posteriormente. Importa, agora, definir a relagao:

£ ==AO, (3.7)

cuja variagdo € aproximada por

68L =Ad0. (3.8)
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Quando associado a um elemento finito, o vetor ® pode ser expresso a partir

do vetor dos deslocamentos nodais totais d na forma

©=Gd, 3.9)

onde G contém derivadas cartesianas das func¢des de interpolagdo. Uma vez que a

Eq. (3.9) ¢ linear em d, pois o vetor ® ¢ linear em relagdo aos gradientes de

deslocamentos, a variacao deste vetor ¢ dada por

00 =Gdd . (3.10)

Observadas as Egs. (3.7) a (3.10), a parcela ndo-linear da Eq. (3.3) pode ser

agora definida em relagao aos deslocamentos nodais a partir de

e =3B d, (3.11)
e sua variagao por

e, =B d, (3.12)
onde

B, =AG. (3.13)

Tem-se, portanto, as seguintes relacdes finais entre as componentes de
deformacao de Green-Lagrange e os deslocamentos nodais de um dado elemento

finito:

8=|:B +1BL}d, (3.14)

para as componentes de deformagao total e os deslocamentos nodais totais, e
Se=Bdd, (3.15)

para as respectivas variagdes, onde
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B:B0+BL. (3.16)
Da substitui¢ao das Eqgs. (3.4) e (3.15) na Eq. (3.1), obtém-se:

T (T T (T T (N7
sd J,B odV =8d J}N pqdV +8d /J;N pdA . (3.17)

Uma vez que os deslocamentos virtuais sao arbitrarios, a seguinte equagao

de equilibrio ¢ obtida.

[BT6dV = [NTpqdV + [NTpdA . (3.18)
A \% A

O lado direito da Eq. (3.18) corresponde a um vetor de forgcas nodais
equivalentes. Na Eq. (3.19), que corresponde a Eq. (3.18) reescrita, esse vetor €

representado por F, que deve incorporar as forcas diretamente aplicadas nos nds.

— T —

Neste trabalho, ¢ suficiente considerar uma relagao linear elastica entre as
componentes de tensdo e deformagdo. Dessa forma, o vetor das tensdes e a

respectiva variacao sao dados por

c=Cs, (3.20)

8o =Cdc. (3.21)

3.3
Método de Newton-Raphson e Matriz de Rigidez Tangente

A Eq. (3.19) ¢é nao-linear. Seja uma estimativa inicial de solugdo ¥ld. ]

definida através de um vetor de deslocamentos totais d;, aproxima-se uma solugao

desejada por (\P[di +Ad] :O) através de uma expansao em série de Taylor da Eq.

(3.19) em torno de d; , ou seja,
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W(d +Ad)= ‘P(di)+[%—\§] Ad, (3.22)

onde Ad ¢ um vetor de deslocamentos incrementais € a expansdo em série ¢
considerada apenas até o segundo termo. A matriz de rigidez tangente Kt ¢ dada
pela derivada do segundo termo a direita da Eq. (3.22), e a defini¢do dos termos

dessa matriz depende do vetor d;. A aproximagao (\P[di +Ad]= 0) fornece

T
[KT]iAd:—\P(di):F—Lj/B cdv] (3.23)

1

A parcela a direita da Eq. (3.23) corresponde ao vetor de forgas
desequilibradas. A partir da Eq. (3.23), o vetor de deslocamento incremental Ad €

obtido e empregado na obtencdo de uma nova aproximacao dada por

i =d;+ad, (3.24)

com a qual um dado critério de convergéncia ¢ testado para verificar a
necessidade de uma nova iteragdo. Este método iterativo recebe o nome de
método de Newton-Raphson. Encontra-se comumente associado a solugdes
incrementais, através do chamado processo incremental-iterativo.

r

Das Egs. (3.22) e (3.23), a matriz de rigidez tangente avaliada em d=d ¢

dada por
[ow
K, {_ad l. (3.25)

Para um vetor F independente dos deslocamentos, apenas a integral da
Eq. (3,19), correspondente ao vetor de forgas internas, contribui com a matriz

tangente. A derivada desse termo fornece

KT :K0+KG. (3.26)

onde
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_ T
K =[B CBdV, (3.27)
v
_ T
K_ —\j/G SGdv, (3.28)

3.4
Solug¢ao Numérica Incremental

A estratégia de solucdo numérica adotada estd baseada em passos
incrementais sem o emprego de métodos iterativos de correcdo. No entanto, o
vetor de forgas internas ¢ incluido na formulagdo. Procedimento similar ¢
empregado por Larsen & Popov (1974) e Chen & Lin (1982). Pode-se dizer que
este procedimento equivale ao método de Newton-Raphson com uma unica
iteracao.

O termo incremental pode estar referido a incrementos de carga ou tempo. E
adequado e necessdrio utilizar incrementos de tempo quando o problema
estrutural envolve os efeitos da inércia ou quando a relagdo constitutiva do
material requer a inclusao do tempo, como ¢ o caso do material viscoelastico aqui
tratado. Para a solugdo do problema elastico estatico, no entanto, pode-se falar em
incrementos de carga.

Seja uma configuragdo de referéncia conhecida 'C associada a um tempo t.
Deseja-se determinar uma configuragio “C, associada ao tempo t+At, através da

seguinte aproximagao:

1 _2np 1
K. Ad=2F-'F_, (3.29)

nt

onde 1KT ¢ a matriz de rigidez tangente avaliada a partir da substituicdo dos

dados de deslocamento total (vetor 'd) e tensdo (vetor 's), associados a

configuracdo de referéncia 'C, nas Egs. (3.27) e (3.28), e 1Fint ¢ montado a partir

desses mesmos dados quando introduzidos na integral

_ T
Fo= i B odV. (3.30)
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O vetor °F da Eq. (3.29) corresponde as forcas externas aplicadas no tempo
t+At, decorrentes de um incremento de forgas aplicado sobre um dado vetor 1F,
associado a configuragio 'C..

A inclusdo de deformacdes incrementais iniciais de origem térmica ou
decorrentes da fluéncia requer a seguinte modificagdao na Eq. (3.29) para o calculo

do vetor Ad:

1KT Ad = %F - 1Fint +F" +F, (3.31)
onde F" ¢ F*° sdo dados por
tr _ T~ tr
F —\j/B Ce"dv, (3.32)
ve _ T ve
F —\I/B Ce¥edv. (3.33)

A inclusdo desses vetores na equagdo incremental decorre da seguinte

relagdo entre incrementos de tensdo e deformagdo (Creus & Marques, 1994):

Ac=C(Ae—g" —£"°). (3.34)

onde Ae corresponde ao incremento total de deformagdes, € representa as
deformagdes incrementais de origem térmica e & representa a parcela

viscoelastica das deformagdes incrementais.

3.41
Implementagdao Computacional

A implementacdo computacional da Eq. (3.29) permite o tragado de
trajetorias de equilibrio e o estudo da estabilidade eléstica do sistema através de
um procedimento simples que verifica, a cada passo incremental, o valor do pivd
da matriz de rigidez tangente. Essa verificacdo tem duplo objetivo: indicar a

presenca de um ponto de bifurcagdo ou de um ponto-limite sobre a trajetoria, em
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decorréncia da troca de sinal do pivo, e permitir o controle de carga, conforme

discutido na Secao 3.4.2. Os seguintes passos basicos compdem a implementagao:

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

®

(2

Montagem da matriz de rigidez tangente e do vetor de forcas
internas, com base na configuracio de referéncia 'C corrente. No
inicio do processo incremental, a configuragdo de referéncia ¢ a
configura¢do indeformada.

Definigio do vetor de cargas a partir da expressio °F = 'A P, + AL P,
onde P; ¢ um vetor de cargas de referéncia definido na entrada de dados
e A ¢ um fator de carga, sendo que 'A corresponde ao nivel de carga na
configuragio de referéncia 'C e AL serve para incrementar a carga
externa. O sinal de AL depende de uma verificagdo prévia do sinal do
pivo da matriz de rigidez tangente ja definida no passo (a).

Obtengdo do vetor de deslocamentos incrementais Ad a partir da Eq.
(3.29).

Obtencdo dos incrementos nas componentes de deformacdo dos
elementos, com a mesma matriz B utilizada na montagem da matriz
tangente e do vetor de forgas internas em 'C: As=BAd

Obtencdo dos incrementos nas componentes de tensdo dos elementos, a
partir da matriz constitutiva eldstica C e dos incrementos nas
componentes de deformacao: Ac=C Ae

Atualiza¢ao das tensdes nos elementos e dos deslocamentos nodais
totais: 2o = 'c+Ac, 2d = 'd+Ad.

Volta ao passo (a). A nova configuracio 'C esta agora associada as

tensdes e deslocamentos totais atualizados no passo (f).

A solugdo do problema eléastico fornece as tensdes e os deslocamentos

nodais totais associados a um certo nivel de carga. Esses dados compdem uma

condi¢do inicial que deve ser utilizada para a obtengdo da resposta viscoeldstica

do sistema através de uma implementagdo computacional baseada na Eq. (3.31).

O esquema incremental deve agora considerar incrementos de tempo. O

acompanhamento do sinal do pivo da matriz de rigidez tangente passa a ser feito
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em cada passo de tempo, agora com o objetivo unico de verificar a ocorréncia do

tempo critico, conforme observado no Cap. 2 (Segdo 2.3).

Embora o programa computacional implementado seja capaz de considerar

casos que envolvem variagdo de temperatura (Ex. 4.2.2) e for¢as externas nodais

(Ex. 4.2.1) variaveis no tempo, o resumo mostrado a seguir considera apenas o

caso basico de um vetor de forcas externas que ¢ mantido constante apds ser

aplicado no instante t = 0.

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

®

(2

Montagem da matriz de rigidez tangente, do vetor de forcas internas

e do vetor F*, com base na configuragdo de referéncia 'C. A montagem

de F deve ser antecedida pela determinagdo do vetor £Y¢, que depende
apenas de dados conhecidos em 'C e do valor do incremento de tempo
At. No inicio do processo incremental, a configuragdo de referéncia ¢
aquela obtida com a solugdo elastica no tempo t = 0. Deve-se considerar
que 'C esté associada a um tempo t.

Obtencdo do vetor de deslocamentos incrementais Ad a partir da Eq.
(3.31). Esse incremento ocorre no intervalo de tempo At.

Obtencdo do incremento total de deformagdo nos elementos, com a

mesma matriz B utilizada no passo (a): Ae=BAd.

Obten¢do do incremento de tensdes: Ac=C(Ae-c'®). O vetor

incremental £V¢ deve ser o0 mesmo utilizado na montagem do vetor F*°,
no passo (a).

Atualizacdo das componentes de deformacao viscoelastica total nos
elementos de acordo com o esquema de modelagem do material
(discutido mais adiante).

Atualizacdo das tensdes nos elementos e dos deslocamentos nodais

26 = '6+Ac, 2d="'d+Ad. O sobrescrito 2 indica uma nova

totais:
configuragio “C, associada ao tempo t+At .
Volta ao passo (a) com a nova configuragdo de referéncia, que ¢

composta pelos dados atualizados nos passos () e (f).
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3.4.2
Controle de Carga

O programa computacional engloba dois procedimentos distintos: a solugao
incremental do problema eléstico, baseada em incrementos de carga, e a solugdo
incremental do problema viscoelastico, baseada em incrementos de tempo e
precedida pela solucao elastica.

A solugao elastica fornece trajetérias de equilibrio que podem conter pontos
criticos do tipo bifurcacdo ou ponto-limite. Pelo menos para os exemplos da Secao
4.1, o esquema numérico adotado permite encontrar e ultrapassar esses pontos
criticos através do acompanhamento, a cada passo incremental, dos valores dos
termos que compoem a diagonal da matriz de rigidez tangente.

Um primeiro ponto a considerar diz respeito a magnitude do incremento de
carga. Para que o tracado do caminho de equilibrio seja obtido com uma certa
precisdo, esses incrementos devem ser suficientemente pequenos, uma vez que
nenhum método iterativo de corregdo ¢ utilizado. Para tentar garantir incrementos
de carga suficientemente pequenos, o programa considera um fator AL que
decresce a medida que o valor do pivé da matriz de rigidez tangente diminui. Isso
ocorre, por exemplo, quando o caminho de equilibrio se aproxima de um
ponto-limite. Deve-se observar que AA ¢ um fator que multiplica uma carga de
referéncia constante, previamente definida na entrada de dados, e dessa
multiplicacio surge o incremento da carga externa, ou seja, o vetor “F das
Egs. (3.29) e (3.31) é obtido pela soma °F = 'F + AL P,, onde 'F é o vetor de
forgas nodais na configuracdo de referéncia e P, € um vetor de cargas de
referéncia.

A ultrapassagem de pontos criticos depende também do controle do fator
AL, mais precisamente do controle sobre o sinal desse fator, que pode ser
modificado de acordo com as trocas de sinal do pivo da matriz de rigidez
tangente. Esse processo encontra-se automatizado no programa, e pode ser
perfeitamente aplicado a sistemas eldsticos cujas trajetdrias possuem apenas
ponto-limite. Sua simplicidade, no entanto, provoca limitacdes, conforme

observado no Ex. 4.1.3.
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3.43
Incremento de Tempo

O procedimento utilizado na solu¢do do problema viscoeléstico ¢ baseado
no esquema numérico proposto por Zienkiewicz et al (1968). Durante o
incremento de tempo At, a tensdo e a deformagdo viscoelastica total sdo
consideradas constantes, com os valores correspondentes ao instante de tempo que
antecede o incremento. Esses valores sdo utilizados para definir o incremento de
deformagdo viscoelastica que ocorre em At, conforme descrito na Secdo 3.6. Este
incremento, por sua vez, é utilizado para montar o vetor F'* da Eq. (3.31), de
acordo com a Eq. (3.33). Em todos os exemplos da Sec¢do 4.2, adota-se At = 0,01.
A escolha desse valor foi baseada em testes feitos com os exemplos de validagdo

4.2.1,42.2,42.3.

344
Validagao do Programa Computacional

Implementou-se uma rotina computacional em linguagem Fortran. A

validacao do modelo esta baseada nas observagdes a seguir.

o Para auxiliar na gera¢do de coordenadas nodais, sobretudo nos
exemplos que envolvem arcos, e para verificar os resultados obtidos
com modelos elésticos lineares, utilizou-se o programa FEAPpv
(http://www.ce.berkeley.edu/~rlt/feappv).

e Os resultados dos exemplos da Secdao 4.1, exceto o exemplo do
cilindro eldstico, foram comparados com os resultados obtidos por
Wood, & Zienkiewicz (1977). Para o cilindro, considerou-se o valor
conhecido da carga critica. Os dados utilizados constam no trabalho de
Hughes et al. (1981).

e A simulagdo do comportamento viscoelastico (fluéncia e relaxacao) foi
verificada a partir dos Exs. 4.2.1. e 4.2.2., cujos resultados analiticos
sao de facil obtencao.

o Finalmente, o exemplo da coluna viscoelatica (Ex. 4.2.3) serviu para
validar o funcionamento do programa em relacdo a problemas que

envolvem nao-linearidade geométrica e viscoelasticidade.
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3.5
Elemento Finito

Conhecidas a forma geral da equacao incremental e as matrizes e vetores
que a compdem, resta particularizar esses termos para o elemento finito
isoparamétrico mostrado da Fig. 3.1. As formula¢des para o estado plano de

tensdes e para a analise axissimétrica sao consideradas.

r=-1

(a) Elemento bidimensional com 4 a 9 nos

Incluir apenas se o né i estiver definido

i=5 i-6 i=7 i-8 i=9
m=|1+n+9 | -3hs -3hg | -the
hp=|l-n0+s [ -1hs ~1hg )
ha=|11-n(1-9 -he -1 -1hg
he=|11+n(1-9 -im ~2hg | -3he
hs=| 11-rA(1+9) -3he
Che=[10-H01-n ~7ho
= %(1—r2)(1—s) -3hy
hg=| 2(1-sA(1+n )
hg=|(1-r)(1-5?

(b) Fungdes de interpolagdo

Figura 3.1. — Elemento finito e fun¢des de interpolagdo (Bathe, 1995).
3.5.1
Descrigao cinematica

Seja um sistema cartesiano fixo bidimensional formado pelos eixos (X,Y), e
seja um ponto material de um sélido indeformado definido através das

coordenadas Lagrangianas

X = N (3.35)
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com x e y medidos sobre os eixos X e Y, respectivamente.
Para descrever o comportamento cinematico do elemento bidimensional, ¢

necessario considerar duas componentes para o campo de deslocamentos U:
URX) = m . (3.36)

As componentes de deformacao de Green-Lagrange para estados planos sao

dadas por

SXX

€=|&yy 3.37)
¥xy

Para a analise axissimétrica, inclui-se a componente circunferencial &g:
e ]

Eyy

£= . (3.38)
¥ xy
€g

O vetor ¢ das deformagdes pode ser parcelado segundo a Eq. (3.3). Esse

desmembramento fornece, para o estado plano de tensoes,

_ . _
ox
e = au%a s (3.39.2)
\4
oy " ox |
343
ox ox
2 2
ou ov
(ayj +(6y) > (3.39.b)

il

|2

7~ N\

22

X

)

Js

D

(

|

5

)
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e, para o estado axissimétrico,

39
@ _
ox
ov
auayav s (3403)
oy o

. (3.40.b)
(213

Para este ultimo caso, deve-se observar que a coordenada x ¢ definida como

a coordenada radial e y faz o papel da coordenada axial (geralmente referida como

coordenada z).

Introduz-se uma matriz A e um vetor ®, cujas componentes sdo gradientes

de deslocamentos devidamente arranjados, para que as parcelas nao-lineares de €,

dadas por (3.39.b) e (3.40.b), sejam reescritas de acordo com a Eq. (3.7). Dessa

forma,

2|2

para o estado plano de tensoes e

2|2

22 2 22 22

(3.41.2)

e o2
2l 2P

, (3.41.b)
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S }
- — 0 0 0
Ox Ox
0 0 % % 0
oy Oy ox 0x
o o o o 2
L X
o]
Ox
ov
Ox
ou
=2, 342b
By ( )
ov
oy
u
L x |
para o estado axissimétrico.
Sdo também definidas as matrizes
1000 0000 0010
10100 10000 10001
Hi=lg000]> H2=o010f H3=|1000] (3.43)
0000 0001 0100
para o estado plano de tensdes, e
10000 00000 00100 00000
01000 00000 00010 00000
H;={00000|, Hy={00100|, H;=[10000[, H;=/{00000 (3.44)
00000 00010 01000 00000
00000 00000 00000 00001

para o estado axissimétrico, com as quais ¢ possivel escrever cada linha A; das

matrizes A, definidas nas Eqgs. (3.41.a) e (3.42.a), através, respectivamente, das

expressoes

T .
Ajgxay = O Hp,i=1..3,

T .
Ai(lXS) =0 Hi,l :1...4,

ou seja,

(3.45)

(3.46)
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A= : (3.47)

onde a ultima linha em (3.47) surge apenas para o caso axissimétrico.

A matriz G da Eq. (3.9) ¢ dada por

[N, ON
=L 9 = 0
ox Ox
o Mo Ny
Ox Ox
G= -~ N , (3.48)
=L 0 . 0
oy oy
N N
o N 0 M
i oy oy |
para o estado plano de tensdes, e
N, N |
=L 0 = 0
Ox Ox
N, oN
o —L [(——N
ox ox
G= 6;\11 0 agryn 0 |, (3.49)
y
oN oN
0 ! e 0 n
oy oy
N N
=L 0 .. n 0
L X X |

para o estado axissimétrico. Ni(X,y) representa a fungdo de interpolacdo referente
ao nod 1. O vetor das n componentes de deslocamento nodal do elemento ¢ dado
por

u

Vi

dl 1 (3:50)
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3.5.2
Matriz de Rigidez Tangente

Com o auxilio dos vetores e matrizes definidos na Se¢do 3.5.1, sdo agora
deduzidas as parcelas que compdem a matriz de rigidez tangente do elemento

finito adotado, de acordo com as Egs. (3.26) a (3.28).

3.5.21
Estado Plano de Tensoes

Seja 'd o vetor de deslocamentos nodais totais do elemento com n graus de
liberdade em uma configuragio de equilibrio de referéncia 'C conhecida, dado por
U

Vi

la=| | (3.51)

G=| Oy (3.52)

Com o auxilio das matrizes H; definidas em (3.43) e do vetor definido na

Eq. (3.52), monta-se uma matriz 'Sa partir do somatdrio

1 1 1 1 !
S:Z oillj = ‘o Hy + oyHy + "t1yHs (3.53)
i

ou seja,
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_IGXX 0 11:Xy 0 |
1 1
. 0 O xx 0 Txy
S= . (3.54)
lrxy 0 lcyy 0
0 lrxy 0 lcyy

Com a substituicao das Eqs. (3.54) e (3.48) na Eq. (3.28), obtém-se a matriz
de rigidez geométrica K, do elemento, referente a configuracio 'C.

As matrizes By e By da Eq. (3.16) sdo dadas por

ON ON
1 0 n
. o
6N1 EJNn
B =| 0 — 0
0 By oy |’ (3.55)
ON ON ON ON
1 n n
| Oy ox ox dy |
B, = 'AG, (3.56)

A Eq. (3.9), particularizada para a configuragdo de referéncia 'C, é dada por
'0=G 'd (3.57)

onde o vetor 'd é dado em (3.51) e a matriz G ¢é dada em (3.48).

A substitui¢io de '© na Eq. (3.45) fornece

loTH,

'A='e™H, |. (3.58)

'eTH,
que pode entdo ser substituida na Eq. (3.56).

Com By e By obtidas (Egs. (3.55) e (3.56)), tem-se o seguinte parcelamento

da matriz K,:
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K, = K0 + K1 + K2, (3.59)
onde
_ T
Kl=[q (BOT CB, +BLT C Bo)dxdy, 3.61)
A
_ T

e com as substituicdoes das Eqgs. (3.48) e (3.54) na Eq. (3.28), a forma final da

matriz K € obtida:

_ T1

onde q representa a espessura do elemento, dA =dxdy representa uma area

infinitesimal da superficie do elemento e C ¢ a matriz constitutiva elastica
relacionada ao estado plano de tensdes.

Com isso, estd definida a matriz de rigidez tangente para a analise do estado
plano de tensdes. Apenas dados relativos a uma configuracio de referéncia 'C
conhecida sdo necessarios: o vetor ld, utilizado para montar a matriz By, e o vetor

's, utilizado para montar a matriz 'S.

3.5.2.2
Estado Axissimeétrico

Seja 'c o vetor das tensdes atuantes na configura¢io de referéncia 'C, com

oy correspondendo a componente circunferencial, dado por

(e}
ls=| Cw |, (3.64)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115583/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0115583/CA

Capitulo 3 — Solucdo Numérica 45

Com o auxilio das matrizes H; definidas em (3.44) e do vetor definido na

Eq. (3.64), monta-se uma matriz 'Sa partir do somatdrio

1 1 1 1 1 1
SZZ GiHi = GXXHI + nyHz + TXyH3 + GeH4 5 (365)
i
ou seja,
o 0ty 0 0|
0 - 0 'ty 0
's=lfey, 0 oy, 0 0 (3.66)
0 Tty 0 oy, 0
0 0 0 0 log]

Com a substitui¢do das Egs. (3.49) e (3.66) na Eq. (3.28), obtém-se a matriz
de rigidez geométrica K, do elemento, referente a configuracio 'C.

As matrizes By e By da Eq. (3.16) sdo dadas por

'aN1 ON_ i
—_— 0 e 0
Ox ox
ON ON
o —L 0 n
Bo=lon o N N |’ (3.67)
1 1 n n
N N
_1 0 n 0
L x X ]
B, = 'AG. (3.68)

A Eq. (3.9), particularizada para a configuragdo de referéncia 'C, é dada por
'0=G 'd (3.69)

onde o vetor 'd é dado em (3.51) e a matriz G ¢é dada em (3.49).

A substitui¢io de '® na Eq. (3.46) fornece
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i 1®TH11

'eTH,
'A= : (3.70)
'eTH,

_1®TH4J

que pode entdo ser substituida na Eq. (3.68).
Com By e By obtidas (Egs. (3.67) e (3.68)), tem-se o seguinte parcelamento

da matriz K,:

K, = KO + K1 + K2, (3.71)

Uma formulagdo axissimétrica deve ser expressa em termos das
coordenadas cilindricas x(coordenada radial), y(coordenada axial) e
0 (coordenada circunferencial). A condicao de axissimetria permite admitir que as
funcdes presentes nas integrais que originam os termos de rigidez e forca
dependem apenas das coordenadas x ey, isto €, essas fungdes sdo independentes
da coordenada circunferencial 6. Dessa forma, reduz-se um problema
tridimensional a um problema bidimensional, ¢ a formulacao pode, entdo, ser
obtida a partir do elemento finito da Fig. 3.1. E necessario, entretanto, multiplicar
o termo 27mx (ou 2mr, r = raio) as integrais de rigidez e forca. Uma vez que 2w ¢
um termo constante e comum a todas as integrais, ¢ possivel retird-lo da
formulagdo, o que equivale a estabelecer as integrais sobre um intervalo, segundo
a coordenada 0, de zero a Ird. Com esta aproximacao, a carga externa aplicada
deve ser aquela que atua sobre um segmento de 1rd (Cook et al., 1989). Sendo

assim, as matrizes da Eq. (3.71) e a matriz de rigidez geométrica sao dadas por:

_ T
KO—[{X B, CB, dxdy, (3.72)
KI:IX(BTCB +BTCB)dxdy
[, _+B, o , (3.73)
_ T
Kz_j X BL C BL dxdy, (3.74)

A
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_ T1

onde x ¢ a coordenada radial, dA =dxdy representa uma darea infinitesimal da

superficie do elemento e C ¢ a matriz constitutiva eldstica referente ao estado

axissimétrico.

3.5.3
Vetores de Forgas

Com a substitui¢ao das matrizes By e By definidas na Se¢do 3.5.2 nas Eqgs.

(3.30), (3.32) e (3.33), obtém-se

1Fi1’lt:J. q (B0+BL)T 1GdXdy, (376)
A
F'=[q (B +B |\ Ca" dxdy
0" L > (3.77)
F¥¥=[q (B +B )TCEVe dxdy
JAB TR ) (3.78)
para o estado plano de tensdes, e
I T 1
Fint = j X (BO +BL) dedy, (379)
A
FU" =[x (B +B )T C & dxdy
A 0 L ’ (3.80)
FY =[x (B +B )T Ce"® dxdy
A 0 L ’ (3.81)

para o estado axissimétrico, observadas as diferencas entre as matrizes By, By ¢ C,
definidas em 3.5.2.1. ¢ 3.5.2.2.
Os incrementos nas deformacgdes de origem térmica sdo obtidos com as

expressoes (Bathe, 1995)
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e = all [ZNi( 21 - I, )], (3.82)
i=1

e —q [ZNi( 21, - Iy )], (3.83)
i=1

para o estado plano de tensdes e para o caso axissimétrico, respectivamente.

Nas Egs. (3.82) e (3.83), N; ¢ a i-¢sima funcdo de interpolagdo do elemento,
m ¢ a quantidade de ndés do elemento, zTi € lTi sdo temperaturas nodais nos
instantes t+At e t, respectivamente, e o representa o coeficiente de dilatagdo
térmica do material. Para um esquema de solucdo envolvendo integragdo
numérica, cada funcdo N; associada a um né i1 deve ser definida nos pontos de
integracdo, enquanto “T; e 'T; sdo valores retirados diretamente do n6 i. Dessa
forma, o produto NiT; passa a representar a temperatura interpolada sobre o ponto
de integragdo. Obtido o incremento &", o vetor de for¢as F" fica definido. Para que
o vetor F'° seja definido, é necesséario conhecer o incremento ¢"°.Esta variavel

depende da modelagem do material, que serd discutida na Sec¢do 3.6.

3.54
Integragdao numérica

Um procedimento basico da formulacdo por elementos finitos
isoparamétricos consiste em expressar as coordenadas e os deslocamentos com o
auxilio de funcgdes de interpolacdo deduzidas em um sistema natural de
coordenadas.

Para um elemento finito bidimensional, a interpolagdo das coordenadas

cartesianas (X,y) de um ponto qualquer do elemento ¢ definida como

m m
X=Zhi(r,8)xi, y=zhi(r,s)yi (3.84)
i=1 i=1
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onde x; e y; sdo as coordenadas cartesianas dos pontos nodais do elemento, h; sdo
as funcgdes de interpolacdo da Fig. 3.1.b, definidas em termos de coordenadas
naturais r e s, ¢ m ¢ a quantidade de no6s do elemento.

A regra da cadeia relaciona derivadas em relacdo as coordenadas r € s com

as derivadas em relagdo as coordenadas x e y através da expressao

8] [o
or ] 0x

= ) 3.85
| e (389
0Os oy

onde J ¢ o operador Jacobiano definido como

- . i}
oh: oh:
ox oy Z arl Xi Z arl Vi
or or i=1 i=1
J= - . (3.86)
x| & oh, 2 oh
0s 0s Z 8s1 Xi Z 8s1 Yi
L i=1 i=1 |

Para encontrar as derivadas das func¢des de interpolacdo em relacdo a x e vy,

¢ necessario inverter a matriz J para obter

oh; oy oyl[oh;
00X | 0Os or || or
= (3.87)
t
oy | Y e ax || an,
Oy 0Os or 0Os

A utilizagdo de coordenadas naturais leva a novos limites de integracao nas
expressoes que definem as matrizes e vetores que compdem a equagdo de
equilibrio incremental. Dessa forma, as matrizes (3.60) a (3.63), (3.72) a (3.75), ¢

os vetores (3.76) a (3.81) sdo reescritos, respectivamente, como

+1 +1
KO= | jq(BOTC Bo)detJdrds, (3.88)
a5

+1 +1
Ki=| [q (BOT CB, + BLTC Bo)detJdrds, (3.89)
-1 -1
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+1 +1
T
K2 = _[1 _[1 q (BL C BL) detJdrds, (3.90)
+1 +1
KG:I J' q GT 'S G detl drds, (3.91)
S
+1 +1 T
KO0 = jl jlx (BO C Bo)detJdrdS, (3.92)
+1 +1 T T
Kl:_jl _jlx (Bo cB, +B 'C Bo)detJdrds, (3.93)
+1 +1 T
K2 = J'l J'l x(BL C BL)detJdrdS, (3.94)
+1 +1
Kc:_[ I x GT S G dets drds, (3.95)
1A
1 +1+1 T 1
Fmt:j1 J’lq (B0 +BL) o detdrds, (3.96)
+1+1
F'=] Ja B, +B )" Cs" detldrds, (3.97)
-1
+1+1
F¥=] [a (B +B )" C&" detVdrds. (3.98)
-1 -1
1 +1+1 T
Fint = J; J’lx (B0 +BL) o detJdrds, (3.99)
+1+1
F' = [x (B, +BL)T Ce" detJdrds, (3.100)
11
. +1+1 T o
A A
FY@=1 [x (B,+B ) Cg" detJdrds.. (3.101)

-1 -1

onde a coordenada x = x(r,s), € a espessura q pode também ser variavel.
A solugdo destas integragdes ¢ obtida por meio da seguinte regra de

integragdo numérica:
i

J~_+11 J~_+11 f(r’s)drds=zzj:aiaj f(r;,s5) (3.102)

onde r; e s; sdo as coordenadas dos pontos de integracdo de Gauss, € o; € a;j S30 0S

respectivos pesos de integracao.
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3.6
Modelagem do Comportamento Viscoelastico

O modelo viscoelastico adotado ¢ mostrado na Fig. 3.2. As expressoes
definidas a seguir sdo retiradas do trabalho de Zienkiewicz et al. (1968).

O modelo mecanico da Fig. 3.2 é composto por n unidades de
Kelvin-Voigt associadas em série. A i-ésima unidade ¢ composta por uma mola de
constante E; e por um amortecedor viscoso representado pela constante de

viscosidade n;. O modelo mecanico sugere que uma tensao G atua igualmente em

cada uma das n unidades. A deformagio de cada unidade i ¢ representada por ¢ .
Cada componente ¢, ¢ governada por uma equagdo de evolugdo no tempo,

dependente de E;e n;, dada por
g,=—0-—Lg,. (3.103)

Ao se adotar um intervalo de tempo At suficientemente pequeno, pode-se
utilizar a Eq. (3.103) para aproximar os incrementos de deformacgdo para cada

unidade do modelo a partir da equagao
Ael :{L_c_—ls;}m. (3.104)

Se a tensdo o e a deformagdo total ¢, sdo valores conhecidos em um

determinado instante de tempo t, calcula-se Ael a partir de (3.104).

Uma vez que a deformacao total do modelo na Fig. 3.2 ¢ obtida através da
soma da deformagdo de todas as unidades, a deformacao total por fluéncia para

um intervalo de tempo At ¢ dada pela Eq. (3.105).

8ve:ZAgic _ inL o- in_lgz At. (3.105)
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o
E% B

Figura 3.2. — Modelo viscoelastico.

A descrig¢ao acima considera um estado uniaxial de tensao. Pode, entretanto,
ser generalizada para uma condicdo multiaxial. Essa generalizacdo pode ser
empregada na analise dos casos de axissimetria e estado plano de tensdes.

Sabe-se que a Eq. (3.103) pode ser obtida a partir da expressao
e :(ﬁnii/m]c’ (3.106)
onde D representa um operador diferencial relacionado ao tempo, de tal forma que
t—gl =26 = é;+E—js;:fc. (3.107)
Considera-se agora a expressao

g¢ ==|Alo, (3.108)

1
E;

onde g e ¢ sdo vetores, € nao mais quantidades escalares. [A] ¢ uma matriz que

contém apenas termos constantes ou dependentes do coeficiente de Poisson. Se o
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termo 1/E; € agora substituido pelo operador da Eq. (3.106), que multiplica o

escalar o, a Eq. (3.108) € reescrita como

i 1/n;
i i
=| ——||A
Ee (D + Ei /T]l )[ ]G’ (3109)

e as equacdes (3.103), (3.104) e (3.105) sdo reescritas, respectivamente, nas

formas

. 1 Ei i
= [Alo-—Lel | 3.110
b = [Ale- e (3.110)
Agl :[n—i[A]c—n—i‘slc}At : (3.111)
n . n | nE. .
Ve :ZAgIC = zn_ [A]o- zn—lg‘c At (3.112)

que estdo agora adequadas ao estudo do caso multiaxial, uma vez que €. ¢ ©

representam vetores, €

A=|-v 1 o |, (3.113)

A= : (3.114)

para os casos de estado plano de tensdes e axissimetria, respectivamente.
A inclusdao do modelo descrito na equagdo incremental ¢ abordada nas

Secgoes 3.4.1 € 3.4.3.
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