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Flambagem Viscoelastica

Este capitulo apresenta alguns conceitos relacionados a viscoelasticidade
linear e a instabilidade de sistemas estruturais viscoelasticos. Com o emprego de
exemplos simples, os conceitos de tempo critico, médulo efetivo e carga critica
viscoelastica sdo introduzidos. Os critérios de estabilidade associados ao problema

também sdo apresentados.

2.1
Modelo Constitutivo Viscoelastico

Certos materiais exibem um comportamento fisico que combina as
caracteristicas de um solido elédstico e de um liquido viscoso. Esse tipo de
comportamento ¢ comumente denominado fluéncia, e pode ser observado em
sistemas simples, como, por exemplo, em uma barra cujo deslocamento axial
cresce com o tempo em resposta a uma forca axial aplicada e mantida constante.
O comportamento fisico real desses materiais pode ser simulado através de
modelos retirados da teoria da viscoelasticidade. Sdo exemplos de materiais que
exibem fluéncia: o concreto, o aco sob temperaturas elevadas, os materiais
poliméricos, os materiais rochosos.

A aplicabilidade da teoria viscoelastica linear em problemas envolvendo
fluéncia encontra limitagdes. Os modelos lineares sao inadequados, por exemplo,
para simular a fluéncia em metais submetidos a altas temperaturas (Findley et al,
1976), embora possam se adequar a modelagem do concreto, polimeros e rochas
(Rabotnov, 1969; Zienkiewicz et al., 1968).

A inclusdo do tempo nas relacdes constitutivas ¢ uma caracteristica
essencial dos modelos viscoelasticos. Isso permite relacionar historias de tensao
com historias de deformagao. Essas relagoes sdo comumente definidas através das
formulacdes diferencial ou integral.

A formulacao integral ¢ obtida com base no principio da superposi¢do, cuja

aplicacdo ¢ permitida devido ao comportamento linear do material. Nessa
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formulacao, a relagdao entre as historias de deformacdo e tensdo pode ser escrita

através das integrais de convolugdo mostradas nas Egs. (2.1) e (2.2).

t

e(t)zcoJ(t)+J.OJ(t—t’)%dt', .1
t

ot) =&, Y()+ J-OY(t—t')%dt’ 22)

onde t’ representa o tempo, como variavel independente, e as funcgdes J(t) e Y(t)
sdo denominadas fun¢do de compliancia e modulo de relaxacdo, respectivamente.
A funcdo J(t) descreve a deformacdo ¢(t) para uma tensdo constante s()=5,
sendo uma fun¢do crescente para t>0. J4 a funcdo Y(t) descreve a tensdo o(t) para

uma deformagdo constante (t)=¢,, sendo uma funcdo decrescente para t>0.

Oﬂ

A formulagdo diferencial, por sua vez, pode ser definida na forma geral

Po=Qe¢, 2.3)

onde P e Q sdo operadores diferenciais lineares dados por

m ak
P:Zpkg’ (2.4)
0
m k
_ 0
Q_zqua (2.5)
0
ou seja,
cs+c's+6++am—6—g+é+é++& 2.6
P,O+PC+PyGt.. pmatm =q e+ qE+qet.. qmatm, (2.6)

Devido a hipdtese de linearidade, a Eq. (2.6) possui coeficientes constantes,
uma vez que px € gk sao independentes das tensdes e das deformagdes. Diferentes
combinagdes dos termos presentes na Eq. (2.6) permitem a descrigdo de
comportamentos viscoelasticos distintos. E possivel estabelecer uma relagio entre
uma combinagdo especifica e um determinado modelo reologico formado pela

associagao de molas elasticas lineares e amortecedores viscosos lineares.
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2.2
Exemplos de Flambagem Viscoelastica

Para ilustrar o problema estrutural, utiliza-se o exemplo da coluna
viscoelastica mostrada na Fig. 2.1. A solugdo ¢ obtida com base na hipotese de
pequenas rotagdes, que equivale a hipotese adotada na determinacdo da carga

critica eléstica da coluna de Euler (Bazant & Cedolin, 1991).
A presenca de uma curvatura inicial, denotada por zj;, permite tratar o

problema eléstico correspondente a partir da Eq. (2.7).
EI(Z”—ZS)+PZ =0. 2.7

O material viscoelastico ¢ representado por um solido padrao, onde a

relacdo diferencial entre tensdo e deformagao ¢ dada por

A 1
7\.D£+8—EDG+E—G, (2.8)
0

onde E, E__ =EE, /(E+E1), h=m /E1 e D=0/ét representam, respectivamente, o

modulo de “impacto”, o mddulo assintdtico, o tempo de retardo e um operador

diferencial atuando sobre a tensao e a deformacdo. A Eq. (2.8) pode ser reescrita

na forma
[1+xD]g:[EL+%D]c, (2.9)
%
onde, a partir da Eq. (2.3),
P:[i-ﬁ-%D] e 9=[1+2D]. (2.10)

O procedimento utilizado por Flugge (1975) (Segdo 4.5), baseado na

analogia entre o problema elastico e viscoelastico, permite escrever

10(z”) + PP(z) = IQ(Z’(;) : (2.11)
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Com a substituicdo dos operadores Pe@Q da Eq. (2.10) na Eq. (2.11), obtém-

se a equacao diferencial parcial

I " L 1 — 79
27 +AD(z")+ B 4 D(z)=z3. 2.12)

Aft)=zp,,/a

Figura 2.1 — Flambagem da coluna viscoelastica (Bazant & Cedolin, 1991).

A curvatura inicial z,(x) ¢ admitida como uma senodide de amplitude
constante definida por a, e a solucdo dos deslocamentos z(x,t) ¢ obtida com a
multiplicagdo dessa curvatura inicial por uma funcdo dependente apenas do

tempo, dada por f{(t) (Fig. 2.1):

Zy(x)=asin (”—1") (2.13.a)

z(x,t)=f(t)asin (%) . (2.13.b)

Substituindo-se as Egs. (2.13.a) e (2.13.b) na Eq. (2.12), obtém-se uma
equagdo diferencial ordindria cuja tnica variavel independente ¢ o tempo. A partir
desta equagdo, ¢ possivel investigar o comportamento da amplitude f(t) ao longo
do tempo como uma func¢do dos valores da carga de compressio P e das
propriedades do material.

Com a introdugdo das expressdes

2
Pp="-ELPy ="-E_I, (2.14)
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onde P corresponde a carga critica elastica e P, corresponde a carga critica de

0

longa duragdo, obtém-se

P \df P
MNI—— S 4| 1-——f=1.
( PEjdt{ PEJ (2.15)

A condicao inicial necessaria a solucao da Eq. (2.15) ¢ obtida a partir do
fator de amplificacdo da deflexdo de uma coluna elastica submetida a carga P e a

curvatura inicial z,(x) da Eq. (2.13.a). Portanto, parat =0,

1

e ——
1-P/Pg

(2.16)

A solugdo obtida a partir das Egs. (2.15) e (2.16) ¢, dessa forma, dada por

1 1 —-t/7 1 —-t/t
£(t) = - S —
® [I—P/PEOOJ [I—P/PEOOJQ +(1—P/PE)6 : 2.17)

N 1-P/PE
l-P/PE

o0

onde 1=

A partir da solugdo da Eq. (2.17) e do grafico da Fig. 2.1, é possivel
investigar o comportamento das deflexdes na coluna e identificar algumas
particularidades do problema da flambagem viscoelastica.

A depender da magnitude da forca P, as deflexdes podem se aproximar
assintoticamente de um valor finito, 0 que caracteriza uma resposta estavel, ou
crescer indefinidamente a medida que o tempo t tende ao infinito,
caracterizando-se, assim, a perda de estabilidade do sistema através da chamada
flambagem viscoelastica. O exemplo utilizado mostra também que ndo existe
tempo critico finito para o qual a deflexdo apresenta um comportamento
assintotico tendendo a infinito, o que estd de acordo com as conclusdes de
Kempner & Phole (1953).

Substituindo-se valores de carga P < P na Eq. (2.17), fica definido um

o0

limite para a deflexdo z(x,t) em qualquer instante de tempo t. Isto porque, para t
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tendendo a infinito, f(t) tende assintoticamente ao valor constante mostrado na
Fig. 2.1.b, que equivale a primeira parcela a direita da Eq. (2.17). Portanto, a

resposta ¢ estavel para P<Pg .
Para P=Pg_, as deflexdes crescem indefinidamente e linearmente com o

tempo. Segundo a Eq. (2.17), essa situacdo de instabilidade ¢ definida pela

equacao

: 1
lim f(t) = —————(1+t/2).
o VTR R, (2.18)

o

Para valores de P>Pr e P<Pg, o sistema também ¢ instavel. Pg € a carga

critica da coluna eléstica de Euler, ou seja, a carga que faria a coluna perder a
estabilidade da configuragdo reta no instante do carregamento. A carga critica de

longa duragdo ¢ sempre menor que a carga critica instantanea.

1 1 S T | 1 1 L 1 1 1 TR A
5 10 20 30 40 50 7[170 200 300 500 1000 1500
Figura 2.2 — Resposta tipica de sistemas viscoelasticos que possuem tempo critico.

A coluna viscoeléstica ndo exibe o chamado tempo critico, embora ocorra a
situagdo de instabilidade. O tempo critico pode ocorrer para sistemas com outras
geometrias, submetidas a outros tipos de instabilidade elastica diferentes da
bifurcacdo. A Fig. 2.2 mostra um exemplo retirado do trabalho de Larsen &

Popov (1974). Percebe-se que existe um instante de tempo finito, denominado
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tempo critico, onde ocorre uma condicdo de instabilidade caracterizada pelo

crescimento ilimitado da deflexdo.

2.3
Critérios de Estabilidade

No estudo da estabilidade sistemas estruturais elasticos, os critérios de
estabilidade utilizados estdo associados ao carater conservativo desses sistemas. O
critério energético da estabilidade, por exemplo, estabelece que um sistema esta
em equilibrio estavel se ndo existe uma configuragdo adjacente cuja energia
potencial ¢ menor do que aquela relativa a configuragao de equilibrio corrente.
Um outro critério estabelece que um sistema em equilibrio estavel retorna a esta
configuracdo de equilibrio caso alguma perturbacdo tenha sido imposta e
posteriormente retirada do sistema.

Sistemas viscoelasticos sdo ndo-conservativos. A estes, ndo ¢ possivel
associar uma energia potencial. Os critérios acima sao, portanto, inadequados a
aplicacdo em sistemas viscoelasticos.

E possivel, entretanto, estabelecer um critério de estabilidade mais geral,
baseado na seguinte consideragdao: se uma pequena perturbagdo causa apenas um
deslocamento pequeno e limitado, entdo o sistema ¢ estavel. Essa condi¢dao de
estabilidade pode ser observada, por exemplo, na Fig. 2.1, para valores de

P<P. A perturbacdo, nesse caso, ¢ a imperfei¢ao inicial imposta a coluna. O
o0

mesmo ndo ocorre para valores de P>P_ , pois esses valores provocam um

E
crescimento indefinido da deflexdo, ndo importando a amplitude da imperfeicao
(perturbagdo) inicial imposta a coluna. Esta segunda situagdo caracteriza o
mecanismo de instabilidade denominado flambagem viscoeléstica.

A instabilidade da coluna, que ocorre na faixa de valores Pp <P<Pg,

caracteriza-se pela inexisténcia de um tempo critico, pois a curva deflexdo vs
tempo cresce continuamente ¢ de forma suave. O mesmo ndo acontece para o
exemplo da Fig. 2.2, onde ¢ possivel observar uma flambagem subita
caracterizada por um comportamento assintotico da deflexdo que ocorre em um
determinado tempo critico. Odqvist (1974) utiliza a seguinte equagdo para

expressar esse mecanismo de instabilidade:
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W=oo, (2.19)

onde W representa a taxa de variagdo da componente de deslocamento.

Resta definir um critério apropriado ao esquema numérico apresentado no
Cap. 3. No critério adotado, a ocorréncia do tempo critico estd associada ao
surgimento de um pivo negativo na matriz de rigidez tangente, que, nesse instante
critico, deixa de ser positiva definida. Este procedimento ¢ discutido por Bazant

(2003).
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