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2
Modelagem

Este capitulo apresenta o arcabougo econométrico para a andlise das
séries de volatilidade. A discussao do modelo estruturado em arvore com
transigoes suaves é baseada em [da Rosa, Veiga e Medeiros| (2003)) e [Medeiros,

da Rosa e Veigal (2005), onde detalhes e provas podem ser encontrados.

2.1
Uma Breve Introducao as arvores de Regressao

Seja x¢ = (14,...,2¢) € X C R? um vetor contendo ¢ variaveis
explicativas (covariadas ou preditoras) para uma resposta continua univariada
RV, eR, t=1,...,T. Suponha que a relacao entre RV; e x; segue um modelo

de regressao da forma

RV, = f(x¢) + e, (2-1)
onde a fungao f(-) é desconhecida e nao hé hipéteses sobre a distribuigao do
termo de erro aleatério €; —a principio. Uma arvore de regressao ¢ um modelo
nao-paramétrico baseado numa particao recursiva do espaco X que aproxima
a funcao f(-) como uma soma de modelos locais, cada qual determinado
por K € N regioes (partigoes) diferentes de X. Usualmente, o modelo é
representado por um grafico com o formato de uma arvore de decisao binaria
germinando N € N nés divisores e K € N nds terminais (também chamados de
folhas), crescendo de um né original até os terminais. Geralmente, as parti¢oes
sao definidas por um conjunto de hiperplanos ortogonais ao eixo de uma
dada variavel preditora, designada wvaridvel de transi¢ao. A referéncia mais
importante em modelos de regressao em arvore é a abordagem de Classificacao
e Arvores de Regressao ( Classification and Regression Trees, CART) proposta
por Breiman, Friedman, Olshen e Stone| (1984)), contexto onde os modelos
locais sao apenas constantes.

Com o objetivo de expressar matematicamente o modelo de regressao em
arvore,a seguinte notagao é introduzida . O né original esta na posicao 0 e o
no divisor j gera dois novos nds nas posicoes 25 + 1 e 25 + 2, respectivamente.
Cada n¢ divisor estd associado com uma varidvel de transigao x,; € x;, onde

s; € S={1,2,...,q}. Além disso, sejam J e T os conjuntos de indices dos
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nos divisores e terminais, respectivamente; a arquitetura da arvore pode ser

determinada integralmente por J e T.

Exemplo Considere wm modelo de volatilidade com transicoes de regimes
que permite multiplos estados associados com efeitos de alavancagem, onde
o efeito de um retorno negativo sobre a volatilidade do dia sequinte depende do
comportamento dos retornos na semana anterior. Suponha que a série seque
uma processo localmente constante, onde a média condicional depende do sinal
do retorno do retorno no dia passado, onde esse efeito em si € mais fraco em
semanas “boas” (valoriza¢ao nos ultimos cinco dias uteis) do que em semanas
“ruins” (retorno negativo no mesmo periodo): v, = wy + & se ri_1 > 0,
v = wy & sery_qy < 0 eret cinco dias;_1 > 0, vy = wy + 64 sery_ <0
e ret cinco dias;_1 < 0, onde vy € a volatilidade, r,_1 € o retorno defasado, &,
€ um ruido i.1.d e w3 > wy > wy sao constantes. Ksse modelo pode ser descrito
na nota¢ao em drvore de regressao por dois nos divisores nas posicoes 0 e 2
(N =2, J ={0,2}) associados respectivamente com com retornos didrios e
semanais defasados (determinando seqiiencialmente a presenca e a intensidade
do efeito de alavancagem) e trés folhas ou nds terminais nas posigoes 1,5 e 6
(K =3, T ={1,5,6}) representando modelos locais.

k
v, =@, + Zgbivm. +¢,
i=1

retSdias, , >0

-1 —

k
v, =w2+z¢ivt_i+8t k
= Vt = ZU'3 + z¢ivt—i + gt
i=1

2.2
Regressao Estruturada em Arvore com Transicoes Suaves

O modelo de regressao estruturado em arvore com transigoes suaves
(Smooth Transition Tree, abreviado STR-Tree), introduzido por |[da Rosa,
Veiga e Medeiros| (2003), tem como refinamento a substituigdo das divisdes
discretas na arvore de regressao por transicoes suaves, prescritas por uma
funcao logistica definida como

1

G(z;7,¢) = 14+ e @0

(2-2)
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O parametro ~, chamado de parametro de inclinagao, controla a suavidade da
funcao logistica, enquanto o parametro ¢, denominado parametro de locagao,
determina a particao do espaco X. O modelo de regressao em arvore da secao
anterior estd contido na especificacao com transicoes suaves como um caso
especial obtido quando o parametro de inclinacao tende ao infinito.

Neste trabalho, a seguinte especificacao aumentada do modelo em arvore
de|da Rosa, Veiga e Medeiros| (2003)) é considerada:
Definigao 2.1 Seja z; € RP e x; € RY conjuntos de wvaridveis explicati-
vas. Defina z; = [1,z,]'. Um modelo paramétrico M definido pela fungao
Hyp (2, %45 70) : R0 5 R indezado pelo vetor de parametros 1 € ¥, um
conjunto compacto do espaco Fuclidiano, é chamado de modelo de regressao

em drvore com transicoes suaves se

Hyr(xe9) = X', + Z BiByi (x¢;6;) (2-3)
i€T
onde
g5 (4 5) (1—nq ;)(1+n; ;)
Byi (x;0:) = [ [ Glag,iiviic) 7 7 1= Glag iy, "
jel
(2-4)
e
(
—1 se o caminho até a folha i nao inclui o no divisor j;
0 se o caminho até a folha iinclui o no direito
nij = da divisao em j; (2-5)
) se o caminho até a folha iinclui o no esquerdo
da diwvisao em j.

\
Seja J; o subconjunto de J contendo os indices dos nds divisores que formam o
caminho até a folha i. Entao ; é o vetor contendo todos os parametros (i, cx)
tais que k € J;, i € T. By, 0 < By; < 1 Note que Eja] By (x4;0;) =1, Vx; €
Ra+L,

2.3
Expandindo a Arvore

Esta secao apresenta a teoria de inferéncia que ird nortear os passos
de construcao dos modelos de volatilidade descritos no proximo capitulo. A
escolha das varidveis relevantes, a selegao dos noés a serem divididos (se for o
caso) e a defini¢ao das varidveis de transigao sao concretizadas através de uma
seqiiéncia de testes de multiplicadores de Lagrange (LM) seguindo as idéias
apresentadas originalmente em |[Luukkonen, Saikkonen e Terasvirtal (1988,

extensamente adotadas na literatura.
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Considere um modelo em arvore com K folhas. Queremos testar se o né

terminal ¢* € T deve ser segmentado ou nao. Escreva o modelo como

RV, =NZ,+ Y BBy (x4;0;)+
i€ {7} (2-6)

62i*+lBJ2i*+1 (Xt; 92z‘*+1) + ﬁ2z‘*+2BJ]2z’*+2 (Xt; 02i*+2) + &4,
onde

Byois 1 (Xt; 02i+41) = Byi» (%45 0;) G(24245 Y4, Ci)
Byoi« o (Xt; 02i*+2) = By« (Xt; Oi*) [1 - G(Ii*t; Yix s Cz)] .

A equagao (2=0]) pode ser escrita mais compactamente como

RV, = Z BiBri (x¢;0;) +
€T () (2-7)

$1Byir (%43 0+) + G2 Byix (%45 0+ ) G(2j04; v, Civ ) + €4,

onde ¢1 = Paj-y2 € P2 = Sojx11 — Paixta.

Para testar a significancia estatistica da divisao, a hipdtese nula conve-
niente é Hy : 7, = 0, contra a alternativa H, : 7, > 0. Uma outra hipdtese
nula possivel é dada por Hj : ¢2 = 0. Contudo, fica claro pela equagao (2-1)
que sob Hy, os parametros ¢, e ¢;+ podem assumir diferentes valores sem qual-
quer impacto na fungao de quase-maxima verossimilhanca, o que interpoe um
problema de identificacao (Davies|, 1977, [1987)).

Uma solugao para essa dificuldade, proposta em |Luukkonen, Saikkonen
e Terasvirtal (1988), estd em aproximar a funcao logistica por uma expansao
de Taylor de terceira ordem em volta de v;+ = 0. Com um pouco de algebra,

RV, = Z BiByi (%43 6;) + o By (%5 0i) +
1€T—{i*}
oy By (%45 05+ ) Ti=¢ + a2 Bri= (X5 60;+) I?*t + a3 Byi- (x¢; 0;+) x?*t + e,
(2-8)

onde e; = &4 + PaByis (X4; 04+ ) R(Tieg;Yix, Civ) € R(Tjey; Yir, cx) € 0 resto. Os
parametros ay, k =0, ..., 3 sao fungoes dos parametros originais do modelo.

Assim sendo, a hipdtese nula é convertida em
H() 0] = 0O = O3 = 0. (2-9)

Note que sob Hg o resto da expansao de Taylor desaparece e ¢; = &4, de forma
que as propriedades do processo de erro permanecem inalteradas sob a hipotese

nula —a inferéncia assintética pode ser utilizada. A estatistica de teste é dada
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por: @
—1
A T T T -1 T
o~ ) o~ o~/ ~ T Y] =~ ~ o~
LM = — UV vy, — E Vtht E htht E htyt E ViUyg
RV =1 t=1 t=1 t=1 t=1 t

R TN T OHy(zexep)!
onde u; = y; — HM(Zt,Xt; 1/))7 h, = H(azztht -

Ho

T ~ 2 = 3
vy = [ZtBJi*xi*taztBJi*xi*tvZtBJi*xi*t} ,

tem distribuigao assintética x? com m = 3(p + 1) graus de liberdade.

Como a premissa de normalidade e homocedasticidade dos erros é clara-
mente violada nos dados, uma versao robusta do teste LM baseada nos resulta-
dos de [Wooldridge| (1990)) é aplicada. O teste é implementado sequencialmente

da seguinte maneira:

1. Estima-se o modelo com K regimes. Se o tamanho da amostra é reduzido
e portanto o modelo é dificil de ser estimado, problemas numéricos na
aplicacao do algoritmo de maéaxima verossimilhanca podem conduzir a
uma solucao onde o vetor de residuos nao ¢ exatamente ortogonal a
matriz gradiente de HM(Xt;z,Ab), com efeitos adversos sobre o tamanho
empirico do teste. Para contornar esse problema, os residuos u; sao
regredidos em h, e a soma dos quadrados dos residuos SSRy = th:1 "

¢ computada. Os novos residuos u; sao ortogonais a h;.
2. vy é regredido em h; e os residuos r; computados.

3. Um vetor de uns é regredido em &;r; e a soma dos quadrados dos residuos

SSR; é calculada.
4. O valor da estatistica de teste é dado por

LM, =T — SSR;. (2-11)

Sob Hy, LM} tem distribuicao assintética x* com m graus de liberdade.
Os parametros do modelo sao estimados por minimos quadrados nao-
lineares (NLS), que nesse caso equivalem a estimagao por quase-maxima ve-
rossimilhanca(QML). O estimador de quase-méxima verossimilhanga (QMLE)

de 1, QZ , € dado por

1Veja [Medeiros, da Rosa e Veiga (2005) acerca das condicdes técnicas para a validade da
estatistica de teste.
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T
17) = argminQr(¢) = argmin% ;qt(tp)

Ppew Ppewr

T
= argmin {% Z [RV, — Hyr(z¢, X))

ped =1

2}'

21

(2-12)
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