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Transformacdes Integrais Invariaveis

Transformacoes bidimensionais tais como Fourier, Mellin ¢ Transformada Z
sdao de grande importancia para o processamento de imagens [18, 20, 21]. O uso
de tais transformadas pode ser verificado extensamente em aplicacdes como pré-
processamento de imagens, filtragem e compressao.

No presente trabalho as Transformadas de Fourier, Mellin do tipo 1 e Mellin
do tipo 2 sdo apresentadas e estudadas porque estas apresentam propriedades que
permitem que imagens sejam transformadas em versdes invaridveis a escala,
distor¢des, translacdo e rotacdo. Estas versdes permitem que imagens que
sofreram as variacdes citadas possam ser diretamente comparadas umas com as
outras.

E importante ressaltar que ao longo do trabalho o uso do termo distorgao
sera referente a dilatagdes horizontais e verticais, ou seja, alteracdes em escala
horizontais e verticais isoladamente. O termo ndo é usado para se referir a
distor¢des locais.

Primeiramente ¢ apresentada a Transformada de Fourier que possui
magnitude invariavel a translagao.

Ap6s a Transformada de Fourier, ¢ apresentado o conceito da Transformada
de Mellin de uma dimensao, transformada esta que possui caracteristicas similares
a Transformada de Fourier e possui magnitude invaridvel a escala.

Entdo, sdo apresentados dois métodos de mapear uma imagem:

- Mapeamento Log-Log: Possui a propriedade de transformar variagdes

em escala horizontal e vertical em variagdes em translagao;

- Mapeamento Log-Polar: Possui a propriedade de transformar variagdes

em escala e rotacdo em variacdes em translagao;

Apbs os mapeamentos serem explicados, sdo apresentados métodos de
combinar a Transformada de Fourier e estes mapeamentos de modo a se construir
as transformadas de Mellin do tipo 1 e 2 e de Fourier Mellin do tipo 1 e 2. Neste

momento s3o apresentados meios de se chegar as invariancias desejadas.
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Por fim, ¢ descrito como fazer a comparagdo entre imagens aproveitando-se

das transformadas citadas e um método de Window Growing ¢ proposto, método

este que serd utilizado durante a etapa de navegacdo para lugares conhecidos.

Este capitulo apresenta as seguintes segdes:

2.1 — Transformada de Fourier: Apresenta a Transformada de
Fourier para uma dimensdo, para duas dimensdes, suas versdes
discretas e suas caracteristicas. E importante verificar a propriedade
de translacdo que serd explorada para se conseguir as invariancias
desejadas. A se¢@o possui as seguintes subdivisoes:

- 2.1.1 — Transformada de Fourier Discreta;

- 2.1.2 — Propriedade de Translacdo da DFT;

- 2.1.3 — Propriedade de Escala da DFT;

- 2.1.4 — Propriedade de Rotacdo da DFT;
2.2 — Transformada de Mellin: Descreve o conceito da Transformada
de Mellin para fungdes de uma dimensao e mostra as caracteristicas
comuns desta com a Transformada de Fourier;
2.3 — Mapeamento Log-Polar: O mapeamento Log-Polar transforma
uma imagem que estd no sistema de coordenadas cartesiano para um
novo sistema de coordenadas no qual variagdes em escala e rotagao
representam variacdes em translacdo. Esta caracteristica serd
aproveitada junto a Transformada de Fourier para se chegar as
transformagdes invariaveis a escala, translagdes e rotagao;
2.4 — Mapeamento Log-Log: Este € outro mapeamento como o
anterior. Este, porém, possui a caracteristica de transformar escalas
horizontais e verticais em translagoes;
2.5 — Obtendo Invaridncias a Rota¢do, Translagdo, Dilata¢des ¢
Escala: Esta secdo mostra como os conceitos apresentados até a
mesma sdo combinados de modo a se obter as transformadas de
Mellin do tipo 1 e 2, e Fourier Mellin do tipo 1 e 2. A secdo esta
dividida em:

- 2.5.1 — Invariancia a Translagao;

- 2.5.2 —Invariancia a Rotac¢ao e Escala;

- 2.5.3 —Invariancia a Dilata¢des Horizontais e Verticais;

- 2.5.4 — Propriedade Comutativa Entre Rotacdo e Dilatacao;
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- 255 - Invariancia a Translagdo, Rotacdo e Escala
Simultaneas;

- 2.5.6 — Invariancia a Translacdo e Dilatagoes Verticais e
Horizontais Simultaneas;

- 2.6 — Comparando Imagens: A ultima se¢do do capitulo apresenta o
uso das transformadas descritas para comparacao entre imagens. As
sub-secdes desta sdo:

- 2.6.1 — Distancia Euclidiana;
- 2.6.2 —Correlacgao;
- 2.6.3 — Comparando Imagens com Invariancias;

- 0— Window Growing;

2.1.
Transformada de Fourier

Em uma dimensao, a Transformada de Fourier de uma fungdo complexa f(x)

¢ definida como:

FER=3[@J0)=]" f(x) 2™ a n

A Transformada de Fourier inversa ¢ dada por:

F@)=3FE)Nx)= |7 FR)>™ ak o)

A versdo em duas dimensdes da Transformada de Fourier ¢ dada por:

F(@y.a,)=3[f ()@, )=

o o I, - 3
J‘_OO J_wf(X,Y)e 27zz(wxx+wyy)dxdy 3)
Sendo sua inversa:
f(ny): S_l [17(0)67 wy )Ixay):
“4)

J.:)OOO IjowF(wx, wy}zm(kxﬁkyy)dwxdwy

Se a fungdo f{x,y) apresenta intensidades ao longo das coordenadas espaciais
x, y, entdo w,, w, sdo freqiiéncias espaciais que representam as variagoes de
intensidade em relagdo as distancias espaciais.

Na proxima secdo ¢ apresentada a versdo discreta da Transformada de

Fourier.
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2.1.1.
Transformada de Fourier Discreta

Para uma fun¢do discreta de uma varidvel f{x;) dada para x; inteiro e

definido no intervalo 0 <x, < N, sua Transformada de Fourier Discreta (DFT)

F(u) ¢ dada por:

N-1
Fu)= 2 f(xe)e
x;=0

—2 7miux

/u 5)

Sendo sua inversa:

2 mux

N .
f)=r L Fe M (6)
x;,=0

A DFT bidimensional de uma fungao discreta de duas variaveis f{xx;), dada

para x; inteiro e definido no intervalo 0<x, <N e ), inteiro e definido no

intervalo 0 <y, <M , ¢ dada por:

M-1 N-1 .
F(u,v)z Z Z f(Xk,yk)e—bzz uxk/N+vyj/M) %)
Y;=0x;=0
E sua inversa:
M-1N-1
1 2 7 (ux /N+vy</M)
Vi)l T F s , / 8
f(xky]) NM‘EOLE) (uv)e ®)

Uma imagem representada por uma fungdo f(x; i) real geralmente possui

DFT complexa. Pode-se entdo ter uma representacdo em amplitude e fase da DFT:

A(u,v)= ‘F(u,v)‘ )
D(u,v) = LF(u,v) (10)
F(uyv)= ‘F (u,v)‘eilF(u’V)w (11)

Serdo vistas a seguir algumas propriedades da Transformada de Fourier
Discreta. A primeira propriedade apresentada ¢ em relagdo ao comportamento da

Transformada de Fourier para fungdes transladadas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410268/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410268/CA

Transformacdes Integrais Invariaveis 35

2.1.2.
Propriedade de translacdo da DFT

Translagdes espaciais na imagem em x; ou y; causam translacdes na fase da

DFT:
f(xk+a,yk+b)<—>F(u,v)e_i(a”/N+bv/M) (12)

Perceba que tanto F'(u,v) quanto f{x;,);) sdo fungdes periddicas, portanto esta
implicitamente assumido que as translag¢des sdo circulares.

E interessante verificar que a amplitude da DFT ¢ invariavel a translages na
imagem. Isso quer dizer que duas imagens idénticas, porém transladadas,
apresentariam a mesma amplitude apos a Transformagao de Fourier.

A proxima propriedade a ser vista ¢ em relacdo a variacdes em escala na
fungao a ser transformada. E interessante notar que variagdes em escala na fungéo
f sdo acompanhadas por variagdes semelhantes, porém inversas na magnitude de

sua Transformada de Fourier.

2.1.3.
Propriedade de Escala da DFT

Outra propriedade importante da Transformada de Fourier ¢ que variagdes
em escala no dominio espacial causam variacdes inversas no dominio da
freqiiéncia:

1 u v
f(pxk,ayk)<—>—F T (13)
pa \p «a
Rotagdes na fungdo f sdo acompanhadas por rotagcdes na magnitude da

Transformada de Fourier. Isto pode ser visto na se¢ao seguinte.

2.1.4.
Propriedade de Rotagdo da DFT

Rotagdes na imagem f{x;);) de um angulo 0 fazem com que a sua
Transformada de Fourier possua a mesma rotagao 6:
f(xk cosf—y;sinb,x; sinf+ y ; cos 9)(—)

(14)
F(ucos@—vsinf,usinf+vcosb)
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Perceba que o grid ¢ rotacionado, portanto o novo grid pode conter pontos
nao definidos. Os valores devem ser definidos entdo por interpolacao.

Esta secdo termina de apresentar a Transformada de Fourier. A secdo
seguinte apresentard a Transformada de Mellin e suas semelhangas com a

Transformada de Fourier.

2.2.
Transformada de Mellin

A Transformada de Mellin de uma funcao f(x) ¢ definida em [23, 24] como:
[0'0)
M(s)= | fx)x" L (15)
0

A partir desta defini¢cdo pode-se perceber que a Transformada de Fourier de
flexp &) ¢ a Transformada de Mellin de M(iw) de f(x) ao longo do eixo imaginario

do plano complexo. Esta relagdo pode ser vista através das seguintes

consideracgdes:
x=e° (16)
dx =—e°d& (17)

Aplicando-se a eq.(16) e aeq. (17) naeq. (15) temos:
M(s) = T FoO)xSdx = T fle)ede (18)
0 —00

Fazendo a substitui¢do abaixo:
s=0+i*w (19)

Temos (tipicamente 0 = 0):
w .
M(iw)= | fe e e 2™ gi =5 (f(e‘f ))‘”5 (20)
—00
Esta transformada possui a propriedade de ter amplitude invaridvel a escala:

f(ax) e M(ig)e™ @n@) (21)
Isto pode ser verificado como a seguir. Caso se escale a fungdo f(x) por um

fator p, o seguinte resultado ¢ obtido:
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iw—1
T F(o)x'dx =T f (x)(fj d _
0 0 P 1%

(22)
p—ia) T f(x)xia)_ldx =p_ia)M(ia))
0
Portanto, a Transformada de Mellin de uma funcdo escalada adquire
translacdo em sua fase porém mantém sua amplitude. Isto pode ser visto pelo fato

de:

€ = of Inz _ eC(ln\Z|+l argz) _ o 1n|z|elc argz (23)

Paraz = pe c = -iw, tem-se arg(p) = 0 e, portanto:

—i@® —i® 1n|a|eO

p C=e
p—ia)(x+l-y):p—ia)(reiﬁ):e—ia)ln|p|(rei0): rei(&—a)ln|p|)

=cos(—wln|p|)+isin(-wln|p|) (24)

Isto corresponde somente a uma translacao na fase dado que |e“9 |=1.
Outro modo de se verificar a invaridncia na amplitude da transformada ¢
pensar na Transformada de Mellin como uma Transformada de Fourier de uma

funcao f;(&) onde:

f©)=1E ) /) (25)

Ou seja f; ¢ uma fun¢do que mapeia f da coordenada (x) para a coordenada

(9
&=In(x) (20)
Desta maneira, uma variagao em escala em (x) representa uma translagdo em
(o)
(ox) > (E+1np) (27)
Como pode ser verificado por:
&' =In(px)=In(p)+In(x)= <& +1In(p) (28)

Portanto, como a Transformada de Fourier ¢ invaridvel em amplitude a
translagdo, e a variacdo em escala em f{x) corresponde a uma translagdo em f;(&),
pode-se concluir que a Transformada Fourier de f;(£) tem amplitude invaridvel
para escalas em f{x).

As Transformadas de Mellin do tipo 1 e 2 para imagens em 2 dimensdes
utilizam de propriedades dos mapeamentos Log-Polar e Log-Log que sdo

apresentados nas segdes 2.3 e 2.4 a seguir.
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2.3.
Mapeamento Log-Polar

Os mapeamentos de imagens para coordenadas distintas das originais sdo
utilizados quando se deseja utilizar caracteristicas especificas das novas
coordenadas.

Serdo apresentados aqui dois mapeamentos que possuem caracteristicas
interessantes quando aplicados junto a Transformada de Fourier. O primeiro a ser
apresentado ¢ o mapeamento Log-Polar que converte variacdes em escala e
rotagdo para translagdes. O segundo ¢ o mapeamentto Log-Log que converte
dilatacdes horizontais e verticais em translagdes.

A representacdo Log-Polar de uma imagem ¢ feita através da transformagao
das coordenadas (x,y) € 9 para as coordenadas (1, 6) como definido em [18, 23]

como a seguir:

x=e*cosf (29)

y=etsend (30)

yzln\lxz +y2 31)

O=tan”' L (32)
x

Onde € e 0<SOH<N.
Aplicando-se a eq. (29) e a eq.(30) temos o mapeamento Log-Polar f,(u, 6)
de f(x,y):
fr(w6)=f(x.y)= f(e” cos@,e"‘sen@] (33)
Este novo sistema de coordenadas ¢ interessante devido ao fato de que

escala e rotacdo sao convertidas para translacoes.

Escala ¢ convertida em translacao na coordenada sz

(ex,pv) > (u+1np,0) (34)
Como pode ser verificado abaixo:

x'=px (35)

yV'=py (36)

M= lmlpzx2 + p2y2 =In mlxz +y2 =
lnp+lnw1x2 +y2 =lnp+ uw

(37)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410268/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410268/CA

Transformacdes Integrais Invariaveis 39

g=tan' 2 =9 (38)
o)y
Rotagdo & convertida para translago na coordenada 6:
(xcos(5)—ysen(S),xsen(8)+ycos(5)) > (1,0+95) (39)
Como demonstrado a seguir:
x'=xcos(8)~ ysen(5) (40)
y' =xsen(5)+ycos(5) (41)

U= ln\/(xcos(5)—ysen(5))2 +(xsen(5)+ycos(5))2 =

X’ 005(5)2 +x7 S€I’l(5)2 +y2 cos(é‘)2 +y2 sen(5)2
+2xysen(5)cos(5)—2xysen(5)cos(5)

:In\/x2+y2 =Uu

_jxsend+ycosd

- (42)

=in

0'=tan =
Xcoso—ysend

_] xseno +xtan @ cos o
=tan =

xcosS—xtan@send (43)
_jcosB@send+senfcosd

=tan =
cos B cos & —sen@send

:tan_]wztan_] tan(0+§):6’+5
cos(6’+5)

Estas conversoes de escala e rotacdo para translagdo serdo utilizadas junto a
Transformada de Fourier para se obter transformadas invaridveis a estas
caracteristicas na se¢do 2.5. A secdo seguinte apresenta outro mapeamento
parecido com o descrito, mas que transforma variacdes em escala e rotagao para

variagdes em translacao.

2.4.
Mapeamento Log-Log
De modo similar ao mapeamento Log-Polar, pode-se fazer a transformagao
das coordenadas (x,y) € % para as coordenadas (& 77) como definido:
x=éf (44)
y=e (45)
E=Inx (46)
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n=Iny (47)

Onde & € e n e 7.
Desta vez ao aplicarmos a eq. (44) e a eq. (45) encontramos 0 mapeamento
Log-Log fi(& 1) de f(x.y):
&)= 1 ()= e” (48)
Este mapeamento também possui propriedade interessante. Escalas

independentes horizontais e verticais sao traduzidas em respectivas translagoes:

(ex,ap) > (E+Inpp,n+1na) (49)
Como pode ser demonstrado:

x'=px (50)

y'=ay (1)

F=lnpx=Inp+Inx=lnp+¢& (52)

n'=lnay=lna+Iny=lna+n (53)

As propriedades apresentadas nesta secdo e na secdo anterior serdo
utilizadas na se¢do seguinte para se conseguir obter transformadas baseadas na
Transformada de Fourier que possuam invariancia a escala, rotacao e dilatagdes
alem da invaridncia a translagdo caracteristica da propria Transformada de

Fourier.

2.5.
Obtendo Invariancias a Rotacéao, Translacao, DilatacfOes e Escala

Na presente secdo os conceitos apresentados nas segdes 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4
serdo utilizados para se definir as transformadas com invariancias desejadas que
serdo aplicadas as imagens de modo a se poder fazer comparacdes entre imagens
que representam uma mesma visdo, mas com escalas, rotagdes, distorcdes e

posicdes diferentes.

2.5.1.
Invariancia a Translacao

Como foi apresentado na secdo 2.1.4, a amplitude da Transformada de

Fourier de uma imagem ¢ invaridvel a translacdes espaciais circulares.
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Veremos nas sec¢des 2.5.2 ¢ 2.5.3 que ¢ possivel aplicar esta invaridncia a
translagdo de modo a cobrir mudangas em rotacao, escala e escalas horizontais e
verticais. Para isto serd necessario trabalhar com os mapeamentos apresentados

nas segoes 2.3 e 2.4.

2.5.2.
Invariancia a Rotacao e Escala

E possivel se aplicar uma Transformada de Fourier de maneira peculiar para
conseguir se obter invariincia a escala e rotagao.
Caso seja aplicada a Transformada de Fourier em uma imagem mapeada

para o sistema de coordenadas Log-Polar, tem-se:
o (27 =27 (@ ut+w@,0) _
G N A" D dudo-

IOO J.27T U 0.e"send —27n'(wxy+wy9)d 0 (54)
_Ooofecos,esen)z ud

A Transformada de Fourier da representacdo Log-Polar de uma imagem ¢
conhecida como Fourier-Mellin [23]. A Transformada de Fourier-Mellin 2D ¢
dada por:

~27i(a, In(x? +)? tan”' %)

> dxdy (5 5)

Mz(wlowz):j:_‘.:f(x:J/)e

x*+y

Uma translagdo na coordenada p representa uma mudanga em tamanho no
plano x-y, e uma transla¢do na coordenada 0 significa uma rotacdo no plano x-y.
Portanto, como a amplitude da Transformada de Fourier ¢ invariavel a translagao
para as duas varidveis, ao aplicarmos a mesma sobre f,(x 6), conseguimos na
verdade invaridncia quanto a escala e rotacdo no plano x-y. Doravante, escala e

rotagdo em f{x,y) representam translagdes na fase da Transformada de Fourier

Mellin:
f(p(x cosd— ysind), p(xsind+ ycos 5))(—)
M( @, > )e—i (@, In p+@,0)

E importante observar que ao se ganhar invariancia a rotagdo e escala, se

(56)

perde a invariancia a translacdo em x e y.
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A Transformada de Mellin apresentada ¢ conhecida como Transformada de
Mellin do tipo 2. A Transformada de Mellin do tipo 1 serad apresentada na secao
2.5.3.

A Transformada de Mellin do tipo 2 pode ser discretizada levando-se em
conta algumas consideragoes.

A func¢ao continua f{x,y) pode ser discretizado em uma matriz F de tamanho
N x M cujos elementos sdo dados por f;; para uma imagem com pixels de

dimensdes Ax e Ay:

J(xy) = f(xg,y;) quando fi ;= f(xg,y ;) (57)
xj = kAx (58)
Y =JjAy (59)

= f(kAx, jAY) (60)

Com k=1,..,N e k=1,...,N. A transformada continua M>(w; @)

pode ser discretizada como uma matriz de tamanho U x V considerando-se

intervalos de freqiiéncia Au/2m e Av/2w para ®; € ®; respectivamente:

o =2 (61)
=2 (62)
M@y, = Mz[{fk,j ](u v) (63)
M) =M, (u- Au/27r,v - Av/27r) (64)
u,v
Resultando em:
. _1| jAy
iuiu In((eAx)2 (A )2 ivAv tan I(J

o (kAx)? +(JA )

A secdo seguinte apresentara a Transformada de Mellin do tipo 1 ¢ como

esta possui invariancia a dilatacdes horizontais e verticais.

2.5.3.
Invariancia a Dilatagbes Horizontais e Verticais

De modo analogo ao apresentado na secdo 2.5.2, pode-se conseguir

invariancia a dilatagcdes horizontais e verticais.
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Se a Transformada de Fourier for aplicada em uma imagem mapeada para o

sistema de coordenadas Log-Log, obtém-se:

F(@y. @, )= J ° J (f 1) B

. (66)
o [2 -2 )
[ Y S T e
Ao se considerar:
dé=—Lax (67)
X
1
dn=—ay (68)
y

Esta transformada pode ser reescrita como a seguir, sendo conhecida como

Transformada de Mellin do tipo 1:

o0 00
2 7wy -1 i2 7,1
M (oy,0,) = I j S, y)x! ST YO ddly (69)
00
TT 1 i27(o; Inx+w, Iny)
Mi(o1,07) = Ef (x.»)e dxdy (70)
00

Desta vez, uma dilatacdo no eixo x € traduzida para uma translacdo em ¢ e
uma dilatagcdo no eixo y em uma translagdo em 7. Portanto, a Fourier de fi(& 1)
acaba sendo invariavel em amplitude a dilatagdes em x e y, estas representam

translagoes na fase da Transformada de Mellin:

f(px,O()/)(—)Ml(wl,wz)e_i(wl In pt+@, Ina) (71)

Como fazer uma variacdo em escala na fungdo f{x,y) significa igualar as
dilatacdes p e n, pode-se dizer que a amplitude da Transformada de Mellin do tipo

1 é invariavel a escala:

f(,ox,,oy)<—>M1 (w_l’ w_z)e—i(wl In p+@, In p) (72)

Para se discretizar 0 basta aplicar as consideracdes vistas da eq. (57) a eq.

(64) apresentadas obtendo-se:

M N
M(l) _ z Z_eluAu In(kAx) fk,j '_eszv In(jAy) 73)
u,v P kAx JAY

A Transformada de Mellin 2D do tipo 1 pode ser escrita de forma matricial

COmMo S€ segue:
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1 .
Txu,k _ %emAu In(kAx) (74)
I ivAvIn(jA
_ JBY
Tyjv= ;e () (75)
My =Tx-F-Ty (76)
Onde:
- . - _
elAu In Ax - e1Au In2Ax - elAu In NAx
2
L oi2Buln A % 28uln2ax 1 ipAuinNax 77)
*Ax
e1UAu1r1 AX _elUAuln 2AXx _elUAuln NAx
L 2 N 4
eiAv In Ay eiZAv In Ay » eiVAv InAy
1avinaay 1 i2avin2ay 1 ivavinaay
T = | ) 2 3 (78)
y Ay
1 giavinmay 1 i2avinmay 1 ivavinmay
LM M M i

A préxima secdo explica a propriedade comutativa entre rotagdo e dilatacao.

2.5.4.
Propriedade Comutativa Entre Rotacao e Dilatacé&o

E interessante apontar que transformagdes em rotacdo dadas por R(6) e
transformagdes em dilatacdo dadas por S(p, @) comutam:

ROS(p.a)f (v.y)= RO (or.)
= f(ppx cos 6 — pysenO,axsend+ ay cos 0) (79)
=S(p,a)f (xcos - ysen,xsenf+ ycosb)
=S(p.)R(O)f (x.)
Do mesmo modo transformacdes em escala dadas por S(p) poderiam ser
usadas no lugar de S(p, @) para mostrar que S(p) e R(6) comutam.
Similarmente, pode-se mostrar que transformacdes em translagdo 7(x; 7) nao
comutam nem com S(p) S(p, &) nem R(6).

Invaridncias a translacdo, rotagdo e escala por uma mesma transformada

serdo apresentadas a seguir utilizando a propriedade comutativa aqui mostrada.
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2.5.5.
Invariancia a Translacéo, Rotacéo e Escala Simultaneas

Considere os dois operadores invaridveis F e F;, apresentados a seguir:
Fo f(x,y)=|FLf () Ju,v) (80)
Fypz o [ y)= M, [f (e, ) Ju,v) (81)

Como pode ser visto, F, extrai o modulo da Transformada de Fourier e F),,
extrai 0 modulo da Transformada de Mellin do tipo 2.
Aplicando-se o operador hibrido F o F,,, a uma imagem f{x,y) obtém-se:
L =[Fy2 o F1f (x,5) (82)
Ao se aplicar o mesmo operador para uma imagem que foi transladada,

rotacionada e escalada tem-se:

1, =[F,, o FoR(0)S(p)>T(x,7)]f (x,¥) (83)
= |:FM2 ° R(@)%S[lj oFo T(K,T):|f(x, ») (84)
P \p
= Lg[FMz ° Flf(x,y) (85)
o
-1 (86)
Y2

Portanto /> ¢ igual a I; multiplicado por um fator 1/p e a representagio é
invaridvel a escala, translacdo e rotacdo. Os passos 0. (83) e na eq. (84) se devem
as propriedades apresentadas nas se¢des 2.1.3 e 2.1.4. A contragdo apresentada na
eq. (85) se deve a propriedade de invariancia de F' e F.

As invariancias aqui descritas sdo suficientes para lidar com qualquer
combinagdo ou permutagdo quanto a rotagdo, escala e translagdo em qualquer
ordem.

De modo semelhante ao aqui apresentado, serd apresentado adiante como se

obter invariancia a translacao e dilatagdes verticais e horizontais.
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2.5.6.
Invaridncia a Translacdo e Dilatagdes Verticais e Horizontais
Simultaneas

Considere o operador F' apresentado na se¢do 2.5.5 e o operador Fy; a
seguir:

Fyyo £ y) =M, [f e, )fu,v) (87)

Aqui F) extrai o modulo da Transformada de Mellin do tipo 1 ¢ F o

modulo da Transformada de Fourier.

Aplicando-se o operador hibrido F o F,,; a uma imagem f(x,)) obtém-se:

I, =[F,, o F]f(x,») (88)

Ao se aplicar o mesmo operador para uma imagem que foi transladada e

dilatada nos eixos x e y, tem-se:

1, =[F, o FoR(0)S(p. @) T(x,7)|f (x, ) (89)
=[Emon>1—%:ljoFoT@nﬂfuuo (90)
po \ pa
=Ly, o Flr(x.y) 1)
oo
-1, ©2)
Yolo’

Novamente encontra-se /3 proporcional a I, e agora a representagdo ¢
invariavel as dilatagdes horizontal e vertical ¢ a translagao.
As transformadas invariaveis desenvolvidas serdo utilizadas adiante para se

comparar imagens.

2.6.
Comparando Imagens

Todos os métodos apresentados para se encontrar fungdes invaridveis para
imagens tem como fim a identificacdo e classificagdo das imagens. Para tal
deseja-se comparar tais fungdes para diferentes imagens de modo a se obter uma
funcao de similaridade entre estas.

Aqui serdo apresentadas duas medidas de similaridade para se fazer as
comparagoes: distancia euclidiana e correlagdo. Entdo, ¢ explicado com usar estas

fungdes para comparar as imagens.
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Por fim, é proposto um método para se comparar imagens obtidas em

diferentes distancias para uma mesma cena chamado de Window Growing.

2.6.1.
Distancia Euclidiana

Uma medida padrdo de similaridade entre duas fungdes f{x,y) e g(x,y) ¢ dada
pela distancia Euclidiana entre estas:

Error! Objects cannot be created from editing field codes. (93)

Quanto maior a distancia d, menor a semelhanga entre as fungoes.

Repare que esta fun¢do tem a desvantagem de ser extremamente sensivel a
grandes magnitudes para valores pontuais das fungdes. Além disso, esta distancia
nao ¢ normalizada para limites dados.

Outra medida de similaridade muito comum ¢é a correlagdo, esta sera

descrita a seguir.

2.6.2.
Correlacao

A Correlagao entre duas fungdes f{x,v) e g(x,y) € definida de sua maneira

mais geral pela integral continua:

',y )=|[f(p.a)gp+x'q+ ") (94)
Sua forma discreta ¢ dada por:
Cl',y) =22 f(P.@)g(p+x'q+y") (95)

Sua versdo normalizada ¢ vista como se segue:
B 2.2 [(p.agp+x'qg+y")
V22 (P Y Y s(pg)

Quando x” = 0 e y’ = 0, esta correlagdo ¢ feita para as funcdes sobrepostas.

(96)

C(Xl,y’)

E, conseqiientemente, uma medida de similaridade entre as funcdes.

A correlagdo normalizada pode ser entendida como uma multiplicagdo
vetorial para vetores normalizados. Portanto, ¢ uma boa medida de similaridade
entre duas fungdes por ndo ser tdo sensivel a grandes magnitudes para valores

pontuais como a distancia Euclidiana.
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A correlagdo normalizada ¢ igual a 1 para func¢des idénticas, igual a 0 para
fungdes completamente diferentes e igual a —1 para funcdes opostas, ou seja,
quando f'= -g;

O valor de maximo da eq. (96) indica x’ e y’ que apresentam a melhor
sobreposi¢do entre as fungdes. Este valor ¢ invariavel a translagdes.

Para se correlacionar duas imagens com tamanhos diferentes, a imagem a
ser comparada pode ser redimensionada para o tamanho da imagem base.

O uso da distancia euclidiana e da correlagdo para se comparar imagens
tendo invariancia a escala, dilatagdes, rotagdes e translagdes ¢ apresentado

adiante.

2.6.3.
Comparando Imagens com Invariancias:

Aplicando-se a correlacio ou a distancia euclidiana nas diversas
transformadas das imagens, ¢ possivel fazer comparacdes invaridveis a varios
fatores. Verifique as possibilidades a seguir:

- Maximo da correlagdo entre duas imagens: Invariancia a translagao;

- Distancia ou correlagdo entre magnitude da Transformada de Fourier de
duas imagens: Invariancia a translagao;

- Distancia ou correlagdo entre magnitude da Transformada de Mellin do
tipo 1 de duas imagens: Invariancia a distor¢des (dilatagdes);

- Distancia ou correlagdo entre magnitude da Transformada de Mellin do
tipo 2 de duas imagens: Invariancia a escala e rotagao;

- Distancia ou correlagdo entre magnitude da Transformada de Mellin do
tipo 1 da magnitude da Transformada de Fourier de duas imagens:
Invariancia a distor¢oes e translagao;

- Distancia ou correlagao entre magnitude da Transformada de Mellin do
tipo 2 da magnitude da Transformada de Fourier de duas imagens:
Invariancia a translacao, escala e rotagao;

A seguir ¢ explicado um método interessante para se fazer comparacdes que

sera utilizado para auxiliar a navegacdao de um robo para um lugar conhecido.
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2.6.4
Window Growing

Em determinadas situagdes, deseja-se encontrar uma imagem em uma sub-
janela de outra imagem. Este ¢ o caso de um robd observando um mesmo fundo,
com a mesma dire¢cdo, porém para distancias diferentes. Para tal é proposta uma
técnica de “window growing” onde uma das imagens serd sub-dividida em varias
sub-imagens, para entdo, fazer a comparacao.

Na Figura 2-1 ilustra como isto ¢ feito. O retangulo a esquerda representa a
imagem de referéncia que serd procurada na outra imagem, representada pelo
retangulo a direita. Perceba que a imagem a direita possui varias sub-divisdes, ou
melhor, sub-janelas. Estas sub-janelas serdo comparadas com a imagem de

referéncia.

Comparagdo

Figura 2-1: Window Growing

A figura na qual se deseja procurar a imagem base ¢ subdividida em um
numero # de janelas com centro comum. As diferencas de tamanhos Dx e Dy entre
uma janela e outra sdo dadas por:

Dx = sx/2n (97)
Dy =sy/2n (98)

Onde sx € o tamanho horizontal da imagem a ser comparada e sy o tamanho
vertical.

Perceba que apesar das janelas a serem comparadas terem tamanhos

diferentes, algumas transformadas apresentadas podem ser obtidas de modo que as
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fungdes obtidas tenham tamanhos semelhantes. Isto pode ser feito para qualquer
comparacao que antes de ser feita passe por uma Transformada de Mellin do tipo
1 ou2.

Para se comparar através de correlagdo ou Fourier, pode-se fazer o
redimensionamento da imagem base para entdo fazer a comparagao.

Por fim, tem-se uma série de comparagdes, uma para cada sub-janela e
pode-se encontrar a janela com maior semelhanca com a imagem base.

De modo a ndo ser necessario ter » muito grande para se encontrar uma sub-
janela bem proxima da imagem base, pode-se fazer uma segunda tomada de
comparagdes criando-se novas sub-imagens ao redor daquela que obteve melhor
comparagao.

Isto esta exemplificado na Figura 2-2. Entre as duas sub-janelas ao redor
daquela que obteve maior valor de comparacao sdo sub-divididas novas m janelas

e o processo ¢ retomado.

|

Figura 2-2: Nova tomada de comparacdes

Este método apresentado pode ser feito iterativamente o numero de vezes
necessario até que se chegue em um intervalo entre janelas desejado. O diagrama
de fluxo do procedimento ¢ dado na Figura 2-3.

O préximo capitulo apresentara uma técnica que sera utilizada para se

encontrar regides locais em comum entre imagens.
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Compara
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comparagao

Y

Término
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Input:
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Figura 2-3: Diagrama de fluxo do procedimento de Window Growing
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