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3
O modelo da particula pontual

No capitulo anterior, foi montado um panorama estrutural da LQG.
Determinamos que o espago de estados apropriado nao é (ao menos a priori) um
espaco de Hilbert, como de costume, e sim o dual algébrico de um espago pré-
Hilbert. Temos assim uma estrutura de “rigged Hilbert space” £ D € D &, em
que £* nao esta necessariamente dotado de um produto interno. No capitulo
2, a invariancia por difeomorfismos possibilitou definir um produto interno
fisico num subespaco de funcionais que adotamos como estados fisicos, mas
este produto interno nao admite extensao ao espaco dual inteiro. No presente
capitulo, temos uma métrica fixa e portanto nem ao menos faz sentido invocar
a nocao de invariancia por difeomorfismos; portanto, teremos que considerar
como “estados” elementos de um espago sem produto interno.

Nosso interesse principal neste capitulo é o de como investigar pro-
priedades deste tipo de estados, numa situacao em que a atitude canonica
da QM (baseada em tomar produtos internos como valores esperados) nao
pode ser aplicada diretamente. Em particular, desejamos definir propriedades
estatisticas de tais estados (como expectancias e variancias de certos oper-
adores) e, com base nisso, obter defini¢oes razodveis do que constituiriam esta-
dos “semiclassicos”. Vamos abordar este problema no contexto de uma teoria

mais simples — a particula pontual em uma dimensao.

3.1
A representacao de Schrédinger

Normalmente se toma o espago de estados para o sistema de uma
particula pontual como sendo Hgsn = L*(R,dz). Ao invés de definir de
imediato os operadores correspondentes aos observaveis posicao e momento,
vamos comegar por definir uma algebra abstrata que possui uma acao bem-
definida sobre Hse, inteiro. Trata-se da dlgebra de Weyl-Heisenberg, que
codifica toda a dindmica do sistema. Esta é a dlgebra (complexa) W com

geradores {W((), ¢ € C}, munida do produto e involu¢ao
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W)W (G) = 3™ W(g +¢)
W) = W(=)

Note que W contém dois grupos a um parametro (real), a saber, os
grupos U(X) = W(Ad), V() = W(ip/d)D

(d é uma constante de escala que podemos fixar arbitrariamente.) Ve-
se facilmente que qualquer elemento de W pode ser expresso de forma unica
como WA + ip/d) = e2*U(N)V(1). Ademais, estes elementos satisfazem
UNV(p) = eV (n)UN).

A algebra W é representada em Hgq, = L?(R, dz) pelos operadores

J@) = ()
(Vi e) @) = va+n
)@ = (TN () @)
= MY (x4 )

Vemos que estes operadores sao todos unitarios. De fato, esta repre-
sentacao de W em Hs., € unitaria e irredutivel.

Como os grupos unitérios de operadores U(\), V(u) sdo fracamente
conti-nuod?, o Teorema de Stone garante a existéncia de operadores auto-

adjuntos ¢, p tais que

UA) = e
Vip) = e

'E simples verificar que estes de fato sdo grupos a um parametro considerando-se a
involugao * como inversa, ou seja, que

?Diz-se que U(/\) ¢ fracamente continuo se a aplicagao A — (¥, U()\)A@/J) é continua para
todo t. Em particular, diz-se que U()\) é fortemente continuo se X\ — U (M) for continua
para todo .
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Agora é evidente, pela forma de U, que (§¢) (x) = x1(z). Fora isso,

para ¢ analitica,

(") () = P(z+p)
dTL
B Z /:1' dxm

e

Assim, p é uma extensao do operador —z - (definido apenas no espago
das fungoes derivaveis) para um subespago denso de Hgch.

Note que ¢ nao possui autofungoes nao-triviais. De fato, as iinicas solugoes
de z ¢ (x) = at(x) sdo distribucionais: (z) = C d(x — «v), que ndo pertencem
ao espaco de estados.

Lembramos que se ¢(x) pertence a L?(R,dz), sua transformada de
Fourier ¢(k) = [4(x) e "** dx pertence a L*(R, dk). Podemos assim consid-
erar 1gualmente elementos Hsen como fungoes do momento ou “nimero de
onda” k, ao invés da coordenada x. Escritos nessa forma, é facil verificar que

os operadores sao

@) (k) = i (k)
WOV (k) = ik
BU) (k) = ko
(V) e) (k) = e (k)

3.2
A representacao “polimero”

Nesta secao, vamos construir outra representacao irredutivel da algebra
de Weyl-Heisenberg, e demonstraremos que nao € unitariamente equivalente
a representacao de Schrodinger vista antes® O espaco de Hilbert desta repre-
sentacao sera construido de forma exatamente analoga a construcao feita no

30 teorema de Stone-von Neumann garante que toda representacao irredutivel de W é

equivalente a representagdo de Schrédinger, contanto que os operadores sejam fracamente
continuos no parametro (. Como veremos, isto nao serd verdade.
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capitulo anterior, em termos de funcoes cilindricas. A maior simplificacao neste
caso ¢ que aqui nao temos que lidar com questoes de invariancia de gauge.
Defina um grafo v como sendo um conjunto enumeravel de pontos {x;} C
R, satisfazendo as seguintes propriedades: (1) {x;} nao contém subsequéncias
com pontos de acumulagdo em R; (2) existem constantes £, p, tais que cada
intervalo I de comprimento ¢(/) > £, contém no méaximo p, £(/) pontos de
{z;}. O motivo destas duas condigdes técnicas ficard claro mais a frente.

Seja Cyl, o espago de fungoes complexas da forma

PR =32 fye

onde z; € 7y e os f; sio nlimeros complexos tais que ) |f]? < oo. Estas
“funcoes cilindricas” em R sao somas discretas de ondas planas no espaco de
momento, e logo nao pertencem a Hgq,. Agora tome Cyl = Uv Cyl,, o espago
de todas as funcoes cilindricas. Este espaco possui como base o conjunto nao-
enumerdvel {|r) = k — e~®*} cgr. Podemos introduzir um produto interno
em Cyl pedindo que esta base seja ortonormal: (x; | x2) = 04,4,. (Note que este
é 0 6 de Kronecker, e ndo o de Dirac!) Seja Hpoy, 0 completamento de Cyl em
relagao a este produto interno. (De fato, Hpoly = L*(R, dua), onde equipamos
a reta real R com a topologia discreta e com a medida discreta yiq®)

Agora podemos definir a agao da algebra de Weyl-Heisenberg W em

Hpoly da mesma forma que fizemos para fungoes do momento:

(T F) k) = fle=N
(Vi £) () = ef()

Ou, escrevendo em termos da base de “kets” {|x)},

OO |z) = e i@t
— ei)\xlx>
Vip) o) = ek
= |z +p)

40btém-se a topologia discreta definindo quaisquer conjuntos como sendo abertos. A
medida discreta é simplesmente a medida de contagem, f ¢ integrdvel se > g |f(z)] < oo,

e nesse caso [, fdua =>4 f(2).
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Claramente estes sao operadores unitarios. Como ocorria em Hge,, O
grupo unitario U (M) é fortemente continuo - e, em particular, fracamente
continuo. Portanto, existe um operador auto-adjunto ¢ tal que U (\) = e e
evidentemente ¢ |x) = x |z). Note que, enquanto em Hgq, 0s autovetores de ¢
sao distribuicoes de Dirac, e portanto nao sao elementos do espaco de Hilbert,
aqui os préprios |r) sdo autovetores de norma 1.

Para o grupo V(u), no entanto, a situagao é outra. De fato, se u #
0, temos (z |z + p) = 0, donde lim, .o (z|V(u)|z) = 0, enquanto que
(x| V(0)|z) = (x|z) = 1. Portanto, este grupo nio é fracamente continuo
em pu = 0, e logo nao corresponde a exponencial de nenhum operador auto-
adjunto p. (Logo, o teorema de Stone-Von Neumann nao vale, e de fato as
duas representagoes de W sao genuinamente nao-equivalentes. Isto é evidente
pois, se fossem equivalentes, haveria uma transformagao unitaria levando uma
algebra de operadores fracamente continua em outra, descontinua ao longo da
reta ¢ = A+ Ou.) Em outras palavras, o operador momento —i% nao esta
disponivel em Hpqy, 0 que traduz exatamente o fato de trabalharmos num
espaco com topologia discreta: apesar de qualquer valor de x ser admitido
em Ry, nao existem “pontos arbitrariamente proximos” de x, e logo nao ha

“transformacoes infinitesimais”.

3.3
A relacao entre representacoes

A representacao de Schrodinger codifica o que é geralmente considerado
como o “comportamento correto” esperado para uma particula pontual na
mecanica quantica. Portanto, nao ha nenhuma utilidade em obter uma repre-
sentacao genuinamente nao-equivalente da algebra de Weyl-Heisenberg se nao
for possivel recuperar este comportamento na nova representagao. Faremos isto
nesta secao.

Lembramos que, no capitulo anterior, descobrimos que o “lar natural”
para os estados que nos interessavam era o dual algébrico do espago das funcoes
cilindricas, que admitia uma acgao natural, por dualidade, dos operadores de
interesse. Vamos fazer o mesmo aqui: seja Cyl* o espago dos funcionais lineares

complexos o : f — (o|f). W age em Cyl* por

(ol WO | 1) = (el [0 5]

Por motivos que veremos mais a frente, para entender como a mecanica
do sistema surge em Cyl*, bastard codificar o espago de Schwartz S, o espago

(denso em Hge,) das fungdes ¢ para as quais existem constantes C,, tais que
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mn

T () < G (31)

xn

sup |z"

Somos levados a considerar a imersao natural @) : S — Cyl*, associando

a 1 o funcional linear Qv que age nos “kets” |x) por:

(Qv|z) =v(x)

Devemos entao mostrar que Qv é bem-definido, ou seja, que |(Qv | f)| <

oo para qualquer f € Cyl. Ora, qualquer funcao cilindrica se escreve como
lf)y = Zj fjlz;), e portanto

QY| [Z fi |%‘>] = mej

Lembramos que existem constantes ¢,, p., tais que cada intervalo I de
comprimento ¢(I) > (¢, contém no maximo p, £(I) pontos de . Assim, se
particionarmos a reta em intervalos de comprimento £, — especificamente, da
forma I,, = [nl,,(n+ 1)¢,) — entdo cada intervalo contém no maximo p. ¢,
pontos do grafo. Assim, podemos reordenar os pontos de v como x,, onde
kE<pyl,.

Como f ¢ cilindrica, temos . [f;|”

< o00. Escrevendo |f) =
ka fok |Tnk), isto implica a existéncia de N tal que, para todo intervalo

I, com |n| > N, |fur] < 1. Assim, podemos escrever

Qv [N =

Z ¢(xn,k) fn,k

n,k

< S el o
n,k

= > @) sl + > 10@ai)] o

n,k ;
In|<N [n|>N

O primeiro somatorio acima ¢ finito, portanto igual a uma constante C'.

Fora isso, a condi¢ao de Schwartz (3.1) implica () a existéncia de M tal que

(1+2%) ()] < M

e, portanto,
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(QUIAI < C+ > (@)l | furl

[n|>N

Inl>N
M
< C
+ Zk 1422,
nl >N 7

Ora, em cada I,, como k < p,l, e Tpj > T, temos Ek% <
n,k

P~ Ew—lffz ; fora isso, @, > nf,, e portanto
n,0

M
(QuIf) < C+ ) Pvgvrx%o
In|>N :
1
S OHmbM ), s
SN y

< o0

3.4
Estados coerentes no espaco dual

Na mecanica quantica, nao é possivel obter estados para os quais pos-
samos especificar com precisao arbitraria os valores dos observaveis — em par-
ticular, o Principio da Incerteza garante que os produtos das incertezas nos
operadores bdsicos (por exemplo, ¢ e p) serd no minimo h/2. E interessante
investigar se o produto (Ag)(Ap) pode ser minimizado. Para ser especifico, se
tomarmos um ponto no espaco de configuragoes (zg, po) e definirmos uma es-
cala de comprimento d, podemos procurar um estado cujos valores esperados
de posigdo e momento sejam (xg, pp) e cujas incertezas valham Ag = \% e
Ap = ﬁ. Uma classe de estados que satisfazem isto é dada pelos chamados

estados coerentes (para o oscilador harmoénicd?), ou seja, solucoes da equacio

o d? d?
(q+zﬁp)w: (IEO—FZﬁpo)w

ou, explicitamente, ¢, (z) = C exp (—(x;§2°)2 + iko(x — xo)), onde kg = po/h

¢ o numero de onda e (y = ﬁxo —l—i\%ko. Podemos reescrever a equagao acima

|4 ~ . ~ . . .
°Eles sao assim chamados porque sua evolugao temporal sob o hamiltoniano do oscilador
harménico reflete exatamente o movimento classico.
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CcOo1mo

a = (ot (3-2)
onde a = ﬁ (d + i% 13) é chamado operador de aniquilacao.

Como 1, € S, este estado define um elemento o, de Cyl*. Vamos
mostrar que a solu¢ao da equagao equivalente, em Cyl*, a (3.2) é exatamente
este o¢,.

Como vimos, o operador p nao esta definido em Cyl, e tampouco em
Cyl*. Logo, devemos reformular a equagao apenas em termos de & e dos
V(u) Para fazer isto, iremos exponenciar o operador a, multiplicado por
uma constante arbitraria. Usando a identidade de Baker-Hausdorff-Campbell,
eTel = e tytzlaylt.. (onde os “...” sdo termos que envolvem apenas comuta-
dores de ordem 2 ou mais alta em z, y), e lembrando que [g, p] = ih 1 (e logo

os comutadores de ordem 2 em ¢, p sdo todos nulos), obtemos

6\/§a&2/) _ e%é+i%dﬁw

Logo, podemos tomar a acao (adjunta) em Cyl* do operador definido

acima, para obter uma equagao supostamente equivalente a (3.2):

as N a2 ~
edV(—ad)e™ 2 o¢) = eV2lo o

Aplicando ambos os lados da equagao a um “ket” arbitrario |z), obtemos

(edlV(—ad)e™ % oglz) = €7 (e11V(—ad) og|z)
a2 o
= e 2z <63q UCO‘ZE — Oéd)

Portanto, a fungao o, (z) = (o, |x) satisfaz

2
oc,(x+ad) = exp <\/§OzC0 — % + %) o ()
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2
= exp <%(ch —x) —iad ko + %) o ()

Em particular, tomando = 0 e & = ¥ e completando quadrados, temos

x , 2
) con (% e £)

(y —20)® . xy
= CeXp (_2—d2 — Z(y — .To)ko exXp 2—d2 — Zkol’o

. 2
— Clexp (—% — iy — xo>ko)

Portanto, temos (o¢,|z) = ¢, (x), ou seja, o¢, é exatamente o funcional
de Cyl* definido por 1, usando a imersao canonica ). Isto nos dd motivos
para crer que o¢, ¢ semicldssico no mesmo sentido em que o estado coerente
¢, 0 é, ou seja: é concentrado em (g, po) € minimiza o produto das incertezas.
No entanto, Cyl* nao possui um produto interno, logo nao sabemos a priori

) )
como calcular médias e incertezas. Na proxima se¢ao veremos como contornar

este problema.

3.5
“Shadow states”

Como vimos acima, gostariamos de mostrar, em algum sentido, que o
estado o, é concentrado em (z, po), € que suas incertezas sdo pequenas. Para
fazer isto, vamos definir uma “projecao” P do funcional (o| sobre um grafo ~,
obtendo uma “sombra”, ou seja, um estado cilindrico |¢(") € CyLy. Vamos
entdo mostrar que o conjunto de todas as sombras de (0| contém todas as
informagoes necessarias para determinar as propriedades desejadas.

A projegao, no caso, é

(o] Py =10y = {ola) |«)

rey

O “ket” |0} define a sombra de (o| sobre o grafo v no seguinte sentido:

para qualquer f € Cyl,, vale

6Podemos de fato considerar P como um operador linear definido em Cyl*, com imagem
Cyl C Cyl* (usando a imersdo candnica); com esta definicdo, realmente P? = P, e portanto
faz sentido dizer que este operador é uma projecao no sentido usual. Mas isto nao sera
importante para o que vamos fazer; portanto, considere P simplesmente como uma aplicagao
de Cyl* em Cyl.
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(GD[f) = (; o) x!) <§f )
e T

TeEy

= (alf)

(Note que, no lado esquerdo, temos a acao de Cyl* em Cyl, e, no direito,
o produto interno em Cyl,.)

Agora vamos formalizar as nogoes que queremos investigar. Na for-

(| Alp)
()

como sendo o valor esperado do operador A (denotado por E[fl]), e a ex-

mulagao de Schrodinger, fixado um estado v, interpretamos a expressao

pressio E[A2] — E[A]? como sendo a varidncia de A (sua raiz quadrada, o
desvio padrao, ¢ a incerteza, denotada AA) Gostariamos de obter para a rep-
resentacao polimero expressoes equivalentes para os observaveis de interesse —
posicao e momento.

Aqui ja enfrentamos um primeiro problema: como demonstramos, ao
observavel p nao corresponde nenhum operador autoadjunto. No entanto,
podemos obter um operador que aproxime a acao do operador momento, da

seguinte maneira. Suponha que houvesse um operador p; entao valeria

Vip) = e
2
= I+iuﬁ—%ﬁ2+...
V(-p) = e

12

= f—ZMﬁ—7ﬁ2+

Portanto, teriamos

1 N ~
(V) - V(- ) —p+0

50, (V00 = V(ep)) =+ O(w)

Nossa estratégia entao serd selecionar um parametro p suficientemente

pequeno, e utilizar como aproximagao para p o operador

Roo ™ o (Vo) — V()

2t410

Agora passamos a outra questao — a de quais serao nossas medidas de
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WlA[)
@)

possuimos um produto interno. Para resolver isso, note que as sombras |o(?))

valores esperados, ou seja, qual serd o equivalente a expressao se nao
satisfazem (o|A|lc™) = (¢™M|A|o™), se e somente se A é um operador que
deixa Cyl, invariante. Por outro lado, considere por exemplo um operador como
A|x) = |z + ); entdo, com a definicdo usual de valor esperado, obterfamos 0
para toda sombra — dificilmente um resultado adequado. Motivados pela idéia
de que a “informacao fisica” estd no estado fisico o em si (e cada sombra da
apenas informagao parcial), nossa solucao é considerar os shadow states como

os “kets” correspondentes aos “bras” (o|. Enunciamos, entao:

Definigao 1 Fizado um estado o € Cyl*, para cada grafo v definimos o -

valor esperado e a y-variancia do operador A por

(o] AJo™)
[|lo]?

(A(’Y)A)Q — E(v)[jp] —(E('Y)[fl])z

E® [A] —

(E facil verificar que, de fato, se Cyl, for invariante por A, as expressoes
acima recuperam ezatamente a expectancia e variancia usuais.)

Com esta defini¢ao, podemos definir uma nocao adequada de semiclassi-
cidade.
Definicao 2 Dadas tolerancias Tq(i), ngi) > 0, para i = 1,2, e uma familia
de grafos T', dizemos que um estado o € T'-semicldssico para (zg, py) se, para

qualquer grafo v € T,

IEO[G] — 2] < 7Y
(A(V)cj)2 < 7(1(2)

‘E(w) (K] — po‘ <
(Amkuo)2 < 7_;2)

Esta definicao diz apenas que, num estado 7-semiclassico, a y-expectancia
dos operadores correspondentes aos observaveis fundamentais é proxima dum
certo valor classico, e as y-variancias sao pequenas.

Para os propésitos desta dissertacao, vamos nos restringir a uma classe
muito particular: a classe I'g de grafos requlares com espagamento pequeno, ou

seja, grafos da forma v = {nl},cz, ¢ < d. Por suas propriedades de simetria e
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periodicidade, os “shadow states” sobre grafos regulares sao particularmente
simples de manipular, e conseguimos obter formas fechadas para expressoes
que seriam intratdaveis em casos mais gerais. Por outro lado, como admitimos
espacamentos arbitrariamente pequenos, acreditamos que esta classe fornece
estrutura suficiente para obtermos resultados bastante gerais.

Neste momento, vamos considerar apenas o caso (o = 0, deixando o caso
geral para a secao seguinte. Nosso objetivo entao é mostrar que o estado g
obtido na secao anterior de fato é I'g-semicldssico para (0,0), com tolerancias
T razoavelmente pequenas (especificamente, as expectancias serdo exatas e
as variancias serao iguais as variancias do estado coerente correspondente, a
menos de termos de ordem muito pequena na escala relevante).

O estado oy tem uma forma particularmente simples:

2
(0lz) = Cexp (—@>

A sombra de gy sobre um grafo regular v serd

o5y =Y _{oolnt) Inf)

nez

n?(?
= C’Zexp <_W) |nt)

neZ

Vamos comegar calculando a norma deste estado: como os |nf) sao

ortonormais entre si, temos

- m20?  n20?
(oflog) = CCY N exp (— T W) (ml|nt)

meZ neZ

n2(?
= |C|2ZGXP (—?>

neZ

Como ¢ < d, a exponencial decai muito lentamente com n, logo nao
podemos estimar o valor do somatorio usando apenas os primeiros termos.

Felizmente, podemos utilizar a férmula 1 do apéndice B, obtendo

d 22m24d2 d 2242 an242
(oS|ob) = |C|2\/_T7T Ze_ 2 = |C’|2\/—77T <1+26_£2> +0(e 27)

meZ

onde usamos o fato de que d > ¢ para tomar apenas os termos m = —1, 0, 1.
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Agora calcularemos a expectancia e variancia de ¢. Para a primeira,

obtemos

(o0 GInt) = (nL) (oo|nf)

n?(?
= C (nf) exp <_W)

e logo

ldlot) = O exp (=5 ) {oul ot

nez
262
— Jop e (- ) )
neZz
=
Sendo fmpar, este somatério vale zero, e portanto E(“[g] = % =0.
90

A maioria das contas que faremos no restante deste capitulo seguira este
modelo, e portanto nos absteremos de fornecer todos os detalhes. Seguimos

calculando a variancia de ¢. Vé-se que

. n2¢?
(ol #168) = 1CF Y exo (=) (ne?

nez

Usando novamente a féormula 1, obtemos

20 . JAd 2m2m?d? wm2d?
Zexp (—?) (nl)* = TS <1 - 6—2) exp <— 1 )

\/_d3 272 d? 2 d?
R G- e

+O( 47rd)

A variancia de ¢ é dada por

(a2 (ool 1ot <<aomro£>)“’

[looll?

Ora, o segundo termo vale zero, e logo, usando 1+_A =1— A+ O(A?), temos
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7r2 2
21+2 (1= 28 ) exp (-5£) + 0@ )
5 _ 4n242

2 1+ 2exp (&) + O(e™ 77 )

d? m2d? m2d? _ 2n24?
- 3 (1= e (-5 ) o)

(A9g)? =

Agora vamos calcular a expectancia de K,,. Vemos primeiramente que

(o0l V() Inf) = exp <_M)

2d?

logo, reorganizando os termos,

ol Vlot) = 1CY exp (—%) P (‘%)

Usando novamente a féormula 1, temos

n*>  nlp Vd 2 mm2d®  ipmm
i (5 +18) — () S (22 )

neZ

Inserindo de volta na equacao, temos

2 2,272
(00| V(1) |og) = |C|* exp ( K ) @ Z exp (_W m=d n zuwm)

4d? 2 I
meZ

Desta expressio vemos que (oo| V(1) [08) = (00| V(—p) |of), donde

(o0l Ko ) = i (100l V(00) ) = ol V(=po) o))
= 0
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Assim, EO[K,,,] = 0. Falta calcular a variancia (AOK,)? = E® [Kgo]

Mas
1 \2
22— () V) - V(o))
L= () (7w = Vi)
1 N o ~
= 12 (V2uo) = 21+ V(~240)
e logo
N 1 N ~
BOIRY] = 15 (2 BV (2m)] - BOV(=2p)])
Ho
Entéo basta calcular E©[V ()] para p arbitrario. Tomando novamente
apenas os termos m = —1,0, 1, temos

2 2,212
(00| V(1) o) = |C]>exp <_M_) \/_TWd Z exp (_W m=d n ’L/Mrm)

4d? 2 14
meZ
2 212
R [ ) VT _md p
= |C] exp( 4d2) 7 (1+2exp( €2>cos<£>)
+O(e )
e assim temos
o exp (—4’%) \/?d (1 + 2 exp (— egl > cos (‘%)) a2
EVV(u)] = NG =7 +0(e” @)
YTE (14 2exp (—755))
2 2,2
_ _H _ HTN
exp( 4d2)(1+26xp( €2>< s<€> 1))
+O(e_47re2d )
e logo
R 1 o m2d? 2T
¢ 0
E()[Kio] = Q_H(Z) (1—exp (_ﬁ) <1+Qexp (— 7~ ) (cos( / —1
—i—O(eJﬂ/ﬂd
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Como |cos (2“;“) — 1| < 2, temos

2 72 2 2 72
er () (o () ) 2 ()

Dado que d > ¢, desprezamos este termo e obtemos

~ 1 2 _47r2cl2
BOIRE] = 5 (1—exp (—’g))w(e )
0
1 u ,u _an2d?
0
1 ,u4 2d2
= 2—d2+0(d§)+0( )

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1 O estado oy € I'g-semicldssico para (0,0); especificamente, satis-

faz

IE@[g —0] = 0
d2 on242
(AM§? < 54_0(6— sz)
‘EV HO]—O‘ ~ 0
AR 2 < 1 OHJ_é O et
( MO) — 2d2+ (d2>+ (6 ¢ )

Como foi prometido, as y-variancias sao quase idénticas as variancias do
7:1,2

estado coerente correspondente, (Ag)? = £ e (Ap)? = 2

2

3.5.1
Estados coerentes gerais

Vamos agora estender a andlise feita acima a estados gerais o¢,, com

=24+ Zil/’@ As técnicas usadas serao as mesmas, e os resultados similares,
a menos de uma certa perda de precisao nas estimativas — com uma excegao
importante, que serd mostrada abaixo.

z—x0)?

Como vimos, (o¢,|z) = Cexp <_(T —i(x — xp) k‘O) e logo
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_ x _ n
= C exp (—2—52 — mok0> Zexp (_2_d2 —nl <d2 —l—lko)) |nf)

Logo, utilizando os resultados obtidos na secao anterior, a norma da sombra é

dada por

- n?t*  2nlx,
(ool = 0P Lo (- - 25)

nez
B o V/md _=g mm?d?  2izgmm
= |C| e @ n;ZeXp (— ” 7
2 w242 2 2242
= |C? \/id e & (1 +2e7 " cos < :C;W)) (6_462d )

~ x .
(oalloly) = Cexp (=% ~ iaubo)

n2(? x
X Zexp (_2_d2 nt <dg + zkg)> (nl) (o¢,|nt)
n20? 2n€x0)

neZ
B o /Td? 2w _7T2n12d2 _ 2mizgm
= |C| 50 T;z (2mm 7 ) exp 7 7
= |C? —\/gd ( (1—|—26 "E cos (27;%))) +O(e” Td)

Logo,

W2d2 2d2
o (1 +2¢ @ cos (2”0)) +O0(e @)
E(E) [Cﬂ - 242

1+2 "2 cos (2”6[9”)

242

>)

= xo+O(e”
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Para determinar a variancia de ¢, calculamos

. = n20?  2nlxg
i) = 10 Y (e e (0 20kr0)
neZ

o Vd® 4rPm2d®  dimmag
pu— 1— _
op Y mzz( " é
< ox _mmd® 2mizgm
p 72 7

= |C ‘/_d(< xg + 22) <1+2e

242

+0(eH)

Portanto,

(A(é)qA) _ E“)[QQ]—E“)[Q]Q

7r2 d2
2 cos

2xj

)

d2

20T

14

)

Agora, calculamos

<UC0H7(:U)’0§0> = Z <040’n€> <0—C0’n€ - M)

nez

—zg—p)2 .
_ 2 :C_Ie (n£2 9;0) +iko(nl—z0) Cef%fzko(néfxoﬁu)

nez

(IO*#)Q‘F 0 n2(210+y,)
— |C|2 efTHkouE :e d2 =N

neZ
2 2
_ PRV D aE
|C| ¢ 242 E e

meZ
2 2

2

47

i(2zg+p)Tm
+ [

4d2

i(2xg+p)Tm
+ I3

_ |C|2 \/g%d 6%%—%0# Z B_W 7;2 a2

meZ

(210“1’!’«)2 _ 7r2m d2
02
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2 2242
C? —\/jd e a2 Tikon (1 127 F cos <—(2x0 2— M>7T>)
x2d?

+0(e )
e com 1sso determinamos

22# <<UC0|V(ﬂO)|UgO> <0C0|V(_MO)|U§0>>

md 1 #d 2d2
|0|“77M0 B gin (kopo) + 0=

<JCO|KNO|O€O> =

e logo

. 1 u2 <242
EOK,,] = — e sin (ko) + O(e )
Ho
2d2

= ko+ O(k‘o,uo) +O0(e” @)

Enquanto, que, para a variancia de K, novamente obtemos

~ 1 ~ R
o2 - b © RO
BOIRG) = g (2= BOW @) B (-2u)))

1 3 <242

= —(1 e 08(2/60#0))—{—0(6_52)

- o (1 (1+ +0“0)>( O(kouo))>+0( £
1 It 22

= 2—d2+0(d4)+0(1f0uo)+0(e )

e portanto
AOK P = = k2400 1 oge) + 0(e- )
Hol 92 d4

Note aqui as diferencas entre este caso e o caso mais simples (5 = 0

visto anteriormente: aqui, s6 podemos garantir que a expectancia e variancia
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de K 1o Se aproximam do valor canonico quando o produto kouy € pequeno.
Felizmente, como o valor p é ele préprio pequeno, valores do nimero de onda
grandes o suficiente para ameagar esta estimativa ja correspondem a estados
com momento muito alto, onde o modelo nao-relativistico de Schrodinger ja

nao tem mais validade. Portanto, podemos enunciar o resultado desta secao:

Teorema 2 Para ko suficientemente pequeno, o estado o¢, € I'gr-semicldssico

para (xo, ko), satisfazendo

[EQg =2 = O(e™#)
w2 <« & B
(ADg)? < S+ 0@ H)
B[R]~ k| = O(kid) + 0™ )
. 1 T _x2a?
(AR, < ooy = kG + OG0 + Olkiuy) + Ofe™ )


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410409/CA




