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4
Discretizacéo e Linearizacao

Uma vez definidas as equag0tes diferenciais do problema, o passo seguinte
consiste no processo de discretizacdo e linearizagdo das mesmas para que seja
montado um sistema de equacdes algébricas que possa ser resolvido utilizando
um processo computacional.

A linearizagdo das equacdes de conservacao propostas no Capitulo 3 sera
feita apOs a discretizacdo das mesmas. Iniciamos, portanto, pela discretizagéo,
aplicando a técnica de volumes finitos.

Este método de discretizacdo garante que as informacdes sejam
transportadas, garantindo a estabilidade, com um numero minimo de
acoplamento implicito entre os nds espaciais.

Este procedimento é basicamente implicito e fornece informacdes sobre a
propagacao de ondas de pressiao no escoamento.

O problema é resolvido utilizando a técnica de volumes finitos, onde o duto
é dividido em células discretas, formando-se um sistema especial de duas
malhas deslocadas, de acordo com a Figura 4.1.

Na malha ABCD séo integrados as equacfes de conservacdo contendo
parametros escalares, como por exemplo, massa e energia (pressao,
temperatura, massa especifica, fracdo de volume, etc). Na malha abcd,
deslocada em relacdo a malha ABCD, séo escritas as equagdes de quantidade
de movimento, contendo as velocidades como incognita e definidas no limite das
células da malha ABCD. Este procedimento garante acoplamento perfeito entre
0 campo de pressdao e fluxo de quantidade de movimento, eliminando oscilacdes

numericas que outro procedimento poderia produzir.
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Figura 4.1 — Malhas de discretizagéo deslocadas.
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Para avaliar varidveis nos limites das células ABCD a partir dos valores
conhecidos nos centros dessas, utilizaremos a técnica de peso da célula
doadora, que garante a identificacdo da direcdo do escoamento. Ou seja, para
um grupo de qualquer variavel ® definida no centro da célula, temos,

(ov)

IR A V., >0

(4.1)

(OV) =DV, V.., <0

i1 i)

Basicamente estas condi¢cbes garantem que o valor utilizado para qualquer

propriedade do fluido seja aquele da célula de onde provém as particulas: se a

velocidade na fronteira (i+ %) for positiva, entéo as propriedades no ponto (i)

sdo empregadas; caso contrario, as informag¢des do ponto (i +1) sdo utilizadas.

Este procedimento garante compatibilidade e estabilidade numérica, embora em
detrimento de maior erro de truncamento (ordem de Az). Com esta notacéo, a

forma de diferenca do operador divergéncia é,

v, (@V):é[(q)v o, —(OV),., | (4.2)

onde o procedimento sugerido em (4.1) é adotado na avaliacdo dos termos entre
colchetes.

Com essas consideracbes passamos ao procedimento para a solucéo
geral das equacbes de conservacdo. Para simplificar a notacdo, todo o
desenvolvimento que se segue sera feito para a hipétese de velocidades
positivas. Naturalmente os algoritmos computacionais podem considerar a
possibilidade de velocidades nulas ou negativas, utilizando os conceitos de

célula doadora descritos acima.

4.1.
Equacdo de conservacdo de massa para o liquido

Da equacao de conservagdo de massa para o liquido,

0 0 0 0 j
Cu [%‘FE(UH%)} +a(a2 _asz)+§[u|2 (az — O )] = %
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Temos a seguinte equacdo na forma discretizada,

1 oy, 1 N N
Ecu(ali S )+A—ZiC|1[(alull)i+;2 _(alu'l)i_jJr
L/oown ooy Loa
+E(0‘2i oy )_E(O‘szi 1—a52i) (4.3)
1 n-+ n+ 1 e - .
+A_Zi|:(azu|2)i+}l/z _(aZUIZ)i;:|_A_Zi|:(aszu|2)”}l/z _(aszulz)if}l/j — %

No processo de linearizacdo, foram consideradas as seguintes
aproximacdes;
ot =a" +oa
o (4.4)
N
(au) =au*+a su+u“sa

Levando as equacdes (4.4) na equacao (4.3) e apds certa algebra, tem-se

a seguinte equacédo na forma linearizada;

Dy, - 6@, + Dy, - 6Uy + Dyy - SUy; + Ly -y 4 + Ly - OUy;
(4.5)
+L13 '5u1i—1 =k

Onde os coeficientes D;;, L;; e F, séo apresentados no Apéndice A.

4.2.
Equacéo de conservacao de massa para o solido + liquido

Da equacao de conservacdo de massa para o sélido + liquido

— ql +qs
A

. 0 0
_E(CSlalul )+E(ullal + u|2a2)+§|:a52 (KSIZ _1)u|2}

Temos a seguinte equacédo na forma discretizada,
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1 L\l L\ 1 " "
_A_Zi Csl |:(051U1 )i+% _(alul )ii}/2 :| +A—Zi[(u,1a1 ):L% — (Uu“l)in_%J

1 n+1 n+1

1 n+ n-+
+A_Zi[(u|2az )i+; _(ulzaz )i—}l/z } "'A_Zi[(asz Ka2Ui )H% - (a52K5I2u|2 )i_% } -(4.6)

1 n+1 n+l ] q +qs
_A_zi[(a”u”)”% _(aszulz)i,yj —m

As mesmas correlacdes apresentadas acima foram utilizadas para a

linearizagdo da equagéo (4.6). Assim, tem-se a forma discretizada e linearizada,

D,, - 6ty + Dy, '5u2i+;/2 + Dy '5uli+% + L,y
4.7)

Onde os coeficientes D,;, L,; e F, sdo apresentados no Apéndice A.

4.3. Equacao de quantidade de movimento para a regido 1

A equacao de conservacédo de quantidade de movimento para a regido 1,

2 e+ 2 {au?) -

a, Op 1
——— —oy08end +——| (7, +7, )P —F =71 P
o o1 1 oA [( b ) c1 11 |1]

As equacbes de conservacdo de quantidade de movimento serdo
integradas no bloco representado pelo volume de controle abcd, da Figura 4.1.
Considerando a seguinte aproximacédo para a linearizacdo da equacao que

representa o quadrado da velocidade,
v = v [ 2vkt - vk (4.8)
[v]v]

Os termos convectivos e acumulativos foram mantidos nas equacoes de
gquantidade de movimento. Os termos convectivos foram calculados no time step

anterior. As velocidades e diferencas de velocidades que surgem nos termos de
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forca nas paredes e de interface sdo mantidas implicitas. Os diversos
coeficientes que multiplicam estas velocidades s&o calculados no time step
anterior, explicitos, também. As for¢as cisalhantes devido ao “salteamento” do
cascalho (Bagnold) sao calculadas também na iteracdo anterior
A equacéo final na forma linearizada e discretizada para a equacgao de
conservagédo de quantidade de movimento para o leito, assume entdo, a seguinte
forma,
Dy, - 6y, + Ds, - 6U

+ D, -ouy,, + Dy, 0P,

2i+Y li+¥

(4.9)
+R34 '5pi+1 = F3

4.4. Equacao de quantidade de movimento para a regido 2

Para a discretizacdo e linearizacdo da equacdo de quantidade de
movimento para a suspensdo, foi utilizado o mesmo processo apresentado
acima para a equacao de conservacao de quantidade de movimento para o leito.

Da equacéao abaixo,

2 () -2 i) =

0 1
_ Olz*a_p —a,gsend —TAF[(TI) +ri)F’i +rW|2PW,2}

pPr 0L P>

A equacéo final na forma linearizada e discretizada para a equacédo de
conservacdo de quantidade de movimento para a suspensdo, assume entdo, a
seguinte forma,

D, 60, + Dy, '§u2i+% +Dy3-6Uy,y + Dy -6

li+})
(4.10)

+R44 '5pi+1 = I:4

Onde os coeficientes D,;, R,; e F, sdo apresentados no Apéndice A.
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4.5,
Condicdes Iniciais

Condicao na entrada (broca) para o liquido

Fluxo no leito

G- Q (4.11)
Chay +Cpa, A
Fluxo na suspenséo
-G Q0 (4.12)

GI2 - C C
noa+Cpa, A
Onde G representa a vazdo por unidade de area.

Somando as equagbes (4.11) e (4.12) temos a velocidade do fluido na

entrada da broca, dada pela relagéo,

Uy =U;, = & (4.13)

A

Condicdo na entrada (broca) para os sélidos

A alimentacdo de solidos € dada pela broca, definindo a taxa de

penetracdo como [, (m/s) ent&o,

Qs =T,A (4.14)

onde Qg € avazdo de solidos e A, ¢ a area da broca, dada pela relacéo,

zD,’
4

A = (4.15)
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4.6.
Solucéo do Modelo

87

Apos a discretizacao e linearizacdo das equacdes 0 seguinte sistema tri-

diagonal é obtido,

Db R 0
L2 D2 RZ
0 L D,
0 0 L,

0 0 0

g O o

.AD

o O O

A
I

< < < <

< .
z

(4.16)

Onde N representa o numero de elementos que o tubo sera dividido. Para

cada elemento, tem-se,

D12 Dl3
D22 D23
D32 D33
D42 D43
L, L
I‘22 L23
Ly L
L42 |—43
R12 R13
R22 R23
R32 RSS
R42 R43
oa,
ou,
ou,

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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Sl

(4.21)

UL

Cada um dos termos d.., |

ij ?

i I; e f das equacBes (4.17), (4.18), (4.19) e
(4.21) sao definidos pelos termos, na forma linearizada, apresentado nos itens

anteriores.

O sistema de equacdes acima € resolvido simultaneamente, para V,, para

todos os elementos através de algoritmos para solucdo de matrizes tri-diagonais

blocadas — algoritmo de Thomas (Tenkolkg et al., 1992).
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