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2
Modelo Matematico

Neste capitulo, apresentam-se as equacdes que descrevem 0 escoamento no
espaco anular com rotacdo do cilindro interno: As equacgdes de Conservacao de
Massa e Quantidade de Movimento e equagdes constitutivas para os fluidos nao
newtonianos, considerando as seguintes hipoOteses: Escoamento incompressivel,

isotérmico e em regime permanente.

2.1
Equacédo da Conservacao da Massa

A lei de conservacdo de massa estabelece que a taxa de variacdo da massa

com relacdo ao tempo de um sistema é nula:
Dp
——+pV-u=0 2.1
of TPV (2.1)

Onde p/pt € o operador derivada material, definido como:

E:£+Q-V . (2.2)
Dt ot

p € a massa especifica e u é o vetor velocidade. Considerando-se as

hipbteses de regime permanente e fluido incompressivel, a equacdo pode ser
escrita como:

V-u=0 (2.3)

Escrevendo a equacdo em coordenadas cilindricas, tem-se:

%g rv)+%;—9‘g+g—‘: =0 (2.4)

2.2
Equacédo da Quantidade de Movimento

A equacdo de conservacdo de gquantidade de movimento estabelece que a
taxa de variagdo da quantidade de movimento linear das particulas em um sistema

é igual ao somatdrio das forgas externas agindo sobre este sistema:
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Du
= _ V-T 2.5
P Dt pg+Vv-1L (2.5)

Usando a definicdo de derivada material, a equacéo acima pode ser reescrita

da seguinte forma:
ou
PE+P!'V!=PQ+V'L (2.6)

Sendo T o tensor das tensGes que pode ser escrito da seguinte forma:
L =— pI= +7 (2.7)
1 € a matriz identidade, p € a pressdo e z € o tensor das tensdes viscosas.

Utilizando o modelo de Fluido Newtoniano Generalizado, o tensor das tensoes
viscosas € dado por:

z=n(7)y (2.8)
sendo 7 a funcdo viscosidade, 7 € a tensdo taxa de deformacdo e y é a

intensidade de taxa de deformacao.

2.3
Equacédo Constitutiva para a Viscosidade

Os modelos reoldgicos mais utilizados para descrever o comportamento de
fluidos de perfuracdo sdo: Modelo Newtoniano, Modelo de Bingham e o Modelo
de Poténcia. Neste estudo utilizaremos o modelo de Poténcia, visto que apresenta
bons resultados conforme comentado nos trabalhos anteriormente mencionados no
capitulo 1.3. No modelo de poténcia, a funcéo viscosidade é dada por:

n(y)=my", (2.9)
sendo m o indice de consisténcia (Pa.s®) e n o indice de comportamento,
que pode ter os seguintes valores:

n=1 para fluidos Newtonianos (m = x);

n<1 parafluidos pseudoplasticos (polimeros);

n>1 para fluidos dilatantes.

A Figura 2.1 apresenta esquematicamente o comportamento da tensao de
cisalhamento em funcdo da taxa de deformacéo para diferentes valores no indice
de poténcia.
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Figura 2-1- Gréfico representativo da Tensdo Cisalhante com relacdo a Taxa de

deformacéo

2.4
Geometria do Problema

O presente trabalho pretende estudar o escoamento em um espago anular
entre dois cilindros com excentricidade variavel ao longo do eixo. Serdo utilizadas
coordenadas cilindricas, onde (z) sera a direcéo principal do escoamento, (r) sera a
direcdo radial e (6) sera a direcdo circunferencial do escoamento. O centro do
sistema de coordenadas corresponde ao centro do cilindro interno com raio R;
constante, e a posicdo da parede externa do espaco anular € funcdo das

coordenadas z e 6, como mostrado na figura 2.2 abaixo:

Figura 2-2 — Modelo Geométrico adotado, excentricidade senoidal
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A excentricidade varia com a posi¢do axial. A variacao &£(z) sera considerada
um dado de entrada do problema. A posicdo da parede do cilindro externo em
relacdo ao sistema de coordenadas adotado R pode ser determinado em funcéo da

geometria do problema, como mostrado na Figura 2.3.

R(6z)

Figura 2-3 - Geometria do problema utilizada como ponto de partida.

A implementacdo computacional do modelo apresentado neste trabalho
admite duas fungdes descrevendo a variacdo da excentricidade ao longo do eixo:

linear ou senoidal.

O modelo com excentricidade linear tem como parametros a excentricidade
de entrada e saida do poco. Adota-se a seguinte convencao de sinais: Quando o
centro do cilindro externo estad a direita do centro do cilindro interno, a

excentricidade € positiva, caso contrario, é negativa.

I

—
g=(

£h
i
L

Figura 2-4 — Convencéo de sinais para excentricidade linear
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A variacdo senoidal da excentricidade é definida através de trés parametros:
a amplitude Amp, a excentricidade constante ey, € 0 comprimento de onda. A

equacdo que descreve a variacao da excentricidade € dada por:

£, =6 =€+ Amplx-sin(Z /12”] (2.10)

Para descricdo de uma configuracdo helicoidal do cilindro interno, deve-se
considerar duas excentricidade em direcGes perpendiculares entre si, como

mostrado na figura 2.5:

REzZO) ; NG

Figura 2-5- Geometria do sistema, duas excentricidades, Ro — Raio do Cilindro
Externo, R(z,0) — Raio , &1 - Excentricidade na dire¢do horizontal, &, -

Excentricidade na direcdo vertical, ¢ - Resultante das excentricidades

Sendo:

£, =6 =€+ Amply-sin[Z j”) (2.11)

Dessa forma a configuracéo helicoidal do cilindro interno pode ser descrita
como:

g=,/8f+8§ (2.12)

Com o angulo B sendo
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B=0-a (2.13)
&
a= arctan[—y] (2.14)
8X

Assim, utilizando lei de cosenos, obtém-se a equacdo que descreve a

posicdo da parede do cilindro externo R(j3,z) para configuracao helicoidal:

R(3,2)=&-cos B +RZ —&’sen’ (2.15)

2.5
Teoria da Lubrificacao

O conceito basico da teoria da lubrificagdo é desprezar os termos da equacao
de Navier-Stokes que sejam bem menores que os demais. A estimativa da ordem
de grandeza dos termos pode ser feita através de uma analise adimensional do
problema. Em um poco de perfuracdo, pode-se fazer as seguintes hipoteses: o
comprimento do po¢co é muito maior que 0 raio do poco e o0 escoamento é

predominantemente na direcdo z (axial), desta forma pode-se afirmar que:

7,0 ~ L (2.16)
r=R,—-R, =H (Haespessurado anular) (2.17)
V<< W;U (2.18)
Estas hipoteses levam as seguintes conclusdes:

o’u __ 0°u o

>> : 2.19

or* o0z 00? (2.19)

o’'w __ o*w o°w

>> : 2.20
or? oz° ' 06? (2.20)
v~0 (2.21)

Escrevendo a Equacdo da Conservagdo da Quantidade de Movimento em

coordenadas cilindricas:
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- li(rz-rr)—l—liz-ﬂr +£Tzr_rﬂ _@ (222)
ror roo oz r or
(mﬂ@_v w u@j_
or r o0 r 0z
10/, 10 ) Ty —7, | 10P
S i ' +- 7 +—7 4L 0 2.23
[rz ar( o) ro0 " e YT x } ros &%)

ou woau ou
V— 4+ ——+U—
or r o6 0z

10 10 0 oP
= =(rr )+=—1, +—1, |- — 2.24
|: ( Trz) r66T& 82 z.zz} ( )

Utilizando a teoria da lubrificacdo, as equacdes de conservacdo podem ser

simplificadas:

Para a coordenada axial:

oP 10

=~ :{F_ar (rz, )} (2.25)
oP 120 A du

oz :Far(m(y)drj (2.26)

Para a coordenada circunferencial:

1oP 119, 2.27
r oo [rz or (r Trg)} (227)

10P 1 0( 4 ,.\dw
I halad 2.28
2 ér( 77(7) j ( )
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Para a coordenada radial

oP

—=0 2.29
o (2.29)

O tensor taxa de deformacéo é dado por :

ov a(w} 1ev  ov éu |
2— r—| —|+—-— —+—
or or\r rog o0z or
) o(w) 1ov low ov lou ov
y=r—| —|+— 2l—+— ——t+—
= or\r r oo rofd oz rog oz
ov au l1ou ov ov
— 4 2—
i 0z or rod oz or |

Utilizando a teoria da lubrificagéo tem-se:

d (Wj du |
0 r—| —=| —
dr\r dr

d(w
= r—| — 0 0
4 dr(rj

du
dr

Com isso a taxa de deformacéo é dada por

ACT Rl BT e

Utilizando a equacdo constitutiva do modelo de poténcia, a viscosidade

pode ser escrita como:

n-1

n(7)=m[pT* = m{r%@ﬂz + E—ﬂz}z (2.31)

Como a pressdo ndo depende da coordenada radial, as expressdes para as
velocidades axial e circunferencial podem ser dividas em dois termos, uma

dependéncia explicita da coordenada radial vezes o termo de gradiente de presséo:
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. (0P [OP|n
u(r,H,z):S|gn[Ej-E - f,(r) (2.32)
_sian[ FP).19P" .
W(I’,H,Z)—Slgn(égj = f,(r)+ fo,(r) (2.33)

Como a pressdo ao longo do poco tende a decrescer, ou seja o gradiente de
pressao € negativo, foi necessario utilizar a fungdo sign para evitar o aparecimento

de nimeros imaginarios para valores de indice de poténcia menores do que 1.

Sendo assim as equacOes de conservacdo podem ser re-escritas

incorporando as equacfes 2.32 e 2.33:

Para a coordenada axial

1
n

oz ror 0z ) |0z dr
Para a coordenada circunferencial
. f
1P _on[OP).|Pn 1 0f s d( T, 2.35
r aa_s'gn(aaj 26| r? ar(r ndr( r D (2:35)
O:i r%i h (2.36)
dr dr| r

Na coordenada circunferencial, a equacdo de conservacdo da quantidade de
movimento foi dividida em duas partes, uma em funcéo do gradiente de presséo e

a outra em funcéo da rotacédo do cilindro interno.

Com as equacdes 2.32 e 2.33 os componentes do tensor taxa de deformacao

serdo as proprias derivadas das velocidades estipuladas:
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1
CI—u:sign P |oP| dh, (2.37)
dr 0z ) |0z dr
ﬂzs.gn(@j Pl fu, fou (2.38)
r 00 ) |00 r r
i(ﬂJ:sign[an aP i(—fW(r)]Jri(—fGW(r)} (2.39)
dr\r 060 ) (06| dr r dr r

Logo a viscosidade da equacdo (2.31) pode ser reescrita considerando as
derivadas (2.37) e (2.39):

LN

dfu
dr

L
oP|n

— (2.40)

+ agn[apj
0z

A Equacdo da Continuidade em coordenadas cilindricas, considerando a

equacdo (2.21) é escrita como:

18w ou
+

2.41
r6¢9 oz ( )

Utilizando o Teorema de Leibnitz para integrar a equacao na direcédo radial,

tem-se

R

a wdr+— rudr =0 (2.42)
do

Assim considerando as velocidades estipuladas mencionadas nas equagdes
(2.32) e (2.33) tem-se:

dd—eji sig[ j| - f,(r)+ fg,(r)|dr +

R;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321192/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0321192/CA

Capitulo 2. Modelo Matematico 45

8P

~ f,(r)|dr=0 (2.43)

d jir mgn[apj
dz 0z

R

Separando cada integral em funcdo de f,, few € fy, , tem-se:

ao] () o

0P

- f d
= L(r)ldr+

d 7 oP
-fW(r) dr+aj'r mgn( j

R 674

d
+ d—ei[few(r)]dr -0 (2.44)
d oP aPi p d oP aP1 p
99 sign(gj-£ -jfw( r)dr o mgn[az) =~ -Ir-fu(r)dr =

Ri R;

_dd_e [[fou (r)ldr (2.45)

Assim a equacdo para calcular a pressao em cada ponto (z,6):

d oP ) |oP|n d
— -sign -sign =——~C 2.46
ao|© g[ j‘ g(a}az ag (249
onde :
R
C, = j f(r)dr (2.47)
R;
R
C, = [rf,(r)dr (2.48)

C, = T fo,(r)dr (2.49)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321192/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321192/CA

Capitulo 2. Modelo Matematico 46

As equacOes da velocidade (2.34), (2.35), (2.36) e viscosidade (2.40) estéo
acopladas e serdo resolvidas através de um método iterativo. Apos resolver este
conjunto de equac@es se iniciara um segundo processo iterativo para resolver a
equacdes das pressdes (2.46). A descricdo detalhada desde processo sera descrita
no capitulo 3 a sequir.
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