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Simulacao de Monte Carlo - Visao Geral

6.1
Introducao

Com a evolu¢do da tecnologia, os métodos numéricos tornaram-se uma
importante ferramenta na resolucio de problemas nas diversas dreas de
conhecimento, principalmente onde as solugdes analiticas sdo muito complicadas, ou
até mesmo infactiveis. Um método que tem se destacado dentro da drea de financas é
o método de Simulacdo de Monte Carlo. Este foi inicialmente criado com o objetivo
de resolver problemas na drea da fisica. Na teoria financeira, tem sido usado
largamente no célculo das opg¢des, na medi¢do de risco de mercado e de crédito, no
célculo do Valor em Risco (VaR), na andlise de projetos de investimento e mais
recentemente na solu¢do das Opg¢des Reais.

O método de Monte Carlo é um procedimento numérico que se utiliza de
nimeros aleatérios, ou pseudo-aleatérios, para computar algumas quantidades ndo
necessariamente aleatdrias, com base na Lei dos Grandes Numeros e no Teorema do
Limite Central. Devido a simplicidade das idéias envolvidas na concep¢do do método
e ao grande avanco dos computadores pessoais, 0 método de Monte Carlo se tornou
uma poderosa e atrativa ferramenta para lidar com problemas da teoria financeira.

A técnica de Monte Carlo consiste em gerar valores aleatérios para cada
distribuicdo de probabilidades dentro de um modelo com o objetivo de produzir
centenas ou milhares de cendrios. A distribui¢do dos valores calculados (para cada
caso) deve refletir a probabilidade de ocorréncia dos mesmos.

A simulacdo de Monte Carlo oferece muitas vantagens. Destacam-se:

- As distribui¢des das varidveis do modelo ndo precisam ser aproximadas;
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- Correlagdes e outras interdependéncias podem ser modeladas;

- O computador realiza todo trabalho de geracdo dos valores aleatdrios;

- O nivel de precisdo da simulagdo pode ser melhorado através de um simples
aumento do ndmero de interagdes calculadas;

- A validade da teoria da simulagdao de Monte Carlo ¢ amplamente reconhecida,
0 que permite que seus resultados sejam facilmente aceitos;

- Alteragdes no modelo podem ser feitas rapidamente e os novos resultados

podem ser comparados com os anteriores.

6.2
Geracao de Numeros Aleatérios

Para implementar o Método de Monte Carlo é necessario inicialmente que
sejam geradas seqiiéncias de numeros aleatérios uniformemente distribuidos no
intervalo [0,1]. E muito importante frisar que o sucesso da implementagdo deste
método estd estritamente ligado a qualidade da aleatoriedade dos nimeros dessas
seqiiéncias. Essas seqiiéncias sdo geradas na pratica por geradores de numeros
aleatérios. A qualidade e as especificacoes técnicas desses geradores sdo
extremamente importantes para entender as limitacdes do Método de Monte Carlo,

para que entdo seja garantida a obtencdo de bons resultados com as simulagdes.

6.2.1

Tipos de Numeros e Geradores para o Método de Monte Carlo

Os geradores de nimeros aleatdrios podem ser classificados de acordo com os

tipos de nimeros que podem ser gerados:

1) Numeros Aleatérios: a principal caracteristica desses numeros € o fato

de serem completamente imprevisiveis. Estes s6 podem ser gerados por algum
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processo fisico natural, como por exemplo decaimentos radioativos. Séries desses
nimeros estdo disponiveis em fitas magnéticas nos grandes laboratérios ou
publicadas em livros. Porém, essas listagens sdo extremamente grosseiras e, em
geral, insuficientes tanto no aspecto de quantidade de numeros aleatdrios
disponiveis quanto no de precisdo, prejudicando os cdlculos envolvidos, e por

conseqiiéncia, sua eficiéncia;

2) Numeros Pseudo-Aleatdrios: sdo os mais utilizados, sendo gerados em
computador por meio de algum algoritmo simples. Portanto, ndo sdo nimeros

aleatorios.

3) Numeros Quasi-Aleatdrios: também sdo gerados por algum algoritmo
numérico simples. Contudo, eles sdo produzidos de maneira que sejam
distribuidos o mais uniformemente possivel. Esta metodologia é empregada no

M¢étodo de Quasi-Monte Carlo.

6.2.2
Métodos para geracao de Numeros Pseudo-Aleatorios

Nas simulacdes realizadas na tese utilizou-se nudmeros pseudo-aleatérios
gerados pela funcdo normrnd (0,1), disponivel na linguagem de programacgao
MATLAB 6.5. Essa fung@o gera uma seqiiéncia de nimeros com distribui¢do normal
com média zero e desvio-padrdo igual a 1.

O método utilizado como default na versao do 4 do MATLAB para gerar
numeros pseudo-aleatérios € o dos Geradores Multiplicativos Lineares Congruentes
(GMLC), um dos mais utilizados na prética. De maneira bastante simplificada, pode-
se descrever o método geral usado por esse gerador da seguinte forma: o valor inicial
¢ dado por meio da semente que, em geral, € um ndmero inteiro. Através de
operacdes aritméticas (GMLC), gera-se outro valor. Desta maneira nimeros pseudo-

aleatdrios uniformemente distribuidos no intervalo [0,1] e independentes sdo obtidos.
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Para a versao 5 do MATLAB ou posteriores, o método utilizado como default é o

Método de Marsaglia Ziggurat [50].

6.2.3
Geracao de Numeros Aleatérios de Distribuicoes de Probabilidade

Dada uma distribui¢do de probabilidades para uma varidvel x. Seja F(x) a
funcdo de distribuicdo acumulada, a qual fornece a probabilidade, P, em que X ¢é
menor ou igual a x. Assim:

F(x)=P(X <x),onde: 0<F(x)<1
Da equagao anterior pode-se obter a funcdo inversa G(F(x)) que para valores

de F(x) calcula valores de x. Entdo: G(F(x)) = x

Este conceito de funcdo inversa € fundamental na geracdo de valores
aleatérios. O primeiro passo € gerar um nudmero aleatério, r, de uma distribuicdo
uniforme com intervalo [0,1]. O valor de r representard o valor da funcdo de
distribuicdo acumulada. Através da fungdo inversa, serd entdo determinado o valor a
ser gerado para a distribui¢do: G(r) = x

O ntimero r é gerado de uma distribui¢do uniforme [0,1] para permitir igual
oportunidade de que o valor x seja gerado em cada percentil do dominio com as
probabilidades equivalentes. Na pratica, para alguns tipos de distribuicdes de
probabilidades nao € possivel a determinacdo da funcao inversa. Em tais casos outras
técnicas precisam ser desenvolvidas para a retirada de amostras. Entretanto, o
principio permanece 0 mesmo.

Apesar da técnica de Monte Carlo satisfazer o objetivo de se obter uma
amostragem aleatdria, muitas partes da distribuicdo podem vir a ser subestimadas ou
superestimadas. Ainda assim, a distribui¢do pode ser melhor replicada se o nimero de
interagdes for muito grande.

Em alguns casos em que seja necessario uma maior precisdo, pode-se trabalhar
com seqiiéncias de baixa discrepancia (ou quasi-aleatorias) de forma a acelerar a

convergéncia do modelo de simulacdo. Assim, o método de Quasi-Monte Carlo,
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alternativa a técnica de Monte Carlo, baseia-se essencialmente no uso de seqiiéncias
de baixa discrepancia de nimeros distribuidos uniformemente em um determinado
intervalo, chamados de quasi-aleatérios, em contraposi¢do aos conhecidos pseudo-
aleatérios gerados no método de Monte Carlo tradicional." Sua grande vantagem
sobre a técnica de Monte Carlo € a garantia que a distribuicdo de entrada do modelo
serd reproduzida com maior eficiéncia. Apesar disso, conforme apresentado por
Frota [19] e Nascimento [39], as seqiiéncias de baixa discrepancia perdem
gradativamente a uniformidade na medida em que se aumenta a dimensao do modelo.
Assim, tornam-se ineficientes na avaliacdo de opg¢des americanas ou de derivativos
que permitam o exercicio antecipado, j4 que o nimero de dimensdes € dado pelo
nimero de datas de exercicio antecipado. O mesmo pode ser verificado no trabalho
de Marins [33].

A figura 12 apresenta a plotagem de nimeros aleatorios e pseudo-aleatorios.
Pode-se notar que no primeiro grafico existem regides que nao sdo preenchidas e
outras com um maior agrupamento de pontos. J4 a seqiiéncia de nimeros quasi-
aleatdrios, o espaco bidimensional € preenchido de maneira mais uniforme, evitando

espagos vazios e agrupamentos.

Tpr

ik}
ogf
l:l?'.
[il=1
s,
o4 '-'

P Rl
0z

aifa

o 01 02 03 04 05 0B 0¥ 05 08 1

Figura 12 — NUmeros aleatérios Vs. Quasi-aleatorios

' A geracdo de nimeros quasi-aleatérios pode ser realizada através das seqiiéncias de Sobol, Halton e
outras. O procedimento para geragdo de nimeros quasi-aleatérios através das seqiiéncias de Sobol e
Halton pode ser encontrado nos trabalhos de Frota [19] e Marins [33].

De acordo com Frota [19] e Nascimento [39], o modelo de Quasi-Monte Carlo Hibrido surge como
alternativa a Simulacdo de Quase-Monte Carlo tradicional aplicada em altas dimensdes. O algoritmo
do Quasi-Monte Carlo hibrido permuta aleatoriamente a seqiiéncia de nimeros quasi-aleatorios, de
modo a gerar novas seqiiéncias independentes. Com isso, o modelo de Quasi-Monte Carlo Hibrido
mantém as mesmas propriedades de baixa discrepancia das simulagdes de QMC em poucas dimensdes.
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6.3
Simulacao de Monte Carlo na avaliacao de Opcoes

A avaliacdo de opgdes através da SMC pode ser resumida em trés etapas:

1. Simulac¢des dos fatores de incerteza do ativo (prego, volatilidade, dividendos
etc);

2. Determinacao do payoff do ativo;

3. Aprecamento da opg¢do através da média das simulacoes.

A utilizagdo da Simulacdo de Monte Carlo é especialmente adequada para
op¢Oes dependentes de multiplas varidveis de estado ou opcdes que dependem do
caminho. Por exemplo, se admitirmos que o preco do ativo objeto segue um
Movimento Geométrico Browniano, Simula¢gdes de Monte Carlo podem ser utilizadas
para simular trajetérias de preco.

Para um derivativo F, funcdo de uma varidvel S e do tempo (t), onde S segue o

processo de Itd, tem-se:

2
dF (S,1) = 3—1;415 +%—I;dt+%3;

Assumindo o Movimento Geométrico Browniano como modelo que descreve o

ds? &)

comportamento do preco da agdo:

dS = (uS — D)dt + oSdZ (6)

Substituindo a eq. (6) na eq. (5):

dF (S,1) =%[(,US—D)dt+GSdZ]+O+—2;2 o’S*dt (7)

Simplificando a eq. (7):

o’dt

dF(S,t)z,udt—%dt+0‘dZ— 8)
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Colocando o termo dt em evidencia na eq. (8):

D o Processo Estocastico que
dF (S,t)= ( H——— —jdt +o0odZ —»| define o comportamento de 9)
s 2 F =1n § ao longo do tempo

Dado que o comportamento de F possa ser descrito pelo processo estocastico
acima (tempo continuo) pode-se definir o modelo discreto de evolucdo de F ao longo
do tempo, que no limite onde At (intervalo de tempo discreto) tende a zero obtém-se o
mesmo processo continuo supracitado.

Sendo F =In (S), substituindo-se na eq (9):
D o’
AF(S,)=AInS =| === At + oNJAr (10)
Aplicando a propriedade do logaritmo na eq. (10):

S, D o’
AlnS:InSr—lnSO:InS—: po o At + oAt (11

0 0

D o?
—-2 A A
Assim: S, —e[ﬂ So ZJ ol
0

(12)

/1—2—0-—. Ar+on/ At
S, 2

Isolando o termo S,: S, =S¢ (13)

A partir da simulacdo de valores para 7 (que segue uma distribui¢do normal
padronizada), sdao definidas as possiveis trajetérias a serem percorridos pelo valor da
acao ao longo do tempo.

Assim, para construir uma interacdo da simulagdo, N amostras aleatérias

independentes devem ser retiradas da distribuicao normal padronizada. Quando estas
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sdo substituidas na eq. (13), os valores de S nos instantes de tempo 0, At, 2At,...,T sdo

calculados, fornecendo uma possivel trajetdria para o valor do ativo objeto.

6.4
Técnicas de Reducao de Variancia

Para melhorar a precisdo dos resultados da SMC, pode-se aumentar o niimero
de simulagdes, o que por sua vez pode elevar demasiadamente o custo computacional
deste processo. Para solucionar este problema, existem algumas técnicas de redugao
de variancia que aumentam a eficiéncia da SMC sem um acréscimo significativo do

custo computacional. As principais técnicas sdo descritas brevemente a seguir.

6.4.1
Variaveis Antitéticas

Esta € uma das técnicas mais usadas em financas devido a sua simplicidade.
Considerando uma opcao do tipo européia, as simulacdes de precos do ativo objeto
podem ser feitas da seguinte forma:

e (Geracdo de N ndmeros aleatérios a partir de uma distribuicio normal
padronizada;

e (dlculos dos N precos finais simulados, a partir da eq. (13):

2
/A—B—G— AT+O77\/E
Sy 2

S, =S,e i=1,2,.,N (14)

t

O método das varidveis antitéticas se baseia na constatacdo de que, se 77, tem
uma distribui¢do normal padronizada, entdo —7, também terd a mesma distribuigdo.
Assim, o preco do ativo objeto calculado com —77 também € vélido para determinar o

preco da opcdo. Desta forma, a vantagem deste método é que, para gerar N

simulacdes de precos, serd necessario gerar apenas N / 2 nimeros aleatérios a partir
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de uma distribui¢do normal padronizada, ou seja, o nimero de simula¢des é reduzido

pela metade.

6.4.2
Variaveis de Controle

Esta técnica pode ser aplicada quando hé dois derivativos semelhantes, A e B: o
derivativo B tem soluc¢do analitica e deseja-se determinar o valor do derivativo A. Sao
realizadas em paralelo duas simulagdes usando o mesmo conjunto de nimeros
aleatdrios. A primeira € usada para obter uma estimativa do valor de A, enquanto a

segunda € usada para obter uma estimativa do valor de B.

ApO6s esta etapa, uma melhor estimativa do valor de A € obtida a partir da eq.

(15):
fa=Fa=Fo+1ts (15)

onde,

fa : verdadeiro valor de A
fa : estimativa do valor de A

s : estimativa do valor de B

e : verdadeiro valor de B (solucao analitica)
6.4.3
Método Moment Matching

Através desta técnica sdo realizados ajustes nas simulacdes tomadas para uma

distribuicdo normal padronizada de forma que o primeiro, segundo e possivelmente
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outros momentos sejam atingidos. Assim, toma-se N simulacdes de uma variavel &7,
que possua uma distribui¢do normal qualquer, calculando-se em seguida sua média,
m, e seu desvio padrdo, s. Realiza-se entdo o ajuste de forma que as simulacdes

tenham média zero e desvio padrdo igual a um, conforme a eq. (16):

y, =— i=1,2,..,N (16)

Embora esta transformac¢do reduza o custo computacional, a exigéncia em
termos de memoria computacional torna-se maior, uma vez que cada amostra original

precisa ser armazenada até o final da simulacdo.

6.4.4

Amostragem por Importancia

Suponha que se queira calcular o preco de uma opcdo de compra que estd deep-
out-of-the-money, com preco de exercicio X. Se as simulacdes forem realizadas de
maneira usual, pode-se esperar que em muitas trajetdrias de precos o payoff da op¢ao
serd nulo. Isso representa um custo computacional desnecessdrio, pois estas
trajetérias pouco contribuem para a determinacdo do valor da opcdo. O método
consiste em escolher somente trajetdrias que sejam consideradas importantes, ou seja,
trajetdrias que levem neste caso a um pre¢o da acdo maior que X.

Seja F a funcdo de distribui¢do de probabilidades para o preco da agdo (S), e &
a probabilidade deste preco ser maior que o preco de exercicio da opg¢do, X, na data
de vencimento da opcao (T). Admitindo que & pode ser obtido analiticamente, pode-
se encontrar a distribuicao de probabilidades de S, condicionada ao fato de que S seja
maior que X, tomando-se G = F / . Apds esta etapa, gera-se entdo 0s numeros
aleatdrios a partir da distribui¢do condicionada G, estimando-se o valor da opg¢do a

partir do payoff médio descontado a valor presente e multiplicado por «.
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6.4.5
Amostragem Estratificada

Esta técnica forca certas probabilidades empiricas a atingirem probabilidades
tedricas, da mesma forma que moment matching conduz momentos empiricos a
atingirem momentos tedricos.

Este acontecimento € obtido dividindo-se a distribuicdo de probabilidades em
intervalos e realizando as simulac¢des dentro de cada intervalo, de acordo com a sua
probabilidade.

Assim, tomando como exemplo a geracdo de 100 niimeros aleatdrios a partir de
uma determinada distribuicio normal &, a distribui¢io empirica de uma amostra

independente &, &,, ... , &, provavelmente nio serd muito parecida com a

densidade normal, ja que as caudas desta distribui¢do poderdo ser subestimadas. A
amostragem estratificada pode ser usada entdo para garantir que haja uma observagdo
em cada percentil da distribuicdo de probabilidade. Assim, a distribuicao desta nova
amostra serd mais proxima de uma densidade normal. Caso seja utilizado um niimero
de intervalos bastante elevado, pode-se trabalhar apenas com a média ou mediana de

cada intervalo.

6.4.6
Hipercubo Latino

A técnica da amostragem estratificada pode ser aplicada em casos envolvendo
varias dimensdes. Porém, a dificuldade ao lidar com muitas dimensdes é que gerar
uma amostra estratificada de tamanho n x d, onde d € o nimero de dimensdes e n € o
nimero de estratos em cada dimensao, serd proibitivo a ndo ser que n seja pequeno. A
amostragem por hipercubos latinos pode ser vista como uma maneira de selecionar
aleatoriamente n pontos de uma amostra estratificada, preservando em parte a
regularidade da estratificagdo. O método aloca um valor para cada dimensdo ao

menos uma vez em cada estrato.
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6.4.7
Amostragem Descritiva

A amostragem descritiva, proposta por Saliby [45], diferencia-se por nao
utilizar a geracdo aleatdria (ou pseudo-aleatéria) dos valores uniformes. Ela se baseia
na selecdo deterministica dos valores amostrais das varidveis aleatdrias de entrada no
modelo, de modo a ndo incorrer em erros amostrais desnecessarios no processo de

simulacao.

6.4.8
Abordagem dos modelos desenvolvidos

Por sua simplicidade e aplicagdo aos problemas em finangas, conforme se
pode observar em Marins [33], Frota [19] e outros, utilizou-se a técnica de Varidveis
Antitéticas como técnica de aceleracdo de convergéncia nos modelos desenvolvidos
nos Capitulos 7 e 8. Embora outras técnicas também gerem um bom nivel de
eficiéncia, esta é uma das que comprovadamente reduz o tempo de processamento
dos modelos de simulacdo, além de gerar melhorias significativas em termos de
convergéncia, conforme se pode observar também nos trabalho de Marins [33] e
Frota [19].

De acordo com o que foi descrito anteriormente, as seqiiéncias de baixa
discrepancia tornam-se ineficientes na avaliacio de opgdes americanas ou de
derivativos que permitam o exercicio antecipado - Marins [33], Frota [19] e
Nascimento [39] -, como o LYON. Assim, as simulacdes realizadas na tese
trabalharam com ndmeros pseudo-aleatorios gerados pela fungdo normrnd (0,1),

disponivel na linguagem de programacdao MATLAB 6.5.
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