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7
Entropia da Transformacao de Gauss

Neste capitulo calcularemos a Entropia da Transformacao de Gauss
(Teorema []]). Para isso, usaremos dois resultados importantes, o Teorema
de Shannon-McMillan-Breiman e o Teorema de Kolmogorov-Sinai (para ver a

prova destes teorema veja as referéncias (4), (€6), (8) e (9)).

Teorema 7.1 A entropia h(T) da transformacdio de Gauss T em [0,1) com

respeito a medida de Gauss é

7T2

hT) = :
(T) 6 log 2

Antes de provar este teorema introduziremos alguns conceitos.

Considere a quadripla (X, F,v,S), onde X é um conjunto nao vazio, F
¢ uma o-algebra definida em X, v é uma medida de probabilidade associada
a o-algebra F, e S é uma transformacao mensurdvel ergédica e sobrejetora.
Seja a = {A;}ier uma partigdo enumeravel ou finita de X. Sabemos que
S~ (a) = {S71(A;) }ies também é uma partigao de X. Assim, indutivamente,
S (a) = {S~M(A)) }ier é uma particio de X.

Dadas duas particoes de X, = {B;}jcs e v = {C}},en, denotamos por

BV v a nova particao de X definida como
5V’Y:{BZQCJ, B,-GﬁeCjE’y}.

Temos portanto definida, para cada par de nimeros inteiros k e n, k < n, a

particao
\/ 87 (@) =S a)v S+ a)v...vS M ().
i=k
Finalmente, denotamos por o ( \/ S i(oz)) a menor o-algebra contendo as
1=—00
particoes

\/ 7)) e V S7(a).

=m i=—1
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Se o ( \/ Si(a)) = F, dizemos que « é um gerador com respeito a S.

1=—00
Agora estamos prontos para definir a Entropia de uma particio o de X

e, a partir dela, a Entropia da transformacao S.

Definicao 7.2 Considere um conjunto X, uma medida de probabilidade v
definida em X, uma transformacao mensuravel S: X — X que preserva a
medida, e uma parti¢ao enumerdvel o = {A;}ier de X formada por Borelianos.

Definimos a entropia de uma particao a por

H(o) ==Y v(A) log(v(A))).

el

Entao, a entropia com respeito a particao « da transformacao S é dada por

n—1
1 .
h(a,S) = lim — H S~ )
(o, ) = Jim ~ (\:/O (@))
E, finalmente, a entropia de S é
h(S) = sup h(a, S).

onde o supremo € considerado no conjunto das particoes enumerdveis de X .

Observamos que o limite na equagao de h(«q, S) existe. Para provar essa
observagao precisamos de duas propriedades de entropia e de uma proposicao

que enunciaremos a seguir:

Propriedade (I): Para P; e P, particoes finitas de um espago de

probabilidade X, temos

H(P,VPy) < H(P) + H(Py).

Prova: Sejam P; = {Ay,...,A,} e Py = {By,..., By} as duas partigoes
do espago de probabilidade X. Para provar a Propriedade (I), precisamos em

primeiro lugar definir a entropia condicional de Py com respeito a P; como

H(P2|731) = — Z V(BZ F‘IA]) IOg (M) )

iel jed v(4;)

onde I ={1,...,m}eJ={1,...,n}.

Temos agora duas afirmacgoes:
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Afirmacgao 7.3
H(PyV Py) =H(P1)+ H(Pa|Py).

Afirmacao 7.4
H(P2|Py) < H(P,).

Posporemos a prova destas afirmagoes e agora veremos que estas afirma-
¢oes implicam a Propriedade (I).

Pela Afirmacao e pela Afirmagao [[.4], obtemos que
H(PyV Py)=H(Py)+ H(Py|P1) < H(Py) + H(P2).

Para concluir a prova da Propriedade (I) precisamos provar a
Afirmacao [T3 e a Afirmacao [7.4

Prova da Afirmacgao [T.3:  Temos que

H(PiVP,) =— Y v(A;NB)log(v(4;NB)) =
iel,jed
_ o (PN B) V(AN _
-- 2 vAnB) og (M)

=— Y u(A;NB) log (v(4;)) -

el jed

- > v(A4;NB) log(wfé—;)&)).

iel,jed
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Como P; e P, sao particoes de um espaco de probabilidade, obtemos

H(PyVP) =— Y v(A;NB)log(v(4;)) -
el jed
_ZGIZJEJ v(A; N B;) log (—V(I;lz;;)Bz)) =
= =2 v(4) log (v(4;)) =
v(A; N By) B
—zEIZ;eJ v(A; N B;) log (T‘AJ)) =

= H(P1) + H(Py|Py).

Isto termina a prova da afirmacao.

Prova da Afirmacao [7.4t  Temos que

H(Py|Py) = — Z v(A; N B;) log (M) <

icl,jed v(4;)

< — Z v(A;NB;) log (V(A; N B;)) =

icl,jeJ

==Y v(B) log (v(By)) = H(P2).

el

Completamos assim a prova da afirmacao.

Desta forma, concluimos a demonstragao da Propriedade (I). O

Propriedade (II): Se a medida de probabilidade é S-invariante, entao

para P; uma particao finita de um espaco de probabilidade X temos

H(S™'Py) = H(Py).

Prova: Tome P; = {4y,..., A,} uma parti¢cdo de um espago de probabilidade

e seja J o conjunto J = {1,...,n}.
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Para provar a Propriedade (II), note que pela invariancia de S,

H(ST'P1) = =) v(S7H(A))) log (v(571(4y))) =

jeJ

= =Y u(A) log (1(4))) = H(P).

jeJ
Isto termina a prova da Propriedade (II). O
Observe que H(S™™(P1)) = H(P1). Indutivamente, suponha que para
toda parti¢ao finita P; = {Ay,..., A,} e para todo 1 < j < m,
H(S~U=Y(Py)) = H(Py).

Entao, usando a hipétese de indugao e a Propriedade (1),

H(S™™(Py)) = H(S™ "™ D(S™H(Py))) = H(S™'(P1)) = H(Py).

Proposigao 7.5 Seja (ay,)n>1 uma seqiiéncia de nimeros reais subaditiva, isto

z

€, Unim < Gy + Q. Entao, o limite

an
lim —
n—oo N

existe.

a/TL . a/n
Prova: Seja L = liminf —. Dado € > 0, seja ng tal que — < L +e.
n—oo n no

Se n > ng, entao podemos escrever
n=ngp+q, ondep,geZcomO0<qg<ngep>1.
Entao, como a1y < ay + G,

An  Ongptg < (pogp +0g  Qngp Qq

n nop+q — nop+gq nop+q Top+q

Spano-l- g :%_'_ 4q
Nop nop N Nop

. a L. a
Tomando limsup —— < L, e como L = liminf —, obtemos que,

L<® cLtetrL=21+ec
n
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Portanto, como € > 0 é arbitrario, temos o resultado. [l

Agora estamos prontos para provar que o limite na equacao de h(a,.S)
na Defini¢ao existe.
Seja
v—1
H,=H (\/ S’(a)) .
i=0

Usando as Propriedades (I) e (II), temos que

Hypin =H(aV...VSm (@) v S ™(a) V.- v S mn=(q)) <
<H(aVv...vS™m () +H (S ™(a) V- VS~ mn=(q)) =

—H(aV...VS () £ H (S (V- VS (a)) =

= H,, + H,.

Portanto, H, é uma seqiiéncia subaditiva.

Logo, aplicado a Proposicao [Z.5l obtemos que o limite

. H,
lim —
n—oo M

existe, isto termina a prova da observacao.

Dois importantes teoremas que serao utilizados para calcular a entropia

da Transformacao de Gauss sao os seguintes.

Teorema 7.6 (Shannon-McMillan-Breiman) Seja (X, F, v, S) uma
quadripla como acima, e seja o uma particao finita ou enumerdvel de X com

H(a) < 00. Entao para quase todo x € X,
) 1
lim —— log(V(An(:r))) = h(aa S)a
n—oo n

n—1
onde A, (x) € o elemento da parti¢ao \/S‘i(oz) que contém x.
i=0

Teorema 7.7 (Teorema de Kolmogorov-Sinai) Se o é um gerador finito

ou enumerdvel para a transformagao S com H(a) < oo, entdo

h(S) = h(a, S).
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Agora estamos em condicoes de calcular a entropia da Transformacao
de Gauss T com respeito 4 medida ergddica de Gauss. A partir de agora
consideraremos X = [0, 1), B a o-algebra dos Borelianos, v = p a medida de
Gauss, e S = T a Transformacao de Gauss. Veremos que neste caso, a particao
dos cilindros « = {I1, Is,...,I,,...} introduzidos na Secao 234 fornece um
gerador enumerével da o-algebra B que verifica H(«) < 0o. Isto nos permitira
usar o Teorema[7.7] para calcular a entropia de T com respeito a . considerando
exclusivamente a particao a.

Para ver que a é um gerador da o-algebra B, para cada n > 1 escrevemos
Iy =1y, i =T, NTHIy) N ... T~ 70().

7. N o~ n—1 —i a1
Estes cilindros pertencem a particao \/;_; 77*(«) e como os cilindros /j,,; geram
a o-agebra dos borelianos B, temos que a particao a é um gerador com respeito
a transformagao de Gauss T. A seguir veremos que a entropia da parti¢ao é
finita.

Lema 7.8 H(«a) < oo.

Prova: Em primeiro lugar, pela Observacgao [5.6l

1 1 1 1
A1) = .
(In) log2 n(n+1) <2 log 2

I,) <
1 )_log2

Portanto, como

é convergente. Isto decorre do fato da integral

]
/ og(Zx) s
L x

ser convergente (é suficiente integrar por partes). O
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Portanto, estamos em condicoes de aplicar o Teorema [I.7] obtendo que
MT) = h(a, T).

Entao agora precisamos nos preocupar apenas em calcular h(a, T'). Para isso

usaremos o Teorema e o seguinte resultado:

Lema 7.9
g 108AT) _
im ————= =1.
n—oo log(p(1}n)))
Prova: Pela Observagao [5.6]
1
—— (], I7) < MI).
2Tos 2 () < p(Iy) < Tog 2 (Zpmy)

Obtemos entao que
(log 2) p(1jn) < A(Ifny) < (21og 2) p(Ljmy)-
Tomando logaritmos e usando as suas propriedades, temos que
log(log 2) +log (u(Ijn)) = log (log 2 (1))
< log(A(I[)))
< log (2 log2 pu(I}n)) =

= log(2 log 2) + log (u(If)) -

Dividindo por log (1(1j)),

log(log 2) + log (1(1}n))) - log(A(1n))) _ log(2 log 2) + log (u(1j)))
log (s2(7m)) ~ log (1(I)) log (1(Tpn))) '

Lembramos que A(/j,)) — 0 quando n — oo. Portanto, p(/p,)) — 0 quando

n — oo. Finalmente, como log(w) — oo quando w — 0, temos que

log(A(jm))
log (1(1))

quando n — oo, terminando assim a prova do lema. ([l


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410403/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410403/CA

Capitulo 7. Entropia da Transformacdo de Gauss 125

Veremos agora como através do Lema fica facil calcular a entropia da

transformacao de Gauss 7" usando o Teorema [7.6l Pelo Lema temos que

. im
lim —— log(p(1}y)) = lim T log(A(/[ay)-

n—oo n n—oo
Entao, pelo Teorema [[.6] existe um conjunto de medida total Y de [0, 1) tal

que se x € Y e I (x) é o cilindro de ordem n que contém x, entao

h(a,T) = lim —% log(A(Ijn)(x))).

n—oo

Esta é a expressao que iremos calcular agora.

Escrevemos Ij,)(z) = Ij,). Pela equacao (5-2)), temos

log()\(f[n})) = log (W) = —log (qn (¢n + ¢n-1))

= —log(gn) —log(qn + qn-1)-

Entao, como ¢, < ¢, + ¢,—1 temos que —log(q, + ¢.—1) < —log(g,) e como

2¢n = @n + Gn 2> Gn + ¢u—1 temos que —log2 —log(g,) < —log(gn + ¢n—1)-
Portanto,

—log2 —2log(g,) = —log2 —1log(q,) —log(q,) <
< —log(gn + qn-1) —10g(gn) = log(A(I}1n))) <

< —log(gn) — log(gn) = —2log(qn)-

Dividindo por n,

1 1 1 1
—Zlog?2 — 2= log(q,) < — log(\(I}, 2= log(q,,).
- log nog(q)<nog((u))< nog(q)

Usando a Proposigao 5.4 item (III) obtemos que, para quase todo x

7T2

:610g2'

h(a,T) = lim —% log(A({fm))

n—oo

Concluimos assim a prova do Teorema [7.1l
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