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6
O shift de Bernoulli

Neste capitulo estabeleceremos uma relacao entre o shift de Bernoulli o
e a expansao em fragoes continuas de um nimero no intervalo [0, 1). Mostrare-
mos que o shift de Bernoulli e a transformacao de Gauss sao isomorfos. Desta
forma podemos obter propriedades topoldgicas da transformacao de Gauss que
ja foram obtidas na Secao b1l

Usando a expansao em fragoes continuas, a um ndmero irracional z

associamos a seqiiéncia infinita
€1 a(x) = [a)(z), ax(z), ..., an(z),...] € {1,2,.. .}
Também temos que

a(T(x)) = |ag(z), ..., an(x),...].

Por outro lado, a um nimero racional x a expansao em fracoes continuas
associa uma seqliéncia finita a(z) = [a1(x), as(z), . . ., a,(x)]. Temos a(T'(z)) =
[as(x), ..., a,(7)], isto é, se a expansao de x possui n termos, a de T'(z) tem
(n—1) termos. Em ambos os casos temos a seguinte rela¢ao para os digitos da

expansao em fragoes continuas,
a;(T(x)) = ai1 ().

Em resumo, a fungao a(-) que associa a um numero de [0, 1) sua expansao em

fragoes continuas estabelece as relagoes biunivocas

a :Q— U{1,2,...}”,

neN
a I—{1,2,..}N

Como os numeros racionais tém medida de Lebesgue e de Gauss nula,
do ponto de vista de medida podemos esquecer Q e nos concentrar nos

nimeros irracionais I. As relagoes obtidas acima sugerem uma introducao
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da transformacao de translacdo a esquerda (shift) o definida no conjunto

{1,2,.. .} como segue

o {12, N —{1,2,.. Y

o(ir) = (Jr), onde Jr = ip41.

As relagoes acima implicam que

Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo que relaciona o shift, a
Transformagao de Gauss e a expansao em fragoes continuas de um niumero
irracional:

o:{1,2,.. N —={1,2,.. }N

T:1 I

Antes de continuar, consideraremos quadriplas (X, F,p,T), onde X é
um conjunto qualquer nao vazio, F é uma o-algebra definida em X, p é uma
medida de probabilidade associada a o-algebra e f é uma transformacao que
preserva a medida p. No nosso caso consideraremos dois tipos de quadriplas.
A primeira da forma X = [0,1), f = T a transformacao de Gauss, p = p a
medida de Gauss. Na segunda teremos X = {1,2,...} e f = o (o shift), sendo
que a medida deverd ser definida mais tarde.

Definimos um isomorfismo entre duas quadriplas da seguinte forma:

Defini¢ao 6.1 As quadriplas (X, F,p, F) e (Y,C,n,G) sao isomorfas se exis-

tir uma transformacdao mensurdvel
v (X\N) = (Y\N)

onde N C X, N CY com p(N) = n(N') = 0, que verifica as sequintes

propriedades:
(I) ¥ € bijetiva,
(IT) ¢ preserva medida, isto €, p(=*(C)) = n(C); para todo C € C,

(III) o F = G o 4.
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Considere os niimeros irracionais de [0, 1), que possuem medida de Gauss
total, e a transformacio a:1 — {1,2,...}" definida acima. Consideramos os

cilindros I;, .. 4, de [0,1) e a cada cilindro associamos um cilindro H;

1,02;50050n

-----

em {1,2,...}Y como segue,

Hih---,in = {(yj) € {17 27 .- .}n: Y1 = ily oy Yn = Zn}

Agora estamos em condigoes de definir a o-dlgebra C e a medida v em
{1,2,.. .} os borelianos sao os conjuntos H;, ; ,i; € Ne j € Ne a medida
é v(Hi . i) = p( iy, )-

Por construcao, da condi¢ao a o T = ¢ o a, tomando na Definicao
X =1[0,1), N=Q, F =T (a transformacao de Gauss), p = p (a medida de
Gauss) Y = {1,2,... }\, N' =0, G = o (o shift), n = v (o pullback da medida

de Gauss) e ¥ = a obtemos o seguinte:

Proposicao 6.2 Ezxiste um isomorfismo entre as quadriplas
([0,1),B,1,T) e ({1,2,..3N.C,v,0).

Usando esta proposicao podemos obter propriedades sobre a Transfor-
macao de Gauss de forma simples. Por exemplo, dado qualquer niimero k£ € N
existem os seguintes pontos periédicos de periodo k de T': consideramos todos
os blocos de k numeros naturais (hd uma infinidade deles) e para cada bloco

i1,...,1, formamos a seqiiéncia periddica
L= i1y gy Bty dhy ey i1y igy .)€ {1,2, 0 3N,
Por construcao e pela definicao do shift o,
ok (1) =t

Logo, como aoT = o o a, temos que a~*(¢) é um ponto de periodo &k de T.
Finalmente, observamos que usando a Proposicao 6.2l podemos re-obter as
propriedades topoldgicas da Secao 5.1l Para isto necessitariamos, em primeiro
lugar, introduzir uma métrica (ou uma topologia) no conjunto {1,2, ...} que
faca a conjugacao ser um homeomorfismo. Basicamente, isto pode ser feito
considerando os cilindros H;, _; como uma base da topologia. Intuitivamente,
duas seqiiéncias tal que seus primeiros termos coincidam estao proximas (e
quanto mais termos coincidam aumenta a proximidade). Com esta topologia a
transformacao de conjugacao a é continua. Agora supondo que esta topologia

estd definida e aceitando a interpretacao de proximidade dada veremos como
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obter uma orbita densa. Para isto consideraremos uma seqiiéncia ¢ que contém
todas as seqiiéncias finitas de {1,2,...}\.

Supondo que a seqiiéncia ¢ foi obtida veremos que sua Orbita é densa.
Dada uma seqiiéncia &, uma vizinhanca de £ esta definida pelas seqiiéncias ¢
cujos primeiros k termos coincidem com os de . Quando k cresce, a vizinhanca
decresce. Suponhamos que os primeiros k£ termos de £ sao iy, io, ..., 4. Como
¢ contém todas as seqiiéncias finitas, este bloco aparece em ¢ no ¢-ésimo lugar
(isto é, se ¢+ = (jn) entdo j, = i1, Jes1 = 92y---,Josk—1 = ix). Agora temos
que o71(1) estd na vizinhanca escolhida de &: seus primeiros k termos sao
exatamente i1, o, ..., k.

Afirmamos agora que a érbita de a=!(¢) por T’ é densa. Para isto usa-se
o fato de a ser um homeomorfismo, a conjugagao aol’ = o oa, e que ¢ é densa
para o.

Finalmente, explicaremos como a seqiiéncia ¢ pode ser obtida. Procede-
mos indutivamente, acrescentado em cada etapa um numero finito de termos
como segue: o primeiro passo ¢ o termo 1, suponha dados k passos, o passo k+1
consiste em acrescentar todas as seqiiéncias finitas cuja soma seja no maximo
(k 4+ 1) (estas seqiiéncias tém no méaximo (k + 1) termos). Note também que
em cada passo acrescentamos um niumero finito de blocos. Se consideramos
agora qualquer seqiiéncia finita (i1, ...,7) cuja soma seja j = iy +- - - +1iy, este

processo garante que ela aparece no maximo na etapa j-ésima.
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