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5
Transformacao de Gauss: Propriedades topoldgicas e ergddi-
cas

Este capitulo estd dedicado ao estudo das propriedades de mistura (to-
polégicas) da Transformacao de Gauss. Daremos versées probabilisticas para

alguns dos resultados obtidos nos capitulos precedentes.

Primeiro estudaremos, na Secao[5.], algumas propriedades topolégicas da
Transformagao de Gauss como a existéncia de érbitas densas e a densidade de
pontos periddicos. Provaremos que dados dois abertos diferentes do intervalo
[0,1) eles se interceptam apds iteragoes (Proposi¢ao [1.2]). Veremos como esta
propriedade implica e existéncia de um conjunto residual de pontos cujas
érbitas sdo densas (Proposigao [0.4]). A prova deste resultado usa os cilindros
(intervalos I;, ;) que introduzimos na Secao 234l De fato, estes cilindros

desempenham um papel importante neste capitulo.

A Secao estd dedicada ao estudo das propriedades mensuréveis (er-
gédicas) da Transformacao de Gauss 7. Em primeiro lugar definiremos a
medida de Gauss pu (Definigao B5.5). Veremos que ela é equivalente & medida de
Lebesgue A. Portanto, resultados para quase todo ponto (q.t.p) com respeito
a medida de Gauss sao também resultados q.t.p. para a medida de Lebesgue.
Provaremos que a medida de Gauss é T-invariante (Proposi¢ao 5.8) e ergédica
(Teorema [5.9)).

Exploraremos na Segao (.3 algumas conseqiiéncias da ergodicidade da
medida de Gauss, que nos permitird utilizar o Teorema de Birkhoff (veja o
Teorema [5.12)) para obter resultados probabilisticos sobre a distribuigao de

digitos de nimeros reais genéricos (propriedades q.t.p.).

Finalmente, na Sec¢ao (.4l daremos uma versao em termos de medida
do Teorema sobre boas aproximagcoes de nimeros reais por racionais. Em
primeiro lugar, provaremos que o conjunto de niimeros reais x cujos quocientes
a;(x) sao limitados tem medida nula (Teorema [E.I7). Como conseqiiéncia
obteremos que o conjunto dos numeros reais * € [0,1) para os quais a
desigualdade

a
x _

2 <€ a,b e N,

b2’
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tem infinitas solugdes para todo C' > 0, tem medida de Gauss total (Corola-

rio [0.18)). No Teorema [5.25] veremos uma versao mais geral destes resultados.

5.1
Propriedades Topoldgicas

Nesta secao veremos algumas propriedades topologicas da Transformacao
de Gauss (transitividade, misturadora, e existéncia de drbitas densas). Es-

tas propriedades decorrem da construgao dos intervalos I, = da

U15eyin

Secao 2.3.4] que chamaremos de cilindros.
Definicao 5.1 Dizemos que uma transformagao f:[0,1) — [0,1) €

— topologicamente transitiva se para quaisquer par de conjuntos abertos

ndo vazios U eV C [0,1) existir um nimero natural n tal que f*(U) N
V#0;
— topologicamente misturadora se para quaisquer par de conjuntos abertos

ndao wvazios U e V. C [0,1), existir um nidmero natural N tal que
fM(U)YNV #£0, para todo n > N.

Obviamente, topologicamente misturador implica topologicamente tran-
sitivo. Observamos que existem transformacoes que sao topologicamente tran-
sitivas que nao sao topologicamente misturadoras. Os exemplos mais simples

sao as rotacgoes irracionais do circulo.

Proposicao 5.2 A transformacao de Gauss'l' € topologicamente misturadora.

Prova: Consideremos dois abertos nao vazios U e V de [0, 1). Sabemos que
existe um cilindro I . ;. x contido em U (para isto basta tomar j suficiente-

mente grande). Entdo, lembrando as propriedades dos cilindros 1;, . obte-

sl
mos

To(x) € T'(Ly,.i;0) = L

Como T'(I) =[0,1),
TN (I, i) = T(T (I, i) = T(Ix) = [0, 1),

Portanto, para todo m > 1 se verifica T™(U) = [0,1). Logo T"*™(U) N
V' # () para todo m > 1. Tomando N = j na definicao de transformagcao

topologicamente misturadora concluimos a prova. 0]

Corolario 5.3 Os pontos periodicos da transformacao de Gauss formam um

congunto denso de [0,1).
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Prova: Na prova da Proposicao obtivemos que dado qualquer intervalo
I aberto existe m € N e um subintervalo J de I tal que T™ ¢ continua em
J e T™(J) =1[0,1). Portanto, J C T™(J) e por continuidade 7™ possui um
ponto fixo em J. Como I pode ser escolhido arbitrariamente pequeno obtemos

o resultado. O

Proposicao 5.4 FEziste um conjunto residual (portanto, denso) D do intervalo

[0,1) tal que a drbita de qualquer ponto de D ¢é densa em [0,1).

Prova: Em primeiro lugar observamos que dado qualquer aberto U do

intervalo [0,1) o conjunto

PU)=JT7(U)

1€N

¢ denso em [0, 1). Esta afirmacao é conseqiiéncia da Proposicao [5.21 Considere
qualquer ponto z € [0,1) e qualquer € > 0, e a bola aberta B(x) com centro
x € [0,1) e raio €. Pela Proposi¢ao (.2 temos que T*(B.(z))NU # 0, e portanto
B () NT(U) # 0. Isto prova que P(U) = U, T7"(U) ¢é denso em [0,1).
Consideremos agora uma base enumeravel {U,};en de vizinhangas do

intervalo [0, 1). Para cada aberto U, consideramos o aberto

P, =PU,) =T (U.).

€N

Pela observacao anterior estes conjuntos sao densos. Portanto,

D=()P.

neN

¢ um conjunto residual (portanto denso) de [0, 1).

Afirmamos que todo ponto z € D tem orbita positiva densa no intervalo
[0,1). Dados y € [0,1) e € > 0 devemos encontrar um iterado positivo
de z em B.(y). Observamos que existe algum aberto U,, contido em B(y).
Como z € D, z € P(U,), e portanto existe j tal que z € T7(U,). Assim,
T'(z) € U, C Bc(y), concluindo a prova. O

5.2
Propriedades Ergodicas

Nesta secao veremos que a Transformacao de Gauss possui uma medida
invariante e ergddica, que chamaremos medida de Gauss e esta definida como

segue:
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Defini¢ao 5.5 A medida de Gauss u do intervalo (a,b) de [0,1) € dada por

1 b dx 1 1+0
M(a’b)_log2/a l+z  log2 10g<1+a)‘ (5-1)

Esta formula implica que a medida de Gauss é equivalente a medida de

Lebesgue (possuem os mesmos conjuntos de medida nula), que denotaremos
por A. Mais precisamente:
Observacgao 5.6 Como a densidade da medida de Gauss verifica

1 1 1
< <,
2log2  (log2) (1+x) ~ log2

temos que para qualquer conjunto mensurdvel A C [0,1) satisfaz

1
2log 2

MA) < p(A) < —— A(A).

log 2
Esta relacao implica que as medidas de Gauss e Lebesque sao equivalentes

(possuem os mesmos conjuntos de medida nula).

Lembramos que uma medida v é invariante pela Transformacao de Gauss
se v(T1(A)) = v(A) para todo conjunto A mensuréavel. A medida v é ergddica
com respeito a Transformagao de Gauss se os conjuntos invariantes de T (isto é,
que verificam T71(A) = A) verificam v(A) = 1 ou v(A) = 0 (estamos supondo
que v é uma medida de probabilidade).

Os dois principais resultados desta se¢ao sao os seguintes:

— A medida de Gauss é T-invariante (Proposigao [£.8);
— A medida de Gauss ¢ ergédica (Teorema [5.9).

da

Secao 234l Um passo essencial é calcular a medida de Lebesgue destes inter-

Para obter estes resultados necessitamos retornar aos intervalos I;

11---7in
valos. A primeira etapa é escrever estes intervalos em fungao dos convergentes.

Lema 5.7 Os intervalos I, . ;, sao dados por:

n

I _ [pn Pn "’pn—l) ,
~ 1L i, =|—,— |, sen € par,
n qn + qn—1
] . (pn +pﬂ*1 pn:| s’ s
~ Ly, = |————, —|, sen € impar,
qn + Qn—1 4n
p’n s s . .
onde — € o n-ésimo convergente [iy, ..., i)

4n
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Prova: Em primeiro lugar veremos que o intervalo [;, _; tem extremos

& e Dn + Pn—1
qn An + qn—1

Para isso é suficiente observar que, por construcao, todo nimero x do intervalo

L, .. i, ¢ da forma

a1+

a2+

1

asz+ - +—an+T”(:U)

Entdo, pela Propriedade (II), todo nimero x € I, ;. pode ser escrito da

“in

forma
P+ (T™()) Pr

qn + (Tn<x>> Gn—1 .

Como 0 < T"(z) < 1 temos que todo nimero = € I;, _; esta entre

n

& e Pn + Pn—1
qn dn + Gn—1

Por outro lado, novamente pela Propriedade (IIT), temos que

Pr _ Pnt Poo

<~ Pn Gn + Pn Gn—1 < Pn qn + Pn—14n
dn dn + dn—1

—0< Pn—-14n — PnGn-1 = (_l)n

<= n é par .

Isto conclui a prova do lema. O

Assim, denotando a medida de Lebesgue por A e usando o Lema5.7 e a
Propriedade (III), obtemos

ML i) =+ (M - &) _
qn + Q?’l—l q'n

(5-2)

i(%%+mq%—%%+%%ﬂ>:
Qn(qn + Qn—l)

gl G} Rt

Note que usamos + quando n é par e — quando n é impar.
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Proposicao 5.8 A medida de Gauss p € T-invariante.

Prova: Observamos em primeiro lugar que no intervalo I, = [%H, —) temos
que EJ = n. Portanto, qualquer nimero x € I, pode ser escrito da forma
1
= , onde a € (0,1). Por defini¢ao temos,
n+ «a
T@)=T () =(m+a)~ntal=n+
x) = =n+a)—|n+al=n+a—-—n=a.
n—+ o

Logo, se (a,b) C [0,1), temos que sua pré-imagem no intervalo I, é

1 1
n+b n+a)’

Portanto, como o intervalo (a,b) tem uma pré-imagem em cada intervalo I,,,

-0t

n=1

temos que

Seja u(T*((a,b))) = K, entao temos que

1 1
(n+b n—l—a)) Zu((n+b n—i-a))_
[e%e) 1 1+ n+a+1
:Z IOg n+a n—l&)-a _
log 2 1+ -— l ntbtl

n+b
1 (n—l—a+1 n+b )
anlog2 n+a n+b+1

_ilog(n+a+1)—1og(n+a)+log(n—|—b)—log(n—l—b—l—l) B
B log 2 N

n=1

L Jog <1 - b) = p((a,b)).

:10g2 1+a

Isto termina a prova da proposic¢ao. [l

Teorema 5.9 A transformacdo de Gauss € ergodica com respeito a medida de

Gauss .

Prova: O ingrediente principal da prova do teorema ¢é o seguinte lema:
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Lema 5.10 Considere um nimero natural n e um intervalo Iy, = I

Entao qualquer conjunto mensurdvel A contido em [0,1) verifica

A < p(T (A T) < 4(A).

Lembramos que dada uma medida v e dois conjuntos mensuraveis A e B com
v(B) > 0, a medida condicional de A com respeito a B, v(A|B), é definida

CcOo1mo

v(AN B)
v(B)
Posporemos a prova do lema e usando-o demonstraremos a seguir o
teorema.
Seja A um conjunto T-invariante mensuravel tal que p(A) > 0. Devemos

provar que p(A) = 1. Pelo Lema [5.10 e a T-invariancia de A,

i”(A) < (T (A) L)) = (Al ) < 4p(A).

Como a pu(A) >0e T "(A) = A, esta condigao é equivalente a

L) < pTaT(A) = (T 4) < 4p(T).

Finalmente, como os intervalos Ij,; geram a o-algebra obtemos

L u(B) < p(Bla) = MEOA)

T <Aup), (5-3)

para qualquer conjunto mensuravel B C [0, 1).

Agora estamos prontos para finalizar a prova do teorema. Suponha por
contradi¢do que p(A) < 1. Escolhemos B = [0,1)\A, entdo p(B) > 0. Por
outro lado, usando a equacao (B=3)), temos que

1 u(BNA) 0

P T Y

o que contradiz o fato u(B) > 0. Logo, u(A) = 1, e portanto T' é ergédica.

Prova do Lema: Fixados um numero natural n e uma familia iq,...,1, de

;. Pelo Lema [5.7]

nimeros naturais, consideramos o intervalo If,,) = I,

.....

Lo = {&M) (npar), L i = (Zip_} (n fmpar).
dn dQn + gn—1 dn + dn—1 dn
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Pela Propriedade (II), todo z € I;, . ;, pode ser escrito da forma

= Pn + (Tn(z))pn—l
dn + (Tn(z)) Gn—-1 .

Como para qualquer intervalo (a,b) C [0,1) temos

ze€T " ((a,b))N1I,={zz€, ea<T"(z)<b},

donde

Dn + APp—1 Dn +bPn1
dn + aqn—1 ’ dn + an—l

>, se n é par,

T-"((a,b)) NI, = (

Pn+bDn1 Dn+app
G+ 01 Qo+ agn

> , semn éimpar.

T"((a,b)) N1, = (
Assim, fixados qualquer intervalo (a,b) C [0,1) e n € N, escrevemos

Ky = MT7"((a,0)) N Iyy) =

-+ <pn—1b+pn . pn—1a+pn) _
Qn—1b+qn Qn—1a+Qn

L [(abpn_l Gn-1+ aPpGn-1+ bPn_1Gn + Dn qn>
+
(qn +bqn-1) (gn + aqn)

N (—a bPn-1Gn-1—bPnGn-1— ADn—1Gn — Pn qn)} _
(@n +bGn-1) (gn + aqn-1)

4 (bpn—l dn + APndn—1 — APn-14n — bpn Qn—l) _
(Gn +bqn-1) (gn +agn-1)

n ((b — ) (Pn—1Gn — Pn qn—1)> _

(qn + agn-1) (@n + aqn-1)

b—a
(gn+aqn-1) (gn +aqu_)

Onde na ultima igualdade usamos a Propriedade (IIT). Observamos que usamos
+ quando n é par e — quando n é impar.
Usando a equacao (5-2)),

1

My, in) = —F——
( ) Qn(Qn + Qn—l)
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temos que
AT ((a,5)) Tjy) = A(T_n(f?}[iff N 1) _
= (b—a) Gn(qn + qn-1) (5-4)
(gn +bGn-1)(gn + agn1)’

Afirmacao 5.11

< QH(Qn + anl) <9

1
2 (gnt+bgn1)(gn+ag,.—1) ~

Posporemos a prova da afirmacao e concluiremos a prova do Lema [5.10
Usando a equacao (5=4)) e a Afirmacao [5.10] obtemos

(b—a) < AT "((a, b))\ Ti) < 2(b— a) = 2A((a.b)).

DN | —

1
5 A(a.b)) =

Finalmente, como os intervalos (a, b) geram a o-algebra da medida de Gauss,
obtemos 1
3 A(A) < MIT7"(A) L) < 2XM(A), (5-5)
para qualquer conjunto mensuravel A C [0,1).

Agora, usando a Observacao 5.6,

1
2log 2

AA) < u(A) <

e a equagao (B=H) temos

1 1 1

- <
7 AA) = 4 log 2 AM4) <

Entao .
7 1(A) < p(T7"(A) ) < 4p(A)

Portanto, para concluir a prova do lema falta demonstrar a Afirmacao [B.111

Prova da Afirmagao: Provaremos a ultima desigualdade (a primeira decorre

de forma analoga e sera omitida). Como a seqiiéncia (g;) é mondtona crescente


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410403/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410403/CA

Capitulo 5. Transformagdo de Gauss: Propriedades topoldgicas e ergddicas 88

e ¢; > 1 para todo i > 2 (lembre a Propriedade (V)), temos que

240 (gn 4+ @n-1) <2¢ (G + an) =402 =4(gn +0¢n-1)(qn +0¢n_1)

<4(qn+ agn-1)(qn + aqn_1).

Portanto,
qn (qn + Qn—l)
(Gn + @ Gn—1)(Gn + a Gn—1)

O que prova a tultima desigualdade da afirmacao.

4
< - =2.
-2

A prova do lema agora esta concluida.

Provado o lema, a demonstracao do Teorema estd finalizada. 0

5.3
Conseqiiéncias da ergodicidade

Com a ergodicidade da Transformacao de Gauss podemos usar o Teorema
de Birkhoff para obter algumas propriedades relevantes sobre a distribuicao de
digitos na expansao em fragoes continuas de quase todo ntimero do intervalo
[0,1) (isto é, um conjunto de medida de Gauss total, e como a medida de Gauss
¢é equivalente a medida de Lebesgue, para um conjunto de medida de Lebesgue
1 em [0,1)). Por exemplo, obteremos a freqiiéncia com que um determinado
nimero natural aparece na seqiiéncia de quocientes de quase todo nimero
real = (veja a Proposicao B.I3]). Outras propriedades sobre quocientes e os

convergentes de quase todo niimero real sao obtidas na Proposicao 514l

Em primeiro lugar enunciaremos o Teorema de Birkhoff (para ver uma
prova deste teorema veja a referéncia ((6))), para isso necessitamos de algumas
definicoes.

Um espago de probabilidade é a tripla (X, F,v), onde X é um conjunto
qualquer nao-vazio, F é uma o-algebra definida em X, e v é uma medida de
probabilidade associada a c-algebra F. Lembramos que uma transformagao
G: X — X preserva a medida v (ou que v é G-invariante) se G~(B) € F
e v(G7Y(B)) = v(B) para todo B € F. Denotaremos por L'(X) o conjunto
das fungdes integraveis no espago de probabilidade (X, F,v). Agora podemos

enunciar o Teorema Ergédico de Birkhoff.

Teorema 5.12 (Teorema Ergédico de Birkhoff) Seja (X, F,v) um
espaco de probabilidade e G: X — X wuma transformacao que preserva a
medida v. Entao, para qualquer f € LY(X), emiste uma fung¢do mensurdvel

gy € LX) e G-invariante com as sequintes propriedades:
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— para quase todo x € X (respeito a medida v) se verifica

Tim = foGir) = gy(a)

i=0
/ fdz/:/ gy dv.
X X

Além disso, se a medida v € ergddica (respeito a G), gf € constante em

particular,

gr(x) = / fdu, para quase todo x € X.
X

Veremos agora algumas conseqiiéncias do Teorema Ergddico de Birkhoff.

Proposicao 5.13 Para quase todo x € [0,1), a freqiéncia com que aparece
um niumero k € N na expansao em fragoes continuas de x, [ai(x), az(x),.. ],

verifica

. #{ieln|a(x) =k} 1 1
Jm n ~ log?2 log (1 * m> '

1 1
Prova: Seja x4 a funcao caracteristica do conjunto A = { —), isto é,

k+1k
(2) 1 sex € A;
xT) =
x4 0 sexd¢A

1
Como a,(z) = LT”——l(x)J , temos que:

an(z) =k = T" (1) € A <= xa4(T" ! (2)) = 1.

Assim,
#{1<i<n,a =a;x)=k 14 :
{ e O]
n n

Como T é ergddica com respeito & medida de Gauss e x4 € L'[0,1) (onde
L'[0,1) denota o conjunto das fungoes integraveis em [0, 1)), pelo Teorema de

Birkhoff, para quase todo ponto = € [0,1) se verifica

n—1

Tm Y (T)) = / YT (2)) dp = p(A).

1=0
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Portanto,
n—1 .
/L(A) = nh—>Holo ﬁ ZE:O XA(T’G;)) = nh_)ngo #{ <1< n, Z a (l‘) }

Finalmente, pela defini¢do da medida de Gauss, lembre a equagcao (B=1l), temos

1
1+ -
1 A 1 1
A) = 1 = 1 14+ —.
#(A) log 2 ©8 1 1 log 2 og( +k(k+2))
_|_ [
kE+1
Donde obtemos a proposicao. O

Na Proposicao (.13 calculamos a freqiiéncia com que aparece um de-
terminado numero (digito) na expansao em fragoes continuas de quase todo
ponto do intervalo [0,1). A seguir generalizaremos este resultado calculando a
frequiéncia com que um determinado bloco de k ntiimeros naturais maiores ou
iguais do que 1 da forma 775 ... iy aparece.

Como ay,(z) = a;(T" *(z)), temos que

aj(x) =i < al(ijl(x)) =1 < Tjil(l‘) € Ill,

Q4 (@) = bt = @ (T71(2)) = iy <= TH V@) € 1,

aj+k_1(x) =1 < Cll(TjJrkiQ({L‘)) =i < Tj+k72($) S ]Zk

Da definicao do intervalo I;, ... ;, , concluimos que

ik
CLJ'(.CL’) = ’il, N ,ajJrk,l = Zk < ijl(x) € [il,...,i

e

Chamaremos I, ; = A e xa a fungao caracteristica do conjunto A. Temos

entao que
a;j(z) =1, .. a5 (7) =i <= xa(T"" () = 1.

Como y 4 é integrével em [0, 1) e a Transformacao de Gauss preserva a medida
de Gauss pu, pelo Teorema de Birkhoff, para quase todo ponto z € [0,1) se

verifica que

1 : !
lim — xA(T7 Yz :/ Xadp = pu(A
Jim 532 = [ xad= )
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Como dado z € [0, 1) se verifica
1 , .
g#{J € [L,nfra5(z) =11, a4p-1(2) = i} = — ZXA (17X

obtemos que quase todo ponto x € [0, 1) satisfaz

nhig %#{j €l,n)a;(x) =1d1,...,044-1(x) =i} =
= i 3 (T (@) = i A)
j=1

Pela equacgao (B=1]) temos que

— Se k é par
X 14 Dk ipk—1
_ gk ™ dk—1
dk
— Se k é impar
, 142
qk
p(A) = —— log | ——2
log 2 14 Pr + Pr—1
Gk + qr—1

Proposigao 5.14 Para quase todo x € [0,1):

ey

lim - (a(2) + as(x) + - + an()) = 00

n—oo M

(1D)

00 log k/log 2
nh_)rgo Vay(z)as(z) - - an(z) = H <1 + m) :

k=1
(I11) ,
Jm % log(an(z)) = 1271Tog2'
(IV) ,
1 (@ —T
nh—>nolo n log | - anx; 6log 2

. . . Pn
Isto significa que o erro de aproximagao entre x e o convergente

) Gn ()
de ordem exp ((3_17(1);2>



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410403/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410403/CA

Capitulo 5. Transformagdo de Gauss: Propriedades topoldgicas e ergddicas 92

Prova: Consideramos a fungao

Como a;(z) = a;(T"(x)), temos que

(o) o () =

F(T'(x)).

SANS
I
=)

i

Infelizmente, f ¢ L'0,1) e, portanto, nao podemos aplicar o Teorema de

Birkhoff diretamente. De fato, temos que

1>ﬂ@:1—Fﬂ=§—ﬂw

T T

logo

Donde,

1 1 1
1 1 1-—
/fd,u: /() dr > / Y dr = 0.
0 log2 J, 1+ = log2 J, (14 )
Para sanar o problema da nao integrabilidade de f consideramos seus trunca-

mentos. Mais precisamente, para cada N > 0 definimos a funcao

fn(z) =

flx)  se f(z) < N;
0 se f(z) > N.

Note que esta funcao é limitada e com um nimero finito de descontinuidades,
portante € integravel. Entao, como 7' preserva a medida de Gauss u, podemos
agora aplicar o Teorema de Birkhoff a cada fy. Assim, para qualquer N > 0

e para quase todo ponto z € [0,1),

n—oo N 4

linlinf% nz_: f(Ti(z)) > liminf 1 nz_:fN(T"(:vD =
=0 1=0

— m L3 (T) =

1=0

1 1 1 fN(x)
/0 I dn log2 J, 1+« ‘
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Mas,
' fn()

lim 2 dr = 0.
N—oo 0 1+x

Portanto, para quase todo x € [0, 1),
1 n—1
lim — T (z)) = oc.
Jim ; F(T'(x)) = 00
Isto termina a prova do item (I).

Provaremos agora o item (II). Seja g(x) = log(a;(z)). Em primeiro lugar,
veremos que g € L]0, 1). Para isso ¢ suficiente ver que sua integral com respeito

a medida de Gauss é finita,

1 > rw > logk 141
gdu :Z/ logk’d,uzz log ’1“ =
/0 k=1 7 5T k=1 log2 L+
= logk 1 = logk 1
= 1 1+— ) < 1 14+-—=].
2 Tog2 Og( +k(k+2)) —;mgz Og( +k2)

Portanto, é suficiente ver que a tltima série é convergente. Expandindo em série
de Taylor a funcao log(1+ 1/x) no ponto 1 obtemos que se k é suficientemente

grande entao
1

1
log (1 + ﬁ) < =k
Portanto, é suficiente ver a convergéncia da série

= logk
k2

k=1

Usando agora o critério de comparacao, isto decorre do fato da integral
[" (log ) /x* dx ser convergente. Logo g € L'[0,1).

Assim, podemos aplicar o Teorema de Birkhoff (lembre também que T
preserva a medida de Gauss) a funcao g, obtendo que para quase todo z € [0, 1)

se verifica .
n— 1
lim Zg(T’(-’B)):/ gdp.
i=0 0

1 1

P E)’ onde a funcao g é

Partindo o intervalo [0,1) em intervalos I}, = [

constante, obtemos
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1
Como no intervalo {k——l—l’ E)’ sabemos que a1(x) = k. Entao,

Assim, sabendo que

i exp (% > 1og<a1<Tf<x>>>> ~ Jim exp (% > 1og<ai<x>>>

= lim {/ay(z) ax(z) - - - an(z).

n—oo

Portanto, para quase todo x € [0, 1), temos que

lim {/a;(z) ay(x) - - - an(z) = lim exp (% Zlog ai(x)) =

n—oo n—oo

n—1
1 )
= lim exp (— log al(Tl(x))> =
n -

( ﬁ 1 log k/log 2
= lim exp | log ( (1 + —) ))
n—o0 Pl k(k +2)

0 1 log k/ log 2
“TT(1+— .
( TR+ 2))

k=1
Assim, finalizamos a prova de (II).

Iniciaremos a prova do item (III) lembrando da Propriedade (IV),

Pn() = ¢ur(T(2)).
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Desta forma obtemos,

L1 pa@) pea(T@)  paT"2(2) pi(T()

0(®)  4u(2) Gu-r(T(2)) @ua(T*(2))  @a(T"}(2)) qo(T(x))

Portanto, reagrupando os fatores obtemos,

L pul@) purs(T@) pucs(T2(@)  pa(T(x) 1

() @n(2) Gua(T(2) gua(T?(2))  @a(T(2)) go(x)

Assim, tomando logaritmos,
n—1
1 Poi(T*(2))
log ( ) = log — .
qn() ,];J[:) Gn—1(T* (1))

—log qn(7) = 5 0 M
1 an( ) ;l & (qn_k(Tk(fE))> ‘

Isto é,

Dividindo por n,

—% log g () = % nzllog (p—”k(Tk(x))) .

Obtendo finalmente que

~logau(r) = - nz_llong(l’) + nz_l (1og (M> - long<x>) .

Portanto, para concluir a prova do item (IV) é suficiente verificar que para
quase todo ponto = € [0,1) se verifica

n—1
7T2

1
lim — Y log(T%(x)) = —
P n kzg 0g(T"(z)) 12 log 2

e que
n—1

1 Pnk(T'“(SC))> K )

— log | ———— ) —logT"(x

3 ( 8 (anm(az)) g T (x)

converge para 0 quando n — oo.

A primeira afirmacao segue do Teorema de Birkhoff. Isto é, para quase
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todo z € [0,1)

n—1

1 ! 1 Ulogx
lim — log T* = log z dy = dx =
i St @) = [owrdn= g [

_ ! [mg(x) 1og(1+x)_/wd41:

log 2 x 0
I
= — / Og(1+x)dx.
log2 J, x
Expandindo em série log(1 + z) obtemos,
n—1 1 2 3 4
1 1 x x x
lim — log T* = — Sl S dr —
nglgonkz:;og () log2/0x<x 2+3 4Jr )x
1 ! r 2 2P
log2/0< 273 4+)x
1 [ r?  r 7t !
=———F |- —+ ———+ }:
log 2 1779 16 .
L (11 B
~ log2 49 16
B 1 2
log2 \12 /"
de a dltima igualdad do fat T S ™ (vei
onde a tultima igualdade segue do fato que 1 — - + - — — + ... = — (veja
& & E 179 16 iz

(10)).

Vamos agora provar a segunda afirmacgao. Para n par temos que

Ly, = {& Pn T Pt +pn1> )

qn , qn + qn—1
Assim, pelo Teorema do Valor Médio, dado = € I}, ...;,, temos
log z — log (Ii) dlog(7)
0< 7 In’ _ gv, onde ’y€<&,aﬁ>.
r— = d’7 dn

Portanto, como = € I;..; e 7€ (&,x), usando a Propriedade (III),

an


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410403/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410403/CA

Capitulo 5. Transformagdo de Gauss: Propriedades topoldgicas e ergddicas 97

obtemos

n 1 n 1 (pp+ pn_ N
0 <loga7—log(p—>:_<x_p_)<_(p +p 1_17_)<
An Y dn v Gn + Gn-1 dn

_ (pn+pn1 B @) _ (qnpnl _annl) _
Pn \ @+ @1 Gn Pn \ Gn (@ + Gn1)

(- 1 1

pn(qn + anl) pn(Qn + anl) dn

Como para n fmpar,

I o <pn + Pn—1 pn:|
Tyin — [ o T |
qn + dn—1 Qn

De maneira totalmente analoga temos que

n 1 n n n— n 1 1
0>10gx_10g(p_) ! (x_p_) > (M_p_) 1. 1
dn 8 dn Gn + Qn—1 an /) 7 dn

Isto mostra que
- 1
log z — log (p (J/‘))' < —.
qn() n

a mesia prova fornece

(T ’“(x)))
G (T*(2))

Observando que T*(x) € I

1yeestn—k?

N
n—k(T*(x))

Como pela Propriedade (V), ¢,(T*(z)) > 2"=Y/2 temos que

o)

<

log(T*(2)) — log (

log(T*(x)) — log (

quando n — oo. Isto termina a prova da segunda afirmacao.

Portanto, para quase todo x € [0, 1),

7T2

1
lim = log(gn(z)) = .
Jim - log(gn()) = 33 log 2

Isto termina a prova do item (III) e a demonstragdo da proposicao.

Para provar o item (IV), note que pelo Teorema [A.T],

1
qn (Qn+1 + Qn)

1

< .
n qn+1

<

xr — —
4n
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Como ¢,11 > qn, temos que,

200 Gnt1 = Qo (Gt + Gnt1) = o (Gug1 + Gn)-

Logo,
1

2 Gn Qn+1

x—&< !

Qn - qn QnJrl.

Tomando logaritmos e usando suas propriedades, temos que

<

1
log (2—) = —108(2 ¢n G+1) = —log 2 — log g — 108 g1 <
Gn Qn+1

1
< log < ) < log ( ) =
Gn dn+1

= —10g(gn ¢nt1) = —10g gn — 10g Gpp11.

Dn
€r — —

n

Dividindo por n,

Dn
xr — —

4n

) <

1 1
< —— IOan . loan-I—l'
n n

1 1 1 1
——log2 — —logq, — — logq,y1 < — log
n n n n

Como, usando o item (III), para quase todo = € [0, 1) se verifica
2

T
im — logg, = ——,
e BT 1902

e como (também para quase todo ponto)

n+1 1 . 2
og gn, = T8 1 _a
&1 = 99 00 2

I 11 I
im — logg,+; = lim
n—oo N & dnt1 n—oo N n+1

2 a2
= —2 —
) (12 10g2) 6 log 2

Isto termina a prova do item (IV), e da Proposicao. O

obtemos

Dn
€r — —

an

1
lim — (log

n—oo N,



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410403/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410403/CA

Capitulo 5. Transformagdo de Gauss: Propriedades topoldgicas e ergodicas 99

5.4
Aplicacao para aproximacao Diofantina

Vimos no Teorema .15 que os niimeros x com quocientes limitados nao

admitem solugoes para a desigualdade

C
r— — <b—2,

b

‘ a

quando C' é suficientemente pequeno. Veremos agora que os numeros para os
quais a desigualdade nao tem solugao (isto é, aqueles com quocientes limitados)
constituem um conjunto de medida nula. Em particular, o conjunto dos
nameros reais com quocientes ilimitados tem medida total, assim, novamente
pelo Teorema .15 quase todos os nimeros admitem infinitas solugoes para

desigualdade dada acima.

Dada uma seqiiéncia (o )geny de nimeros positivos, para cada n definimos

o conjunto
E,=E,, ={zx=a(z),...,ax(z),...] €[0,1):a,(x) > a,,}.
Um dos principais resultados desta secao é o seguinte teorema.

Teorema 5.15 Considere a medida de Gauss p, uma seqiéncia (a)ken de

nidmeros positivos e a seqiiéncia de conjuntos mensurdveis (E,)nen,
E,={z€[0,1):a,(x) > a,}.
Defina o conjunto
Ew={z €[0,1):a;(x) > a; para infinitos valores de i},

isto €, Ex € o conjunto dos nimeros x € [0,1) que pertencem a infinitos E,.

Entao,

=1

- Eoo :0, — < ;

B =0, se Do <o
=1

- w(Ex) =1, se — =
n:lan

Observamos que, pela definicao de F.,, se verifica

Eoo:ﬁ GEm

k=1 n=k
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portanto, o conjunto F., é mensuravel.

Assim, podemos reescrever o teorema acima da seguinte maneira:

,u(ﬁ GEn):O, Seiai<oo;

k=1 n=k n=1
u(ﬂUEn)—l,se i:oo
k=1 n=k n=1 An

Observagao 5.16 Como um exemplo do Teoremali 13 podemos observar que

%Z% (5-6)

nao eziste para quase todo nimero em [0,1).

o limite da expressao

s
Il
_

Para isso € suficiente ver que a série
o

1
22 n logn

n=

¢ divergente (basta aplicar o Teste da Condensacao de Cauchy).

Assim, pelo Teorema 218, temos que para infinitos valores de n
ap, > nlogn

para quase todo nimero em [0,1). Entao,

[e.9]

Zai>nlogn

1=1

para infinitos valores de n e para quase todo nimero em [0, 1).

Entao a quantidade (5=0) nao possui limite para quase todo ponto.

Posporemos a demonstracao do Teorema [(5.13] e obteremos a seguir uma

importante conseqiiéncia dele:

Teorema 5.17 Considere L o conjunto dos nimeros irracionais de [0, 1) cujos

quocientes sao limitados,
L ={x €0,1): existe {(x) tal que aj(x) < {(x) para todo j}.

O conjunto L tem medida de Gauss nula.

Este teorema implica que o conjunto dos nimeros em [0, 1) que possuem
quocientes limitados tem medida zero. Portanto, o conjunto dos niimeros
irracionais que tém quocientes ilimitados tem medida total. Esta observagao e

a Teorema [4.15] implicam diretamente o seguinte:
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Corolario 5.18 Considere a desigualdade

¢

= C>0,abeN.

gl
:L‘ —_——

b
Existe um subconjunto de [0,1) de medida de Gauss igual a 1 tal que a

desigualdade acima admite infinitas solugoes para todo C' > 0.

Prova do Teorema[b.17:  Para cada niimero natural ¢ definimos o conjunto
L; = {x €[0,1): existe N(x) tal que a;(x) < i para todo j > N(x)}.

Afirmacgao 5.19

o
L= L.
i=1
Esta afirmacao implica que para provar que a medida de Gauss do conjunto L

é nula, é suficiente provar que a medida de cada L; é nula.

Prova da Afirmacgao: Suponha que z € L, entdo existe ¢(x) tal que

a;(z) < {(z) para todo i. Portanto, € Lyy) (podemos tomar N(z) = 1),

o0
e obtemos a inclusao L C U L;.

i=1
]

Para provar a outra inclusao, considere x € U L;. Entao = € L; para
i=1
algum ¢. Isto implica que existe N(z) tal que a;(z) < ¢ para todo j > N(x).

Considere agora

M = max{ai(x),as(x),...,an@), 1}
Neste caso, M > a;(x) para todo j. Portanto, x € L. d

Para ver que, para todo 7, o conjunto L; tem medida nula, consideramos
a seqiiéncia divergente «,, = 7, para todo n, e os conjuntos FE, associados a

esta sequéncia.

Afirmacgao 5.20

Esta afirmacao implica diretamente que L; tem medida nula: como a seqiiéncia

(v, = 1)p>1 verifica

— = 00,
(67
n=1 "

a Teorema [5.15 implica que p((L;)¢) = 1. Portanto, u(L;) = 0.

Para terminar a prova do teorema falta provar a ultima afirmacao:
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Prova da Afirmagao: Em primeiro lugar, suponha que z € (L;)°. Entao,
existem infinitos j tais que a;(x) > i = ;. Ou seja, x estd em infinitos E,.
Portanto, por definicao,
o0 [o¢]
T E ﬂ U E,.
k=1 n=k

Agora, suponha que z estd em infinitos F,,, isto ¢,

xeﬁOEn

k=1 n=k
Entao, existem infinitos valores de j tais que a;(z) > a; = 7. Logo, z ¢ L;.
Isto termina a prova da afirmacao. 0
A prova do teorema esta finalizada. O

Na prova do Teorema [G.15] usaremos o seguinte resultado classico da

teoria de medida, cuja prova incluimos para que a exposi¢ao seja completa:

Lema 5.21 (Lema de Borel-Cantelli) Considere uma medida de probabi-

lidade v e uma seqiiéncia (Fy,)n,>1 de conjuntos mensurdveis. Se

Z v(F,) < oo,

n—=

[y

entao

£
I
—_
N
Il
>

N
T~
3
3
<
S~
I
o

Prova: Sabemos que
v (ﬁ [j Fn> <v (G Fn> < i v(Fy),
k=1 n=k n=r n=r

para todo r.

Fixamos ¢ > 0. Como Z v(F,) < oo, existe 1 tal que

n=1
lim Z v(F,) <e.
n=k

Logo,
v <ﬂ U Fn> < Z v(F,) <e.
k=1 n=k n=r
Como esta desigualdade vale para todo € > 0, o conjunto tem medida nula, o

que termina a prova do Lema de Borel-Cantelli. 0


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410403/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410403/CA

Capitulo 5. Transformagdo de Gauss: Propriedades topoldgicas e ergddicas 103

Prova do Teorema [5.15: Em primeiro lugar, consideramos o conjunto
E, ={z€[0,1):a1(x) > a,}.
Pela invariancia da medida de Gauss pu, temos que

wE,) =T (E)) = p{z € 0,1):T"(2) € E,}) =

=pu({z €10,1):a1(T" 1 (x)) > a, }.
Como a1 (T" !(x)) = a,(x), temos

w(E,) = p({z € [0,1):an(z) > an}) = p(En). (5-7)

Provaremos agora a primeira parte do teorema:

1
Eo)=0, — < o0.
o u(Ey) se nglan 00
Fixe n. Afirmamos que
B = o2 (5-8)
n - 705n .

Para ver a inclusao “C”, considere x € E! e note que como z~* > |z7!] =
ai(x) > a,. Portanto, x < 1/a,,. A inclusdo “D” é ébvia.
As equagoes (B7)) e (B=8) e a Observagao (.6 implicam que

1

u(En) = p(Ey) < (log2)

o0
Como por hipétese, Zl/an < 00, temos

n=1

[ee]

- 1 1
;u(En)g og3 Za—n<oo.

n=1

Assim podemos aplicar o Lema [£.21] aos conjuntos E., e FE,, e obter que
1(Ex) = 0.

Provaremos agora o segundo item do teorema.

=1
o u(Ey)=1, se Za—:oo.
n=1 "

Para provar o segundo item ¢ suficiente verificar que u(ES) = 0.

ww-((00=) )

Observamos que
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Pelas leis de Morgan,

Escrevemos

Ak:ﬂETGL, onde AlCAQC"'CAkCAk_HC"'.
n=~k

Portanto,
HES) = p (U Ak) :
k=1
Assim, para provar p(ES ) = 0 é suficiente ver que cada A tem medida nula.

Observamos que

Ay = ﬂEﬁCEgﬂE};Hﬂ---ﬂEngm, para todo m.

n==k

Portanto,
w(Ar) < p(Epn B N---NE;,.,.), paratodom.

Logo a segunda parte do teorema é conseqiiéncia da seguinte proposi¢ao:

Proposicao 5.22 Para todo n € N se verifica

lim w(Ey,NES  N---NE;

n+m
m—00 +

) = 0.

Prova da Proposicao: O passo principal da prova da proposicao é a seguinte

desigualdade: para todo n e m € N se verifica

- 1 1
ECN...NE. )< 1— : 5-9

Para mostrarmos esta desigualdade precisamos do seguinte lema:

Lema 5.23 Considere n € N e um cilindro Ij,_y = I; entdo se verifica

seenytn—17

1
(41og2) (1+ )’

(| Ip1y) >

Prova do Lema: Em primeiro lugar, lembramos que pela definicao de E,, e
El
By N o)) = 1(En) e (B N Ippey) = p(Ey,).
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Como p(E,) = pu(E!), obtemos que

p(En O 1)) (B, O )
:u(][n—l]) N(I[n—l})

Pelo Lema 510 e pelas definigoes da medida de Gauss (equacao (B=Il)) e do
conjunto E! (equagao (5-8))), obtemos

((En| I 1)) = = W(Ey 1))

1
1 1 Lo
Enlln_1) = (E | Tiny) > = pu([0,1/00,)) > log [ — % | =
HE ) = Bl ) > 3 ([0, 1/ 0n)) 2 oo dog | =74
1 1
= 1 14+ —
4 1og 2 Og( +an>
Como 1
1 ar 1 1 1
log(1+— | = zdtz N 1ra
an
obtemos que
1
E, | I_1) > )
(B Tin-n) 2 (4 log2) (14 a,)
Isto termina a demonstracao do lema. 0

Agora estamos prontos para concluir a prova da desigualdade (5=9)). Fi-
xado n, veremos que para todo m > 0 vale a desigualdade. Provaremos este
fato por inducao em m.

Em primeiro lugar, note que pelas definicoes de E,, e dos cilindros Ip,_qj,

E.= |J LnE, Jon—1)={1={(i1,...,in1):i1 > 0,... in_s >0}
teJ(n—1)

Observe que a uniao é considerada sobre todos os cilindros de ordem n — 1.

Portanto, como a uniao é disjunta,

pE) =p| U LNE|= ) wlnE)=

1teJ(n—1) teJ(n—1)

Z Mi:(—r;)ﬂl)/l(ﬂ): Z w(EL| L) p(l,).

teJ(n—1) 1t€J(n—1)
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Entao, pelo Lema [5.23],

1
wE) = ) Tog) (T 7o MU0 =

eJ(n—1)

1
S WD (v ay 2 M) =

teJ(n—1)

1
(41og2) (14 )

Como 1 = pu([0,1)) = p(ES U E,) = u(ES) + u(E,), temos que

1
(41log2) (1+ )

p(Ey) =1—p(E,) <1—

Portanto, a desigualdade (5-9) estd provada para m = 0.
Suponha que a desigualdade (5=9]) é verdadeira para (m — 1), isto é,

m—1
1
pwEcn...NE.. )< (1— )
) < U oo
Para provar a desigualdade para m, escrevemos

Ecn..NE,,= |J L

n

onde
Hn+m—=1)={i1,.. . intm-1 € Ny, <y ooy inima1 < Qpgim—1}
Portanto,

E:n..NE.,, NE,,= |J LNE

n+m n+m»
1€H(n+m—1)

Como a uniao dos cilindros ¢é disjunta, obtemos

p(ESn...NES,, NES,) =p U LnE...|=
Lt€H(n+m—1)

= Z H (L N E’::l-i—m) :

Lt€EH (n+m~—1)
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Escreveremos
K=p(ESN...NES 1 NES) .

Portanto, como para qualquer cilindro se verifica
(T N i) + 1 (T O By ) = 1 ()
temos que

K = S ut) = p(L0 Eu) -

Lt€EH (n+m—1)

= 3wty - MRS -

1€H(n+m—1)
I LN Enim
- Z (1) (1 _ (T)Jr)) _
1eH(n+m—1) HAL

Como os cilindros [, sao de ordem (n 4+ m — 1), podemos aplicar o Lema [5.23]

ao conjunto F, e a cada cilindro [,, para obter

K= 3 gt (1 DR ) o

1€H(n+m—1) p(L)

1
< Z (L) (1 B (4 log2) (1 + 04n+m)) N

Lt€EH (n+m—1)

1
=u(E‘N...NES 1— .
HEn 1) ( (A1og2) (1 +an+m>)

Pela hipétese de inducao,

b (ﬁ <1_ (4 log2) (11+ozn+i)>) (1_ (4 log2) <11+an+m)> )

1=

:l:_l (1 T (d10g2) (11+an+z->> |

)

Isto termina prova a desigualdade (5=9).

Para concluir a prova da Proposicao £.22, observamos que 1 —x < e™”
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(isto segue usando a expansao de Taylor). Logo temos que

- 1
E¢ .NE¢ < =
il i) H o ( (410g2) (1 + anﬂ-))
< .
P ( ; 4 log2) ( 1—{—ozn+z)>
Afirmacao 5.24 A série
>
vt 1+,

¢ divergente.

Posporemos a prova desta afimacao até o fim da prova da proposicao.
o

1
A afirmacao implica que E ——— = 00, para todo i. Portanto, temos
—1 1+ Qg

que

li v 1 ! 0

im ex —— | =0.

m—00 P 0 log 2 (677N +1

Assim,

m—0o0
obtendo a proposic¢ao. Para concluir a prova da Proposicao [5.22] necessitamos

demonstrar a afirmacgao acima.
Prova da Afirmacgao: Dividiremos a prova desta afirmacao em dois casos:
— (ay)n>1 contém uma subseqiiéncia limitada;
— (p)n>1 — 00 quando n — oo.
No primeiro caso, existe uma subseqiiéncia (o, )n, de (a,),>1 limitada.

Portanto, existe M > 0 tal que (1 + ) < M para infinitos ny. Portanto,

1 - 1
l4a, M

que obviamente implica a afirmacao no primeiro caso.
Para provar a afirmacao quando «,, — 0o é suficiente observar que existe

uma constante K > 0 tal que

1+a,

Qn

<K=14a, < Ka,,

para todo n suficientemente grande (n > ng). Logo,

1 - 1
14+a, Ka,’

para todo n > ny.
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Isto é,
=1 SN |
> .
> Tra T X Ta
n=ng n=ng
Finalmente, pelo teste de comparacao, a divergéncia de Z— implica a
n=1 "
afirmacao. O
Agora a prova da Proposicao [5.22] estd concluida. 0]

Observamos que concluida a prova da proposicao a demonstracao do
Teorema (.15 esta finalizada. 0J

Terminaremos esta se¢ao com um resultado (Teorema de Khintchine) que

generaliza os precedentes:

Teorema 5.25 Considere x € [0, 1), uma funcio f:N — N e a desigualdade

b
<¥, a,b e N.

’ a

— Se b f(b) nao é crescente e Zf(b) = 00, entdo, para quase todo
b

x € [0,1), existem infinitas solu¢oes para a desigualdade acima.

~ Se Zf(b) < 00, entdo para quase todo x € [0,1), existe um nimero
b

finito de solucdes para a desigualdade considerada.

Observe que, devido a equivaléncia entre as medidas de Lebesgue e Gauss, a

frase quase todo = é independente da medida escolhida (Gauss ou Lebesgue).

Por exemplo, podemos aplicar o teorema para duas escolhas de f. Se
fazemos f(b) = C/b, C > 0, a primeira parte do teorema d4 uma nova prova
do Corolério I8 Se tomamos f(b) = C/(b'™*), a > 0 e C' > 0, aplicando o

segundo item do teorema obtemos que a desigualdade

a,beN,

b2+a )

tem um numero finito de solugoes para quase todo ponto z.

Prova: Para iniciar a demonstragao do primeiro item, escolha N um inteiro

fixo tal que
2

12 log2’
Pelo item (III) da Proposi¢ao £.14], para quase todo = € [0, 1),

log N >

2

1
lim — logg,(z) = < log N.
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Assim, para quase todo x € [0,1),
1
— log ¢, (z) < log N, (5-10)
n

para todo n grande.
Seja ¢(n) = N™ f(N™). Como b f(b) nao é crescente temos que

Nn+1_1 Nn+1_1 Nn+1_1
b f(b) " fNT)
D) = > =< Y, =
b=N" b=N" b=N"
N7l 1
= NTIN) 3
b=Nn
Logo, pela estimativa
1
% S log(n),
k=1
temos que
Nn+1_1 Nn+1_1 1
ST s SNt Y o<
b=Nn b=Nn
Nn+1 -1
< ¢(n) log (T) < ¢(n) log N.

Como Z f(b) = o0, pelo teste de comparagao, sabemos que Z o(n) = co.

beN neN
Consideramos os conjuntos

D, {:17 c0.1): an(z)> m}

Tomando «,, = 1/¢(n — 1), o Teorema [B.T5] implica que o conjunto
Dw={) U Dn
k=1 n=k

tem medida de Gauss total.

Além disso, pela Propriedade (I) e pelo Teorema [l temos que dado
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qualquer z € [0,1) se verifica

1 1
< <

qn(x) QnJrl(x) N Qn($) (an+1($) Qn(aj) + qnfl(w))

pn(l')
Gn(T)

xr —

<
"~ anga () g ()

Portanto, se x € D, existem infinitos n tais que

Assim, como b f(b) é nao crescente e g,(x) < N™ para quase todo z (lembre a

equagao (B=I0) no inicio da demonstragao) se verifica

¢(n) = N" f(N") < gu(2) f(gn())
para infinitos valores de n. Portanto, para quase todo = € [0,1)

o) _ Sl
an 4n

, para infinitos valores de n.

‘ P
l’ _— —
n

Isto prova a primeira parte do teorema.

Para provar a segunda parte, para cada a € N considere o conjunto

b
Hb:{xe[o,l); ‘x—%) %, paraalgumaEN}.

Considere também

Para provar o teorema ¢ suficiente ver que H,, tem medida de Lebesgue nula.
Pela definicao de H,,

Como esta uniao tem no maximo b intervalos e cada intervalo tem comprimento

(2 £(b))/b, temos que
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Como Z f(b) < o0, pelo teste de comparagao,
b

> MH,) < oo

Entao, pelo Lema [B.21]

o0

AMHy) = A (ﬂ O Hb> = 0.

k=1 b=k

Isto termina a demonstracao do teorema.
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