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4
Convergentes e boas aproximacoes

O primeiro objetivo desta secao é determinar a proximidade entre um
nimero x e os seus convergentes. Esta proximidade é dada pelo seguinte

teorema que serd utilizado repetidas vezes a partir de agora.

Teorema 4.1 Seja x um nimero irracional e py/qy seu k-ésimo convergente.

Entao, para todo k > 0, se verifica

1
@ (e + Q)

1

qk Qk+1 '

_ Pr
qk

<

<o

A seguir consideraremos o problema da aproximacao de um ntimero irra-
cional z (digamos x € [0, 1), para simplificar) por niimeros racionais. Veremos
que as aproximagoes dadas pelos convergentes de um ntiimero sao as melhores.
A forma mais simples de formular este tipo de problema é o seguinte. Considere

um nimero (irracional) x e um nimero natural ¢, consideramos o conjunto A,
A, ={a/b: ac€Z,beNb<qg}

A pergunta é qual é o nimero de A, que melhor aproxima z. A resposta é que
(com a unica excegao de = 1/2) este nimero é um convergente de z. Veja os
Teoremas .4 e que afirmam que todo convergente é uma boa aproximacao

e vice-versa.

A seguinte etapa é estudar para que numeros irracionais x as desigual-

C
_Z il 4-1
T < o (4-1)

onde C' é uma constante positiva e n € N, tém solucao. O Teorema [Tl garante

dades da forma ’ a

(de forma imediata) que quando n = 1 a desigualdade (4=I) sempre admite
solucdo. Para isto é suficiente observar que gy — oo, portanto C' > 1/q;.; para

k suficientemente grande. Assim

1 C

Gk Qrk+1 gk .
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Estudaremos este tipo de problemas na Secao [£3l Em primeiro lugar
provaremos na Proposicao que quando C' = 1/2 e n = 2, as solugoes
da desigualdade (4-I)) sdo convergentes de z. Veremos também que quando
C > 1/V/5 e n = 2 a desigualdade possui infinitas solucoes dadas por
convergentes (veja o Corolario EIT]). Por outro lado, quando C' < 1/4/5 e
n = 2, para o nimero de ouro (veja a Secao B.I]) a desigualdade tem apenas
um numero finito de solugoes.

Finalmente, provaremos um resultado geral (Teorema [L.15]) sobre as solu-
goes da desigualdade (=I) quando n = 2: se os quocientes a; de x sao limitados
entao existe C' tal que a desigualdade nao tem solucao, quando os quocientes

sao ilimitados ha sempre (para todo C) infinitas solugdes para a desigualdade.

A Segao B4l trata da prova do Teorema de Liouville (Teorema [A.17),
que carateriza os numeros algébricos como aqueles que nao admitem boas
aproximacoes por numeros racionais que excedem uma determinada ordem
(obviamente, se o nimero algébrico é racional, isto significa que nao pode ser
bem aproximado por outros nimeros racionais). Mais precisamente, dizemos
que um numero ¢ algébrico de ordem k se é raiz de um polinomio de coeficientes
inteiros de grau k (e ndo é raiz de polinoémios de grau menor). O Teorema de
Liouville afirma que se x é algébrico de ordem k a desigualdade (H-I) nao
admite solucao para certa constante C' > 0 e n = k.

Também veremos que o Teorema de Liouville fornece uma ferramenta

para a construcao de exemplos de niimeros transcendentes.

Ja vimos que os nimeros irracionais se caraterizam por ter expansoes
em fragoes continuas infinitas (veja o Teorema 212]). Na tltima secao deste
capitulo obteremos uma interessante conseqiiencia do Teorema [4.Ik um nu-
mero irracional tem expansao periddica (puramente periédica ou periddica a
partir de um determinado termo) se, e somente se, é solucao de uma equagao
algébrica de segundo grau (Teorema [1.19). Um exemplo deste tipo de nimero

¢ o numero de ouro (Secao B.1).
4.1
Aproximacao por convergentes
Nesta secao provaremos o Teorema [4.1]

Prova do Teorema: FEm primeiro lugar, pela equagao (2-7)) obtida na

demonstragao do Teorema 2.8 temos que para x € [0, 1),

T"(x)
@ (g + T*(x) gr—1)’

‘ Pk
x _— —
qk
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Como z é irracional, T%(x) # 0 para todo k. Portanto, podemos dividir por
T*(z), obtendo

Pr| _ 1 ]
R G Ereant .
Como, pela equacao 255), apy1(z) = |(T%(x))™t] temos que,
aps1(r) < (TH(2)) ™" < apga () + 1.
Assim,
@ ((ars1 (@) + 1) gr + qe1) > aqx (TH@) ™ g + gra) >
(4-3)

> @i (ap41(x) g + qr—1)-

Pela Propriedade (I),
_ 1 — e
Qk '

Portanto, usando desigualdade ([4=3]) e a igualdade acima obtemos,

apy1()

G ( Qo1 + @) = @ (Qer1 — Geo1 + @ + Q1) =

Qk+1 — qk—
o (222 v -
k

=qr ((age1 + 1) g + qr—1) >
> g (TF(2)) ™ i + qe—1) >

> gk (Gk1 @k + Qe—1) =

qk+1 — qk—
o ((22) v -
qk

= qr (Qet1 — Qo1 + Qe—1) = Gk Qt1-

Logo, pela equagao (4=2),

1
@k (k1 + qx)

Pk
x__

gk

<

Acabamos de provar o teorema para z € [0, 1).

Usando a prova anterior, mostraremos o teorema para y € R. Escolha
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ap € Z tal que x =y —ap € [0,1). Como

pr(y) —u Pi()
— 0T )

‘y Pk(y)‘ _ '(x+a0) N (a0+pk(x))' _ ‘x_ pe(®) |

temos

~an(y) qi(z) qi ()

Logo, pelo o que acabamos de mostrar,

1 ~ me(y) 1
@ () (o1 (2) + qr(x)) = ‘y Qk<y)’ = @ () Qi (z)

Note que, go(x) = 1 = go(y). Supondo que g;(z) = ¢;(y) para 0 < j < k,

obtemos usando Propriedade (I) e que

Qer1(2) = apy1(2) @e(2) + @o-1(2) = ar1(¥) (V) + G-1(¥) = @1 (v).

Portanto,
1 1
< ‘y _ Pk(y)' < _
k() (@1 (y) + ax(y)) @ ()| ~ ar(y) ara(y)
Isto finaliza a prova do teorema. 0]
4.2

Boas aproximacoes

Nesta se¢ao veremos uma aplicacao das fragoes continuas sobre a apro-
ximagao dos numeros irracionais por numeros racionais, também conhecida
como Aproximacao Diofantina. Um resultado importante desta secao é que
as melhores aproximacoes de um numero real x por numeros racionais Sao oS
convergentes da sua expansio em fra¢oes continuas (com uma exce¢do que
serd vista no Teorema [.0]). A prova deste fato depende do Lema 210 e do
Teorema (4.1

Em primeiro lugar, explicaremos o que significa ser uma boa aproximacao

do numero real z.

Definigao 4.2 A frag¢ao a/b, b > 0, é uma boa aproximagao do nimero real
x se
c ,a
|dz —¢| > |bx — al, 87&3 com 0<d<b.

Observagao 4.3 A defini¢ao implica que se a/b € uma boa aprorimagao de

x, entao a/b € a melhor aprozimacgdo por nimeros racionais de x dentre todos
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0s nimeros racionais com denominador menor ou igual do que b. Dado c/d

com d < b, temos

T —c r—a bx ; T 2 bw y T Ak
Como d/b < 1, obtemos
c a
‘x—c—l>‘x—g.

Para simplificar a exposicao, ao longo deste capitulo suporemos que
x € [0,1). O caso geral segue de forma totalmente andloga. Em primeiro lugar,
provaremos que toda boa aproximacao do numero real x é um convergente
de x. Em seguida, mostraremos a reciproca desta afirmacao com sua unica

exCcecao.

Teorema 4.4 Toda boa aproximacao de x € um convergente da sua expansao

em fragoes continuas.

Prova: Seja a/b uma boa aproximagao para x. Provaremos o teorema por
absurdo supondo que a/b nao é um convergente de z.

Em primeiro lugar, examinamos a posi¢ao de a/b em relagao aos conver-
gentes da expansao em fragoes continuas de x. Pelo Lema[2.10] os convergentes

estao na seguinte posicao na reta real em relacao a x:

[ @ L @ @
0 D,/ @ T D/ /a4

— @

Figura 4.1: Posigoes relativas dos convergentes

a a
Vamos, em primeiro lugar, mostrar que 0 < 7 < 1. Note que se 0 = 7

~ a4 _Po , . ~ 1y
entao 3 = — ¢ um convergente e assim nao ha o que provar.
do

a a
Para mostrar que 0 < 7 suponha o contrario, que 0 > b Assim, como
x>0,
a
1-2—0] < ‘x—g’ <l|bx—al, 1<0.

Logo, a/b nao seria uma boa aproximagao do nimero real x.

a a
Portanto, 0 < 7 Novamente por contradigao, vamos provar que 7 < 1.

Suponha que % > 1. Em particular, % > ] > z. Entao,
0
h—
b @b @b
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Como p; b — ag; é um ntmero inteiro diferente de zero,

1 1 1 1
br—a|>b—=—=—"—=—,
b ¢ aigptga

onde a ultima igualdade segue de gp =1 e g1 = 0.
Por outro lado, pelo Teorema [4.1] e observando que ag = 0 temos

1 1 1
S = — = —,

qo 1 q1 3]

Do
x__

qo0

2] = |z — ao =

Entao,

1
bx —a| > — > |z — ag.
a1

Logo, a/b nao seria uma boa aproximagao de z, o que novamente resulta em
um contradigao.

Podemos entao ter duas situagoes, caso 1: a/b estd entre pr_1/qx—1 €
Pr+1/qk+1 (onde k > 1 pode ser par ou impar) ou caso 2: a/b estd entre pi/q
el.

a/b x a/b

@ L 4 @ @ L 4 L L 4 9

0 Pir/ Qi Pi/ G Pea/ o Pir/ Qo 1
k impar k par

Figura 4.2: Posigoes relativas de a/b com respeito aos convergentes

No primeiro caso, como aqp_1 — bpr—1 é um inteiro diferente de zero,

temos que
@ Pe1| |GGk —bpra 1
b gk bqr—1 ~ bgr
Pela posicao relativa dos convergentes, temos que
_ 1)k
O Pe-1| _ Pk Pr-r| | PRGe—1 — Pr-1 G =D _ 1
e N R . Q-1 /T

onde na penultima igualdade usamos a Propriedade (III).
Logo,
1 1
< 5
bak—1 Gk Gk

e portanto, b > qy.
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Por outro lado, raciocinando como nos casos precedentes,

‘x_g Pet1 0| _ Perib—agen 1
bl [ qes1 0 b qri1 bk
Assim,
1
bxr —al > —.
dk+1

Além disso, pelo Teorema [4.1],

1
< = g x —pp| < —.
4k 9k+1 qk+1

‘ Pk
x _— —
qk

Obtemos entao,
lgxz — pr| < |bx —al, onde b > .

Logo, a/b nao é uma boa aproximagao de z, o que contradiz a hipétese do
teorema. Isto prova o teorema para o primeiro caso.

Vamos agora provar o teorema para o segundo caso, isto é, quando

a
1>2-0
b q1
Neste caso,
a a b—a 1
‘x__ Sl e :‘u > L
b q1 b bq baq
. 1
Entao, |bz —al > —.
Por outro lado, usando o Teorema 4.1],
1
] = |z —ao] < — = —.
dod1 ¢

Obtemos entao que,
lbx —al > |z —agl, 1>0.

Isto novamente contradiz o fato de a/b ser uma boa aproximagao do nimero

real x. Terminamos, portanto, a prova do teorema. 0]

Provaremos agora a reciproca do Teorema [£.4] com a sua unica excegao.

1
Teorema 4.5 Se x € [0,1) e x # 3 entdo todo convergente € uma boa

aproximacao do numero real x.
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Note que z = 1/2 é de fato uma exce¢ao para a reciproca do Teorema 4.4l
0

O convergente Po _ 1= 0 ndo é uma boa aproximagao de 1/2, pois
qo

1-z—1]=|1-2—-0|=|z—0|.

Prova: Veremos que dado qualquer k¥ € NU {0}, o k-ésimo convergente de z,
Pr/qx, ¢ uma boa aproximacao de x.

Para isso consideremos a expressao

M(ﬁ701) = |ﬁl'—01|7

onde # =1,2,...,q e a é um numero inteiro qualquer. Queremos minimizar
essa expressao. Observamos que hd no maximo um nimero finito de valores «
a considerar, pois se a minimiza a expressao para algum ([, necessariamente
0 < a < |grz| + 1. Portanto, hd um niimero finito de possiveis pares (3, «)
que minimizam. Dentre estes pares escolhemos aqueles com 3 = [y minimo.
A principio poderiam existir dois valores de «, digamos ag e a3 = ag + 1, que
minimizam a expressao M (f3y, ). Neste caso, necessariamente, 3y z = ap+1/2.

Afirmamos que existe uma unica escolha para a, que denominaremos ay:

Lema 4.6 Se ag minimiza M(By,«) entdo oy = ap £ 1 nao minimiza
M(ﬂ()?a/)'

Posporemos a prova do lema, usando-o concluiremos a prova do teorema.
A prova do teorema tem duas partes: primeiro veremos que /[y é uma boa
aproximacao de = (e pelo Teorema 4] é um convergente), e em segundo lugar

veremos que o convergente é exatamente py/qy.

Lema 4.7 O nidmero ag/By € uma boa aprorimagao de .

Prova: Como ag é o tnico valor que minimiza |Gy z — a/, temos que

o,
Boa — ao| < |[Boz —al, onde —L#—, 1<f.

Bo "~ Do
Também temos que nao existe v € N tal que
1Box — | < [Box — .

Isto significa que «g/Fy é uma boa aproximacao de x. 0

Lema 4.8 «y/fo = pr/ k-
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Prova: Como ag/3y é uma boa aproximacao de z, o Teorema 4] garante que
Qo Ps

ﬁO qs

¢; sao crescentes, temos s < k. Se s = k o lema esta provado. Suponha agora

ele é um convergente de zx, . Pela escolha de 3y, By < gk, € como os

que s < k. Veremos que este caso € impossivel.

Como, pelo Teorema [4.1],

1
ds (qs + qes-i-l).

oo

ds

Como (g;);>1 ¢ uma seqiiéncia mondtona crescente, temos que
1 1
> .
Qs + qs+1  Gr—1 Tt Gk

‘QSQZ _ps| >

Além disso, como pelo Teorema 1]

1
< ;
qk 9k+1

‘ Pk
x —_— —
qk

1 . -
obtemos que |gx x — p| < ——. Como o par (fy, ) minimiza a expressao
k41

M(B,«a), onde B =1,2,...,q, temos que
1
lgs x — ps| = |Box — | < |qr x — pil Sq—- (4-5)

k+1
De (B3) o (@5), 1 1
<

G+ k-1 Qe

Isto é, qry1 < qr+qi_1, 0 que contradiz a defini¢ao de qry1: qry1 = Ary1 Qe+ qr_1,
onde a1 > 1. Esta contradicao termina a prova do lema. U
Para concluirmos a prova do teorema precisamos demonstrar o Lema [£.0l

Prova do Lema: Suponha que existem ag e a7 = ap + 1 que minimizam

M (3, «). Em tal caso se verifica que

_2()50+1 Qp
2 0o B
20[0—{—1

Em primeiro lugar, provaremos que a fragao ¢ irredutivel. Suponha

2 Bo

que nao seja irredutivel, entao existe £ > 2.

200+ 1=/lp e 203y=1Lq


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410403/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410403/CA

Capitulo 4. Convergentes e boas aproximagcoes 58

2 1
Se l =2 entao fy =qep= %. Portanto,

20&0+1 20(0+1
2 2

lqz —p| =|Box —p| = =0<|fox — apl.

Isto contradiz a escolha do par (5, p) que minimiza M (3, «) para [ =

1,....qp e € N.
200+1 p

Se ¢ > 2, temos que x = ———— = = e [Jy > ¢. Entao,
2 o q

0=lgx—p| <|Boz—p|

que contradiz a escolha de 3y (minimo com a propriedade de existir algum «

tal que M (3, «) seja minimo).

%+
2 Bo

~ ’ 7 . pn 7 3 . . 7
fracbes continuas, temos que seu tltimo convergente — ¢é ele proprio, isto é,
n

Portanto, ¢ irredutivel. Expandindo este nimero racional em
pn:2a0+17 Qn:260:anQn—1+Qn—27

para a, > 2, n > 1.

Note que para a, = 2 e n = 1 temos que

b1 1
r=—=

1
q a2

1
Como por hipétese x # 27 temos que a, > 2 quando n =1 ou a, > 2 quando

n > 1. Assim, se n =1,
200 = anGn-1+ Gn-2 = n Gn-1 > 2 qn-1.
Por outro lado, se n > 2,
200 =anqn-1+ -2 2> 2¢n-1+qo =2¢n-1+1>2¢1.

Em ambos os casos obtemos

ﬁO > Qn—1- (4'6)
Por outro lado, usando a Propriedade (I1I),
_ Pn _ n—1Pn — Pn—1Gn o
|qn—1 €r — pn—1| = |qn—-1— — Pn-1| = q -
(4-7)
_1\n+1
N NI
qn dn 250 2
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Por outro lado, 20+ 1

By 0t
" 20
Finalmente, das equagoes ([{=T)), (@=6)) e (Z=8) obtemos

B — o] = — | = (4-8)

|gn—1 % — pu1| <|Boz — awl,  Gu1 < Do

Isto contradiz o fato de (y ser minimo minimizando M (f3, «). Completamos

entao a prova do lema. O

Terminamos assim a prova do Teorema 35l O

4.3
Ordem de Aproximacao

Até agora vimos que as boas aproximacoes do nimero x sao dadas pelos
seus convergentes. Nesta secao, dado um ntimero irracional x, estudaremos a

existéncia de nimeros racionais a/b que verificam a desigualdade
a C
<= 4-9
“” b‘ 2 (+9)

para certo C' > 0.
Na Secao [5.4] veremos que existem solugoes para a desigualdade acima
para quase todo ntimero real (um conjunto de medida total em R).
Observamos que é suficiente considerar z irracional (pois para os nimeros
racionais a desigualdade sempre tem solugao) e solugoes a/b onde a e b sao
primos entre si (pois se ¢/d verifica a equagao [@=9) e a/b = ¢/d com a e b
primos entre si, entdo a/b também verifica a desigualdade).

Por simplicidade, comegaremos a examinar as solugoes para C' = 1/2.

Proposicao 4.9 Toda fragao irredutivel a/b satisfazendo a desigualdade

€ um convergente de .

Prova: Pelo Teorema [4.4] para provar essa proposicao basta provarmos que
a fragao irredutivel a/b que satisfaz o enunciado da proposicao é uma boa
aproximacao do ntimero z. Suponha, por absurdo, que a/b ndo é uma boa

c ,a
aproximacao de z. Entao, existe p #+ 7 com 0 < d < b tal que,

1
dr—cl <l|bx —al < —.
|dx —c| < |bx — al 55
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Portanto,
’x N _‘ d
Logo
’ c 1 b+d
- — = e — = . 4-1
d — | +s ‘<2bd+2b2 207d (410
Por outro lado, como 2 #+ %, temos que ¢b—ad é um nimero inteiro diferente
de zero, portanto, ¢ a| |eb—ad . 1 i
d bl | db |~ bd ]
e (Z=I0) e (E=IT]) obtemos,
1 b+d
— bd < d*.
bd " 202d s

Como b e d sao positivos, temos b < d, o que é uma contradigao.
Portanto, a/b é uma boa aproximagao de x, completando a prova da

proposicao. 0

Proposicao 4.10 Dado um niumero real x e trés convergentes consecutivos

dele,
Pn—2 Pn—1 ]ﬁ

Gn—2 ’ Gn-1 ’ qn

no minimo um deles satisfaz a desigualdade

Y

€T — —

b \/Sbf

O seguinte corolario decorre imediatamente da proposigao:

‘ a 1

Corolario 4.11 Dado qualquer nimero irracional x e C > 1/\/5 a desigual-
dade
’x——‘< a€Z, beN,

tem infinitas solucoes.

Prova da Proposigao: Consideramos a seqiiéncia py /gy de convergentes de

I € escreveros,

b= (k>2), = (TH@)) T (k> 1), =t e,

Lema 4.12 Se ¢, < /5 e n_1 < V5, para k > 2, entdo
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Posporemos a prova do lema e usando-o terminaremos a prova da pro-

posicao.

A prova da proposicao é por contradi¢ao. Suponhamos que existe k > 2

tal que 1

r——|>——, paran=*kk—1k—2. (4-12)

Qn| \/5(]721’

Usando a Propriedade (II) dos convergentes,

T = Pn + (Tn(x»pn—l _ PnTn +pn—1
dn + (Tn($)) Gn—1 dnTn + dn—1 ’

obtemos que

PnTn +pn—1 - &
dnTn + dn—1 An

PnTndn +pn—1 Qn — PndnTn — Pnqn-1 o

dn (Qn T'n + Qn—l)

pnfl Qn - pn anl
@ Ty + Gn G-

Pela Propriedade (I1I) dos convergentes, temos

(=n"

@ Ty + Gn G-

B 1
Cro+ Qoo

‘ Pn
x__
n

Usando a definicao de v e de ¢;, temos,

1 1
B CI?L Tn + dn Gn—1 B qul Tn + q721 ¢n+1

‘ Pn
x__
n

(4-13)
1 1

P(rp+dni1) Ui
As equagoes ([=12)) e ([@=13)) implicam que

1

1
@E Y1 — V5 qQ? Pr

Logo, 1 < Vb paran =k, k—1,k—2. Assim podemos aplicar o Lema E.12]

obtendo
Vh—1 V5 —1

> .
9 e Prt1

O > 5
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Portanto,
@ — Q2 _ 1 — b < 2 V51
Qi1 Ory1 V5 —1 2

_4—(\/5—1)2_2(\/5—1)_1
2(V5-1)  2(V5-1)

Isto é, qx < qr—1 + qx—2, 0 que contradiz a defini¢do da seqiiéncia (gx)r>—1-

Para terminar a prova da proposicao precisamos provar o lema.

Prova do Lema: Pela defini¢do de ¢, e pela Propriedade (I) dos conver-

gentes se verifica

1 Gn _ Qp Gn—1 + Gn—2

Ont1 gn—1 Gn—1

= an+¢n-

Por outro lado, das defini¢oes de r,, e a,, e da transformacao de Gauss,

1 1 1
_— = TTL = — = 1 — .
r = 1) = ey LTH@)J fro
Assim temos que,
1 1
+ — :an+¢n+rnfl_an:¢n+rnfl :wn
an—i—l Ty
Portanto,
1 1
wn: +_:¢n+rn71'
(anrl Tn

Entao, pelas hipéteses do lema, para cada k > 2 se verifica

1 1
O +re1 = <V5 e — 4+ — =11 < V5.

k Tk—1

Reescrevendo as desigualdades,

o V5= e LS\/_——-

Tk—1 o

Multiplicando as desigualdades obtemos

1< (f—i) (ﬁ—m)ﬂ—ﬁd)k—gﬂ.

Isto é,

5—\/5¢k—§zo.
O,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410403/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410403/CA

Capitulo 4. Convergentes e boas aproximagcoes 63

V5

Multiplicando por , obtemos

Vi) 1
+1-Vbe <0, = (¢k—7> —ZSO.
Portanto,
2
) V5 < ! == V5 or | < !
T 4 2 M T
Logo,
V5 —1
< Qs
2
terminando a prova do lema. ([l
Com o Lema provado, terminamos a prova da proposicao. 0]

Vamos provar agora, usando o numero de ouro visto na Secao 3.1l que a
constante C' = 1/ v/5 na Proposicao B0 nédo pode ser reduzida. Provaremos
que se C' < 1/ V5, entdo existe apenas um ntmero finito de solucoes a/b para
a desigualdade (4=9);

Lembramos que o Corolario 11| garante que, para nimeros irracionais,
quando C' > 1/ V/5 existe um ntmero infinito de solucoes (dadas por conver-

gentes) para a desigualdade (=9)).

1 5
Proposicao 4.13 Considere C' < 1/\/5 e o numero de ouro O = +2\/_.
Entao a desigualdade
a C
‘O—E‘<b—2, CLEZ,bEN,

tem apenas um numero finito de solugoes.

Prova: Para provar essa proposi¢ao lembramos que a expansao em fragoes
continuas do nimero de ouro O é 1 +[1,...,1,...] (veja a Segao B.I]).

Pela Observacao B.I], (T"(O — 1))~' = O, para todo n > 0. Portanto,
pela Propriedade (II),

et (TNO) s e (THO)) ™+ per PO+ e

(@) .
@+ (THO) gk @ (THO) "+ a1 %O+ g

Logo, usando a Propriedade (III),
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Pk O + pr_1 _ Pr
O+ a1

‘ Pk
qk

Pk @k O+ Pe—1 @k — Pk @ O — Pi o1
@ (46 O + qr—1)

(=D*

@ (0 O + q—1)

, (4-14)

@ (4 O + q—1)

1

gk

Para continuarmos a prova desta proposicao precisaremos da seguinte

propriedade geral dos convergentes:

Lema 4.14 Considere um nimero real © = ag+ |ay, a, - . ., ay, . ... Para todo
k > 1 se verifica
dk
— =ap + [ag_1, ..., @]
k-1

Prova: A prova serd feita por indugao. Observe que para k = 1 temos, usando
a Propriedade (I), que
@ amGotqga .

Qo 1 _T:al.

Portanto, o lema é verdadeiro para k = 1. Suponha que o lema vale para todo
je{l,...,k—1}, isto é,

4

=a;+ |aj-1,...,01].
i1 J []1 1]

Dividindo por ¢x_; a Propriedade (I), gx = ax qx—1 + qx—2, obtemos

Qx qr—2 1
—— =at-— =t =
Qr—1 Qr—1 k=1
drk—2
1
Qp—1 +
QAf—9 + .. 1
T 1
a9 + —
ai
= ay, + [ag_1, a2, ..., a1

Logo, por inducao, o lema esta provado. 0
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Continuamos com a prova da proposi¢ao. Como a; = 1 para todo i > 0.

usando o Lema [£T4] temos

e gt apy ] =14 (1, 1]
k-1
Sabemos que
ag + [ag—1,...,a1)=1+[1,...,1] = O quando k — oo.
Portanto,
k-1 1 . \/5—1
0 - O +€k = 5 +6k,

onde ¢, — 0 quando k£ — oo.
Substituindo na equacao (E=14l), obtemos,

1 1

, (1+V5  V5-1 @ (Vite)
qk 9 + 9 +€k

’ P
dk

1

Logo, para C' < —= e k suficientemente grande
V5

C

\ O
P

qk

Assim, a desigualdade
C
ai

é satisfeita apenas para um nimero finito de valores de k. Isto termina a prova

‘O—% <
qk

da proposicao. 0

Note que, de fato, pela Proposicao 4.9, toda fracao irredutivel que satisfaz
a desigualdade

a 1
0-3 <5

¢ um convergente de O.

1
Entao como C' < ﬁ < 3 temos que a/b é um convergente de O, isto é,

a/b = pg/qk, para algum k.

Agora veremos que dado um numero irracional z, para C' suficientemente

pequeno, a desigualdade (E=9)),

C
r— — <b—2,

b

’ a
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nao tem solugoes se, e somente se, os quocientes a;(x) da expansao em fragoes

continuas de x sdo limitados.
Teorema 4.15 Dado uma constante C' > 0 e um numero x
T =agp+ [a,as, ... a,,...|
considere a desigualdade ([{-9)
a C
r——-|<-—=, a€Z beN.
-3l <7

Quocientes limitados. Dada qualquer constante M > 1, para todo

1
M+ 2

C< Co(M)

e todo mumero wrracional x cujos quocientes a; sao limitados por M,

a; < M, a desigualdade acima nao tem solucgao.

Quocientes ilimitados. Para todo numero irracional x com quocientes
ilimitados e toda constante C > 0, a desiqualdade acima tem infinitas

solucoes.

Este teorema implica que niimeros irracionais com quocientes limitados
nao possuem boas aproximacoes. Na Secao [£.4] veremos que os numero
irracionais que possuem quocientes limitados constituem um conjunto de
medida zero. O teorema agora significa que existe um conjunto de medida

total de niimeros que admitem um nimero infinito de boas aproximagoes.

Prova: Provaremos primeiro a parte do teorema sobre quocientes limitados.

Suponha que o nimero irracional z ¢é tal que a; < M para todo i > 0. Veremos

que nao existem numeros racionais a/b que verificam a desigualdade.
Considere um numero racional irredutivel a/b, b € N. Sabemos pela

Proposicao que toda fragao irredutivel que satisfaz

’ a - 1
a;‘ _ — —
b b?
é um convergente de x.
1 1
Portanto, como C' < Co(M) = V2 < 3 temos que a/b ¢ um

convergente de x (a/b = py/qx para algum k > 0)
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Assim, usando o Teorema[Ile a Propriedade (I) dos convergentes, temos

para qualquer k& > 0,

T — = = =
Qk @ (e + Q1) qr (qk + ars1 @ + Q1)
B 1
qz <1 + Ak+1 + £>
qk

Como gk > qr—1 (lembre a Propriedade (I) dos convergentes) e como ar < M

por hipotese,
dk—1

1+ak+1+—<1+M+1:M+2,
qk
temos ) O (M o
o= 2 = e B> _ Q) ¢
b P q (M +2) Qs Qi

Esta tltima desigualdade implica que a/b nao é solu¢ao da desigualdade
do teorema quando C' < Cy(M). Concluimos assim a prova da primeira parte

do teorema.

Vamos agora provar a segunda parte. Para isso, observe que se os
quocientes a; de x sao ilimitados, podemos, para qualquer C' > 0 arbitrario,

encontrar um numero infinito de valores de £ tal que

1

Qr+1

< C.

Escolhemos k que verifica esta desigualdade. Veremos que o convergente py /gy
de z verifica a desigualdade do teorema (para o C fixado). Portanto, existem
infinitos racionais que verificam a desigualdade.

Para provar esta afirmagao, usamos o Teorema [I.1] e a Propriedade (I),

1 1

Qe Gh+1 Qe (g1 @k + Q1)

qk

1 1 C

- 2 < =3 <=3
Qi Ok+1 Tk Q-1 G Qk+1 G

para infinitos valores de k.

Isto termina a prova da segunda afirmagao e do teorema. ([l
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4.4
Teorema de Liouville: aproximacao de nimeros algébricos

Comecaremos esta secao com a definicao de nidmeros algébricos e tras-

cendentes.

Definicao 4.16 Um ndmero x é um ntmero algébrico de grau n se existe um

polinémio f(z) de grau n com coeficientes inteiros
f(2)=cotecrztcaz®+--+c, 2" coc1,...,cn €L ecy, #0,

tal que f(x) =0, onde n é minimo com esta propriedade.

Se o numero x nao € algébrico, entao ele é chamado de transcendente.
O principal resultado desta secao é o Teorema de Liouville.

Teorema 4.17 (Teorema de Liouville) Considere x um nimero algébrico

de grau n. Entdo, existe uma constante C' = C(z) > 0 tal que

> —, para todo a,b € Z, b>0, tal quex;«é%.
Observagao 4.18 Todo numero racional x = ¢/d verifica a equag¢ao
dr —c=0.

Portanto, todo nimero racional é algébrico de grau 1.
Observamos que se (¢/d) # (a/b) e C = 1/d se verifica

cb—ad
db

1 C
> ==
—db b

C a

d b

Antes de provar o teorema deduziremos algumas conseqiiéncias dele. Em
primeiro lugar o Teorema de Liouville limita a ordem das aproximagoes dos
nimeros algébricos por expansoes em fracoes continuas. Por outro lado, o Teo-
rema de Liouville fornece uma poderosa ferramenta para construir nimeros
transcendentes que explicaremos agora.

Observe que, pelo Teorema de Liouville, se um nimero z € [0, 1) verifica
que para toda constante C' > 0 e todo niimero natural n existem p,q € N tais
que

x—g‘g

q

¢

n’

)

entao o nimero z ¢ transcendente.
Usaremos esta observacao para construir um numero transcendente x.

Veremos que basta escolher os quocientes a; de x indutivamente da seguinte
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forma: suponha escolhidos os quocientes aq, ..., a; e definidos os convergentes
P1/q1s - - - Dr/Qr, escolhemos axq satisfazendo a desigualdade
k—1
Ak+1 > Qg -
Afirmamos que o nimero resultante = = [aq, ..., ag,...] é transcendente. Para

provar esta afirmacao, em primeiro lugar observamos que, pelo Teorema [4.1] e

pela Propriedade (I),

Dk 1 1 1 1
T——| < - < - <
qk Qe Qet1 Gk (i1 Qe + Qe—1) ~ Gf Qe qs

onde a ultima desigualdade segue da escolha de aj..

Agora ¢ suficiente ver que x nao é algébrico. Se fosse algébrico de ordem
k ele verificaria o Teorema de Liouville. Por outro lado, fixado qualquer C' > 0
existe k tal que C' > 1/q;. Mas a construgao acima implica que o nimero

racional py/qy verifica

’ Pk 1 < C
x - a1 _7
dk q,ljJrl Q;’i

o que contradiz o Teorema de Liouville (o fato de x ser algébrico de ordem k).

Prova do Teorema: Pela Observacaold.I8] precisamos demonstrar o teorema
apenas para numeros irracionais.
Como x é um numero algébrico de grau n, ele verifica a equacao com

coeficientes inteiros,
f(2)=coteiz+eaz®+-+e, 2" =0, ¢, #0.

Desta forma,
f(z) = (z = 2) g(2), (4-15)
onde g é um polindémio de grau n — 1.
Afirmamos que g(z) # 0, pois caso contrario x seria um nimero algébrico

de grau no maximo (n — 1). Portanto, existe § > 0 tal que
g(z) #0 paratodo ze€Vs=[r—d,x+].

Existem duas possibilidades para o nimero a/b: a/b € Vs e a/b & Vj.
No caso, a/b € Vj, temos g(a/b) # 0. Fazendo z = a/b na equagao ([4=15)),

obtemos .
o AG) _ara(G)rra(f)

- =

©eG) 19
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Multiplicando por b",

a " +crab™t + - ¢ a”
— —r =
v
Note que, ¢, b" + c;ab™t + .-+ + ¢, a™ # 0, caso contrdrio, como b"* # 0

e g(a/b) # 0 terfamos = = a/b, o que contradiz o fato de x ser irracional.

Portanto, como ¢, b® + ¢, ab” ! + --- 4 ¢, a™ é um inteiro diferente de zero,
lcob™ +crab™™ 4 e, a > 1.

Seja M > 0 tal que |g(z)| < M, para todo z € Vs. Entao,

) a‘ b +crab™ 4 e, a” 1
o0 > .
b

No segundo caso, a/b ¢ Vs, como b" > 1, temos que

Portanto, para provar o teorema basta escolher
C =min{l/(M +1),6/2}.

A prova do teorema estd concluida. 0

4.5
Uma consegqiiéncia do Teorema [4.1: periodicidade

Vimos na Segao Bl que o nimero de ouro O tem expansao 1+ [1,1,.. ]

(portanto, a expansao é periddica) e satisfaz a equagao quadratica
2 —2—1=0.

Nesta secao vamos mostrar que a expansao em fragoes continuas de um
numero irracional x (necessariamente infinita) é periddica se, e somente se, x

satisfaz uma equagao quadratica, isto é, se x for raiz de um polinomio do tipo
P(2) = az® + bz + ¢,

onde a, b, ¢ sao inteiros e a > 0.
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Antes de provarmos esta afirmacdo, introduziremos a notacao para
expansoes em fracoes continuas periddicas, similar a usada para as expansoes
n-arias peridédicas. Como no caso das expansoes n-arias, ha dois tipos de
expansoes periddicas, as puramente periddicas e as pré-periddicas (aquelas que
sao periddicas a partir de certo digito).

Dizemos que a expansao em fragoes continuas de x = ag + [a1, az,...] é

periodica se existe m > 0 tal que
ai = Qit+m

para todo i. Neste caso, escrevemos

r=ap+[a,...,an 1]

Observe que z € [0, 1) tem expansao periddica de perfodo m se, e somente

se, T™(z) = x e T(x) # x para 0 < j < m.

Dizemos que a expansao em fragoes continuas do numero r = ag +

[a1,as,...] é pré-periddica se existem n > 1 e m > 0 tais que

Apti+m = Anig

para todo ¢ > 0. Isto é, existe um bloco inicial seguido de um outro bloco que

se repete infinitas vezes. A notacao para esse caso é

ap+ (a1, .., Qn1, @y Gprm—1)-

Observe que = € [0,1) tem expansao pré-peridédica se, e somente se,
existe n tal que T™(x) tem expansao periédica (assim justificamos o nome

pré-periédico para este tipo de expansoes).

Agora estamos prontos para provar o principal resultado desta secao.

Teorema 4.19 A expansao em fracoes continuas de um nimero irracional
€ periodica ou pré-periodica se, e somente se, x € solucao de uma equacao

quadrdtica.

Prova: Em primeiro lugar, vamos provar que se x tem expansao periodica ou

pré-periddica entao ele satisfaz uma equagao quadratica.
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Veremos primeiro o caso em que a expansao de x é periddica (de periodo

m). Neste caso, temos que

r=ap+[a,...,an 1] =ao+ i
a; +

a2+"- 1
+

1
-1+

CLO+"-

Escrevemos T = x — ag e observamos que pela definicao de T' e dos quocientes

de x,

1
T =ap+ 1

a1+

as+ - 1
+

1
-1 + T 1(Z)

Qpm—2 +

Comparando as duas expressoes obtemos que 7™ (z) = 1/z.

Entéao, pela Propriedade (II),

T = Pm—1 + (Tmil(j))pm—Z o L Pm—1 +pm—2

gm—1 + (Tm_l(i')) dm—2 T dm—1 + dm—2 '
Logo,
T Q1 + T G2 = TPyt + P2
Isto é,
2 —_
Gn-12" + (¢m-2 — Pm-1) T — Pm—2 = 0.

Finalmente, como m > 0, temos que ¢,,_1 > qo = 1. Portanto, a equacao acima
é uma equacao quadratica. Isto prova a afirmagao para o caso periddico.

O caso pré-periddico segue de forma similar, temos que

T =ap+ [ah' <oy n—1,0n, - - - 7an+m71]
1
=ag+
ap + - 1
+ I
(p—1 +
an + - 1
+ I

an+mfl+
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Escrevemos T = = — ag¢ e obtemos

T = ag+ ,
ap + - 1

T AT ()

Comparando as duas igualdades precedentes obtemos

1
T Yz) =
ap + - 1
+ ]
Ap4+m—1 +
an, +
Isto é,
T”——l(a_:) =ay + [an+17 R ,an+m,1].
Note também que pela definigao de pré-periodicidade, 771+ (z) = T"1(7),
portanto,
1
Totim(z) + [@nt1s - - Gnpmet].

Repetindo esse processo e usando a definicao de T', obtemos
TNt™(z) = TN(z), paratodo N >n —1.

Entao, pela Propriedade (II),

- Dn—1+ (Tn_l(f))pn%
n-1+ (T"71(Z)) gn—2

T = Pn—14m + (Tn_l—i_m(j))pn—%&-m _ Pn—14+m + (Tn_l(‘f))pn—%—m
Gn—1+m + (Tn—l—i—m(a—:)) Gn—2+m Gn—1+m + (Tn_l(‘%)) Gn—2+m

Portanto, usando a primeira equacao obtemos

_ Pn—1 — T Qn-1

T Yz
( ) X dn—2 — Pn—2

e usando a segunda

Tn_l(:f) _ Pn-14m — T Qn—1+m‘

L dn—24+m — Pn—2+m

Isto é
Y
Pn—-1 — T Q4n-1 o Pn—14+m — T 4n—14m

T Gpn—2 — Pn-2 T Gn—24+m — Pn—2+m
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Escrevendo

& =(4n—249n—-1+m — Qn—2+m qn—1,
b = Pn—14n—2+m + dn—1 Pn—24m — Pn—14+m 9n—2 — Qn—1+m Pn—2,

C = Pn—2Pn—-14m — Pn—2+4+m Pn—1,

obtemos que
ar?+br+c=0.

Afirmamos que a equagao acima é uma equacao quadratica, isto é, que a # 0.

Caso contrario teriamos,

Gn—2Gn—1+m — n—24m Qn—-1 = 07

e portanto ¢, 14, divide ¢,—24m gn—1. Pela Propriedade (III), ¢,—14m € Gn—2+m
sao primos entre si. Portanto, se ¢,_1..,m divide ¢,_21m ¢,—1 necessariamente
deve dividir ¢,_,. Mas isto é absurdo ja que ¢, 141m > ¢n_1-
Logo,
Gn—2 Gn-1+m — Gn—24m Gn—-1 7 0,

Assim a equacao acima é uma equagcao quadratica, o que prova a primeira

afirmacao para o caso pré-periédico.

Vamos provar agora a reciproca da primeira afirmacao, isto €, que se x é
solugao de uma equacao quadratica entao x tem expansao em fragoes continuas
periédica ou pré-periddica. Por hipdtese, existem inteiros a, b e ¢, a > 0, tais
que

ar’+bx+c=0.

Escrevemos T = = — qy e, usando a Propriedade (II), para cada k& > 1,

substituimos x na equacgao acima por

et (@) i
@+ (THE) i

Obtemos assim, para cada k > 1,
a(py 4+ (THE) pr1)?  +b (px + (TH(Z)) prr) (g + (TH(Z)) gr—1)+

+c(qu + (TH(Z)) qp-1)* = 0.
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Entao,
a (P +2(T*(x)) pr-1 e + (TH(T))? pi_, )+
+b (g + (TH(2))pr @1 + (TH(Z)) pr—1 e + (TF(2))? pr—1 qe—1)+

+e(aqt + 2 (TH(@) gr grr + (TH(@))* g_y) = 0.
Reorganizando a equacao acima obtemos,

(Tk(f))Q (api_l +bpr—1 qp—1 + Cq;%_l)—i-
+(T*(Z)) (2apr-1pr +bPk qe—1 +bpr—1 e +2Cqr 1)+ (4-16)

+api +bprar+ cqp = 0.

Tome
Ai=ap?  +bpi1g+cgy,

Bi=2api1pi+bpiqi-1 +bpi1qi +2cq;qi-1, (4-17)

Ci=ap?+bp; g+ cq’.
Obtemos assim uma familia de equagoes (que veremos que sao quadréticas) da
forma
A (T*(2))? + B T*(z) + Oy, = 0.

Afirmamos que Ay # 0 para todo k£ > 1. Suponhamos por absurdo que A; = 0.

Entdo T%(Z) seria um nimero racional e portanto z também seria racional, o

que é absurdo. Logo, Ay # 0 e portanto as equagoes (=16]) sao quadraticas.
Como, pelo Teorema 1], para k > 1,

Dk—1 1 1 1
T — < < = -,
qrk—1 qr grk—1 Qk—19k—1 Gi—1
podemos escrever
_ €
O L ——, onde |e] <1, istoé,
qk—1 Qi1

€
Dk—1=2Tqk—1+—.
qr—1
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Substituindo o valor de py_; na equacao ([F=I7)) temos que

2
€ €
Ay =a (33 k-1 + —) +b (JU Qk—1 + —) Qp1+cqiy =
Qrk—1 Qk—1

2
=azr’q | +2are+a (L) +brqi  +betcqg | =
k-1

2
=q¢ | (ax?’+bz+c)+2axe+a (L) +be.
k-1

Como por hipétese ax® + bz + ¢ = 0 obtemos

2
Ak:2axe+a(L) +be:e(2ax+b+a(%>).
k-1 Qi1

Como g1 > 1 e |e| < 1, usando a desigualdade triangular,

€ (an—i-b—i—a (%))' <2laz|+ |b| +|al.
Tr—1

Note também que, por definigao, se verifica A; = C;_; (confira diretamente na
equagao (4=IT)). Portanto,

|Ax| =

|Ckl = |Akra| < 2]az]+[b] + al.

Portanto, como z, a e b estao fixos, |Ax| e |Ck| sdo limitados. Assim, como sao
inteiros, podem assumir apenas um numero finito de valores diferentes quando
k varia.

Podemos também, através de uma conta simples, provar o seguinte

Afirmacao 4.20 O discriminante A da equagdo ([({-16) é
A=DB;—4A,C,=0"—4ac.

Demonstraremos esta afirmacao depois de terminar a prova do teorema.

Usando a afirmacao obtemos,
|B|> = |Bi| = |b* —dac+4 A, Gy

Portanto, como |Ag| e |Ck| s@o limitados, e a, b e ¢ estao fixos, By também é
limitado.
Assim, obtemos um nimero finito de equagdes da forma (F=I0]). Portanto,

T*(7) assume um ntimero finito de valores. Assim existem k e h tais que
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TF(z) = TF"(Z). Isto automaticamente implica que a seqiiéncia T7(Z) é
ou periddica (se k = 0) ou pré-periodica. Isto implica que a expansao de x
em fragoes continuas é periédica ou pré-periddica. Para terminar a prova do

teorema falta provar a Afirmacao 4.200

Prova da Afirmacgao: Em primeiro lugar, lembramos a definicao de By em

E=1D),

By =2app_1pk +bpr @e—1 +bpr—1qx + 2 cqr qr-1,

obtemos que

B} = (2aprapr+bprgra F0paqe +2¢qqr)’ =
=4a®p;  pp +2abpe 1 pi 1 +2abpi ) pr grt
+4acpr1Pe Q-1 @k +2abpr_1 P} qr1 + U Dp @1+
+b% D1 Dk Qi1 @ + 2b e py 92_1 g +2a bpi_l Dk Q.+
+0% a1 Pi Gro1 Gk + V2 PRy G + 2beproy gro1 GiF
+dacps 1 pr Qe Qe +2bCepe GGy @ +2bCpr_1 Q1 G+

+4P ¢ G

Logo,
B =4a®p;_pi+4abpe_1piqe-1+4abpi_ | pr gt
+(B8ac+2b*) pr-1pr Gr—1qr + U Piqi_ +4bepr gy gt
+0? P @+ Abepr e @G+ 4G G
Como
Ay =ap; | +bpr1qe +cqiy,
e

Cy = ap; +bpr qr + cqp,
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obtemos que
—4 A, Cy =—4 (api_l +opr—1qr—1 + CQI%—l) (app+bpeae +cqp) =
= —4a®pp1pi —4abpi_ prqr —4acpi_y g —
—4abpr_1pi qr—1 — 4% Dr—1 i Ge—1 Gk — 4bCPr—1 Qro1 Go—

—dacpr gy —4bepr Gy @ — 4 Qo1 G-

Logo,

B =4 A, Cy =4a®pi_ pi +4abpp pi g1 +4abpi_, pr gt
+(8ac+2b%) pr1Pr @1 G + VPR Giy +HAbCpRgi Gt
+0* pi_y Gf +AbCpr_1 Q1 G A G G-
—4a’pr1pp —4abpi_prq —4acpi_ G —
—4abpr_1p} qr—1 — 4% Pr—1 Pk Ge—1 @k — 4bCPr—1 qro1 Go—

—dacpiqi —4bepr g ar — 4 Gt i
Reorganizando a equacao acima
B} —4AcCy = 8acpr 1Dk @k — 20° Pt Pr Qo1 Qo t
+(0* —dac)pp gy + (0 —dac)pi_, q; =
=+ —4dac) (=2pr1Pk 1 @k T PR Gy T PR G) =
= (0* —4ac) (Pr Q-1 — Pr—1qk)*
Pela Propriedade (I11),
B} —4 A, Cp = (* —dac)((-1)"")? =b* —4dac.

Finalizamos assim a prova da afirmacao.

Provada a afirmacao a demonstragao do teorema esta concluida.
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