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3
Exemplos

Neste capitulo apresentaremos dois exemplos de expansoes em fragoes
continuas. O primeiro deles é a expansao do numero de ouro que serd usada
como contra-exemplo no Capitulo @l O segundo exemplo é a expansao do
nimero e. Este exemplo é interessante por dois motivos. Em primeiro lugar
a expansao do numero e em fracoes continuas tem férmula de recorréncia
extraordinariamente simples. Em segundo lugar sua obtencao envolve apenas
as propriedades dos convergentes e a expansao em séries de poténcias da

exponencial.

3.1
O ndmero de ouro e a seqiiéncia de Fibonacci

O numero de ouro é obtido quando uma quantidade (por exemplo,
um segmento de reta ou um retangulo) é dividida em duas partes tal que
a propor¢ao entre o todo e a maior parte é a mesma que a proporcao da
maior parte e o restante. Tomando o comprimento ou area inicial igual a 1 e o

tamanho da maior parte igual a a, obtemos que o nimero de ouro O verifica:

1 o
(9 —_ — =
a l-«
Note que
1 1— 1
—:1+<——1>:1 S
! ! !
l -«
Assim,
1
O=1+4+—.
o
Repetindo esse processo infinitas vezes obtemos a expansao em fragoes conti-
nuas de O: .
O:1+—1:1—|—[1,1,...,1,...].
14+ —
I+

Faremos agora uma observacao que usaremos mais adiante (na Segao[1.5]).
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Observacao 3.1 Comparando a expressao acima com

1
T = ag+ I
ay +
as+ . 1
_|_
-1+ an, + T™(x — ao)
obtemos que
1
(0 —1) = 1 =0t
1+
1
1+
14+

Isto é, T"(O — 1) = O, para todo n > 0.

Por outro lado, como O é a rafz do polinémio P(z) = 22—z —1 e por definigao

O > 1, temos que

1
o= +2\/3.

Observamos também que a; = 1 para todo 7 > 0.

Lembramos que uma seqiiéncia (y,),>0 ¢ uma seqiéncia de Fibonacci se

verifica a relacao

Yp—2 + Yk—1 = Y, k=>2.

Seja pr./qx 0 k-ésimo convergente do niimero de ouro O. Como a seqiiéncia

(¢i)i>—1 ¢ dada por

Gk = Qi Qp—1 + Qu—2 = Qr—1 + Qr—2, Kk >1,

temos que (g;);>—1 € uma seqiéncia de Fibonacci.
Afirmamos que no caso do nimero de ouro também se verifica pr, = qxy1.
Para isto raciocinamos indutivamente, suponha que p; = g;;1 para 1 < j < k.

Pela Propriedade (I) obtemos que

Pkt1 = Q1 Pk + Pk—1 = Qg1 Gr+1 + Gk = Qry2,

concluindo a prova de que pp = qx+1 para k > 0.

Consideremos agora a seqiiéncia de Fibonacci (y,,),>0 obtida da forma

Yer1 = Qk € Ypt2 = Dr, k> —1.
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Pela Propriedade (IIT) dos convergentes,

Ye+1 Ye+1 — Yk+2 Yk = y;3+1 — Yk+2 Yk = (—1)k-

Pela Observacao 27, yx11 € yri2 s@o primos entre si. Finalmente, pelo Teo-

rema 2.8,
. Yk+2
lim 22 — O,
k—o0 Yk+1

3.2
A expansao do numero ¢

Nesta secao veremos que a expansao em fragoes continuas do ntimero e
é dada por
2+01,2,1,1,4,1,1,8,1,1,16,1, 1, .. ].

Para isso, consideraremos o niimero # cuja expansao em fragoes continuas é
0 =2+[ay,ag,...,], onde a3 =1, azpr_1=2k e agr=azps1=1k>1

e veremos que este niimero ¢ igual a e.
Seja px/qr 0 convergente k-ésimo de §. Em primeiro lugar, note que por
convencao,
Po_ap _ 2 o pr_ apot+p1 3

o 1 1 @ aqtgoa 1
Como asy = aszpr1 = 1 e agp_1 = 2k, usando a Propriedade (I) dos conver-

gentes de 6, obtemos para k > 1 a relagao

P3k+1 = A3k41P3k T P3k—1 = P3k + P3k—1 =
= a3gP3k—1 + P3k—2 + P3k—1 = P3k—1 + P3k—2 + P3k—1 =
=2p3p—1+ P32 = 2 (agk_1Psk—2 + P3k—3) + P3k—2 =
=2(2kp3p—2 +p3x—3) +D3p—2 = (2(2k) + 1) p3p—2 +2p3s—3 =
= (2 (2 k’) + 1)P3k—2 + (G3k—3 P3k—a +p3k—5) + P3k-3 =

= (2(2F) + 1) p3k—2 + (a3 (k—1) P3k—a + P3k—5) + D3k—3 =
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= (2(2k) + 1) pax—2 + (P3k—a + P3k—5) + Pag—3 =

= (2(2k) + 1) psx—2 + (P3k—3 + P3k—a) + P3k—5 =

= (2(2k) + 1) p3k-1)+1 + (a3 (k—1)11 P3k—3 + P3k—a) + P3(h—2)41 =
= (2(2k) + 1) D3 (e—1)+1 + P3(h—1)41 + D3 (k—2)+1 =

=22k +1)p3—1)11 + P3(k—2)+1-

Isto é,
P3kt1 = 2(2k + 1) p3k—1)41 + P3(k—-2)+1, Kk > 1. (3-1)

Analogamente temos que

GBrr1 =22k +1) G3—1)+1 + Br-2041, k=1 (3-2)

Para provar que e é igual ao ntimero # usaremos a série de poténcias

Fixado m € Z temos:

Assim,

k=0
1 U Uy 00 1 1 2k+1
p (el —e )_g(%ﬂ)! m '
Considere os niimeros positivos
= —_ | — . 3-3
s ;k!(2n+2k;)! (m) (3-3)

Observamos que estes nimeros estao bem definidos. Para isso vemos primeiro

que

-3 A (I;!k)! (%)M - g @ (%)% =g (et

0

N | —
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Temos também,
00 1+l€ 1 2k+1
Z K (2+2Fk)! (E) -
+k) k' 1 2k+1
2+2k ) (14 2k)! (E) B

-

k=0

Mg

(el/m . e—l/m) )

N | —

Lema 3.2 Os nimeros &, na equacao (3=3) verificam
gn —m (2n + 1) §n+1 = §n+2-

Prova: Escrevemos A =&, —m (2n+1)&,41. Temos

i 2" (n+ k) Cm@ns) 2 (n+ 14 k)!
E'(2n+2k)! mkl(2n+2+2k)!

Kl(2n+2k+2)! m

k=0

i 2n+1)2"" (n+1+k)! (1)2’”"

— E'2n+2+2k)! m

E'(2n+2k+2)! m

o

=0

i @2n+ 12" (n+1+k)! (1)2’””

— E'2n+2+2k)! m

)(

i M (n+k)(2n+2+2k) 2n+1+2k) (1)2’””_

= 2" (n+ k) '2(n+1+k)(2n+1—|—2k) (1)2’”"_

1

m

45

>2k;+n
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: K (2n+2k +2)!

2 (n+ D((2n+1) — (2n+1))
B (2n+2)

+i 2 (n+ 1+ k) (2k) (1)
k' (2n+ 2k +2)! B

k=1

m

k(k—1)!'2n+2k+2)! \m

v 2P (4 2) + (k- 1)) 1\ 2D+ (42)
_Z (E=1!2(Mn+2)+2(k-1))! <_>

m

Concluindo a prova do lema.

n

Seja o, = . Temos

n+1

9o

m

: (2n+1 (n—i—l+k)!((2n—|—l+2k:)—(2n—|—1))> (1)2’””

= £n+2~

50 e1/m + efl/m 61/m (el/m + efl/m) (62/m + 1)

Por outro lado, pelo Lema [3.2]

— é‘_l = 61/m _ 6—1/m o el/m (el/m _ e—l/m) - (62/7” _ 1)

0p = : :§+2+m( nt1)énia :m(2n+1)+§+2 =
£n+1 §n+1 gn—i-l
=m@2n+1)+
5n+1
Portanto,
(e¥™ 4+ 1) 5 Ll Lo
2/—_ = 0 = m — =m —1 = e ..
Y o ML T
02
Isto é, a expansdo em fracdes continuas de (e2/™ + 1)/(e?/™ — 1) é
m + [b1,ba, ..., by,...], onde b,=(2n+1)m.

46

Em particular, para m = 2 temos que a expansao em fragdes continuas de

(e+1)/(e—1)é
2+1[6,10,...,2(2k+1),...].
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Usaremos esta relacao mais tarde.
Escrevendo Py /@ como os convergentes de (e+1)/(e—1), onde P_; =1

e Q_1 =0, temos que

5=
Pe 0Py +Pio  2Q2k+1)Pey+ Py

Qr Qi+ Qua 22k +1) Qr1 + Qr—2

Lema 3.3 Os convergentes pi/qr de 8 e Py/Qy de (e +1)/(e — 1) verificam

:2’ == — (§]

R 2 P bR+ P. 6241 13
1 Q1 biQ+Q 6:-1+0 6

pskt1 =P+ Qr e @Grr=F—Qr k>0
Prova: A prova é por indugao. Para k = 0 temos que
Ph+Qy=24+1=3=p; ¢ FPh—Qy=2-1=1.
Suponha que, para todo 1 < j < k, se verifica
p3jr1 =P +Q; e g1 =P — Q.
Entao, pela propriedade (I) dos convergentes,
P+ Qr=bp Pr1+ Pya+ b Qp1 + Q2.
Pela hipdtese de indugao e pelas equagoes (B-I)) e (B-2),
Pet+Qr =2Qk+1) P+ Pat2Rk+1)Qr1+Qr o=

=202k+1)(Poo1 + Qr-1) + (Po—2 + Qr—2) =

=2 (2 k + 1) (ps (k—1)+1) + (p3 (k—2)+1) = P3k+1-

Analogamente,

Po—Qr =QQRk+1)Pi1+Pe2)—(2R2k+1)Qro1 + Qi) =
=202k+1) (Po1 — Qu—1) + (Pro—2 — Qr—2) =

=202k+1)(30k-1)+1) + (@3 k—-2)41) = Q3kt1-

Isto termina a prova do lema. 0
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Finalmente, usando as relagoes anteriores, obtemos que

e+1 P
1), A
_(e—1) o @y o P+ Qr L p3ks1
e=——+—=lim = lim ————— = lim =0.
(e+1) 1 k=00 & _q e Py —Qr koo q3p11
(e—1) o
Isto prova que o nimero e = # e portanto possui a expansao em fracoes

continuas anunciada no inicio desta secao.
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